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Prefazione

Scrivere un testo rigoroso di meccanica quantistica é il sogno che coltivo da quando ho iniziato la stesura di questi
appunti del corso di Istituzioni di Fisica Teorica, tenuto dal professor Pietro Menotti agli studenti del terzo anno
del Corso di Laurea in Fisica dell’Universita di Pisa. Questo la dice lunga sia sulla qualita matematica di queste
note, sia sulla mia pignoleria e sulla mia personale aspirazione alla matematizzazione sistematica della fisica.

Si ¢ soliti leggere nelle introduzioni dei testi di Landau e Lifsits che la fisica teorica ¢ prevalentemente costruita
su risultati non matematicamente rigorosi, per cui credo che a nessuno dispiacera 1'utilizzo sconsiderato di
convergenze, scambi di limiti, integrali e serie che qui si fa.

Tuttavia, nel corso dei miei brevi studi ho maturato la convinzione che un sistema di risultati basati su speculazioni
fisiche non corroborate da dimostrazioni corrette in tutti i dettagli, & una pericolante costruzione sulla sabbia.
Uno studente del terzo anno ¢, infatti, mathematically oriented, proviene dai corsi di Geometria e Analisi, ma
soprattutto dal corso di Meccanica Analitica, percid & abituato a trarre la sicurezza di quanto sa da rigorose
(spesso tediose) e ineccepibili dimostrazioni, destinate a sparire nel corso del suo terzo anno di studi.

D’altra parte un corso di meccanica quantistica in cui le pecche matematiche siano trascurabili, richiede una
preparazione impensabile al terzo anno, occorrerebbe almeno la conoscenza della teoria degli operatori negli
spazi di Hilbert (compreso il teorema spettrale), senza contare che una qualche familiarita con rappresentazioni
e gruppi consentirebbe di allargare non poco il respiro della trattazione.

Allora, I'impostazione di questi appunti &, nella scia del corso di Menotti, la soluzione a questo problema, o,
quanto meno, un buon compromesso. Il rigore matematico non & raggiunto, tuttavia il lettore ¢ sempre messo in
guardia ogniqualvolta si effettua un passaggio scorretto. La materia &, cioe, presentata in modo critico, cosicché
lo studente & certo di non essere raggirato. Il lettore curioso deve essere rassicurato dal fatto che esiste una
teoria superiore (esposta nel corso di Meccanica Quantistica, i cui appunti raccoglierd nel quaderno Trattazione
matematica della meccanica quantistica) in grado di evitare tutti i problemi che si incontrano a questo livello.
Quello che mi piacerebbe aver comunicato con questi appunti ¢ la difficolta e - allo stesso tempo - il fascino dello
studio della meccanica quantistica. Cio che ritengo sia I'aspetto pit ammaliante della meccanica quantistica é
il suo tendere a creare una struttura matematicamente profonda tramite la quale arrivare alla comprensione del
vero legame tra la realta e la fisica (intesa come rappresentazione della realtd stessa). Basta pensare a come
vengono sviluppati in ambito quantistico i concetti (che nelle teorie precedenti erano quasi metafisici) di misura
e simmetria.

Due parole su queste pagine: anzitutto non si tratta di una ricopiatura degli appunti presi a lezione, ma di una
loro rielaborazione, basata sui miei gusti e le mie esigenze e su un certo numero di testi cui ho fatto riferimento
e che sono riportati nella bibliografia. Tuttavia, in questa sede, mi piace ricodarne uno, Lezioni di Meccanica
Quantistica, di Luigi E. Picasso. Studiando sui testi del professor Picasso ho attraversato (indenne!) i corsi di
Fisica I e II e spero di poter fare altrettanto con questo. Quello che posso dire & che i modi di questo autore
sono assolutamente in linea con la mia idea di fisica (sarebbe forse meglio dire che questa mia idea deriva dalla
assidua frequentazione dei suoi libri): mai un imbroglio e rigore per quanto possibile.

Il materiale qui presentato & quello del corso del professor Menotti (pitt 0 meno) e molti sono gli appunti che
provengono dalle esercitazioni tenute dal dottor Emilio d’Emilio.
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Il primo capitolo & un ricettacolo di concetti ereditati dal corso di Fisica II, con qualche sviluppo, in vista della
trattazione a’la Planck del corpo nero, che viene svolta nel secondo capitolo, sulla linea del testo di Becker.

Il terzo capitolo presenta una breve rassegna dei principali sviluppi della Old Quantum Mechanics e si colloca in
parallelo al secondo capitolo.

Nel quarto capitolo viene sviluppato I'intero formalismo della meccanica quantistica: spazio di Hilbert come spazio
degli stati, osservabili come operatori autoaggiunti, regole canoniche di commutazione, evoluzione temporale,
spazi prodotto, sistemi statistici e, infine, un accenno ai problemi di teoria della misura nella fisica quantistica.
Nel quinto capitolo ci si occupa in dettaglio (ma, ancora, in modo per lo pitt qualitativo e assai poco matematico)
dell’equazione di Schrodinger unidimensionale.

Dopo l'oscillatore armonico, é la volta del momento angolare. Qui si prende lo spunto per introdurre il concetto
di simmetria ed invarianza in meccanica quantistica.

In seguito sono trattati i campi centrali. L’atomo d’idrogeno é studiato tramite il vettore di Lenz: qui, come
sempre quando & possibile, tutti i calcoli sono debitamente sviluppati (¢ un bel guazzabuglio di commutatori).
Successivamente si trattano i metodi di approssimazione, essenziali per introdurre l'interazione tra materia e
radiazione e la fisica atomica. Infine, ci si occupa di particelle identiche, principio di Pauli, bosoni e fermioni.

Posso concludere dicendo che, di sicuro, studiare questa materia &€ una gran fatica e forse senza le canzoni di
Frank Sinatra é impossibile non farsi prendere dallo sconforto. D’altra parte, per andare avanti c¢’¢ bisogno di
buoni compagni di studio e amici: a questo proposito mi va di ringraziare Giacomo, Antonio, Giacomo, Boris,
Leonardo, Walter, Matteo e il sig. Ivan.

Un doveroso grazie va anche a Giuseppe ed Elia coi quali ho discusso tanti argomenti controversi qui riportati.

Guasticce, Primavera 2001
Alberto Maggi.



Terzo principio
ed energia
del campo

Definizione
di energia
elettromagnetica

Capitolo I

Onde elettromagnetiche

In avvio della trattazione del corso riteniamo utile riportare il seguente capitolo allo scopo di fornire
un breve sommario sulle onde elettromagnetiche. Molte delle considerazioni che faremo in questa
sede saranno riutilizzate nella trattazione semiclassica (a'la Planck) del corpo nero.

.1 Le equazioni di Maxwell e I’energia del campo elettromagnetico

[.1.1 Le equazioni di Maxwell

Le equazioni di Maxwell rappresentano la base dell’intero edificio dell’elettromagnetismo. Esse
possono essere ottenute dall’analisi sperimentale oppure dedotte dal principio di relativita di
Einstein (si veda Luigi E. Picasso, Lezioni di Fisica Generale II, ETS). Nel sistema di unita
di misura di Gaufl hanno la forma seguente

divE = 4mp
curl E + 1%—]? = 0
c
divB= 0 (M)
47 1 0E
IB= —J+-—
cur c + c Ot

[.1.2 Energia del campo elettromagnetico

Il terzo principio della dinamica newtoniana non pud valere in generale: se due corpi A e
B interagiscono di modo che B senta le variazioni di A istantaneamente e viceversa, si deve
supporre l'esistenza di un segnale che si propaghi a velocita infinita. Siccome questo non &
possibile, lo scambio di quantita di moto ed energia in termini newtoniani ha luogo solo nel caso
di interazioni di contatto. Cid da corpo alla nozione di campo. Ogni particella agisce per
contatto con il campo, trasferondogli energia e quantita di moto, che viene poi - in parte
o del tutto - ceduta (dopo un tempo finito) all’altra particella. Il terzo principio, rivisitato
in termini relativistici, sancisce allora la conservazione dell’energia di un sistema isolato, nel
quale, oltre alle particelle, dovranno essere pero inclusi i campi.

Si viene ora a creare la necessita di definire in modo consistente I’energia che deve essere
associata al campo elettromagnetico (E,B). Per far questo, supporremo intanto di essere nel
vuoto.

Il sistema che dovremo considerare sara costituito allora da cariche elettriche e correnti, dai
supporti meccanici (fili conduttori, reticoli, ...) e dal campo elettromagnetico.

Definiamo U energia del campo elettromagnetico, corrispondentemente a una certa
configurazione, il lavoro che si deve fare sulle sorgenti dei campi (le cariche e le correnti)
per ottenere quella prefissata configurazione, cioé il lavoro sul sistema sorgenti pit supporti
meccanici diminuito dell’aumento dell’energia (cinetica o interna, effetto Joule) dei supporti
meccanici stessi. In altre parole, abbiamo

U= Lext _ AEint,
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di stato
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dove L & il lavoro fatto dall’esterno sulle sorgenti (pitl i loro supporti), mentre AE™®
¢ Vaumento dell’energia interna di supporti meccanici e sorgenti registrato nell’operazione
(ad esempio 'aumento di energia cinetica degli elettroni per stabilire una certa corrente).
D’altra parte, sul sistema sorgenti pitt supporti agiscono le forze esterne (che stanno creando
la configurazione finale) e le forze elettromagnetiche che, in senso newtoniano, sarebbero forze
interne. Se indichiamo con L™ il lavoro di queste ultime abbiamo, dal teorema delle forze
vive generalizzato,
AEint — Lext + em
la qual cosa implica
U=-L*"

cioé 'energia del campo ¢ definita come ’opposto del lavoro fatto sul sistema meccanico dalle
forze elettromagnetiche.

Ora, il lavoro fatto dal campo sulle cariche nell’'unita di tempo &

Wem(t):/pE~udV:/E-JdV

da cui
au
— = / E-JdVv
dt
Se consideriamo ora un sistema cariche piu supporti isolato, abbiamo, ancora dal teorema

delle forze vive, che
em __

dEint _ _§
dt S dt

da cui

< (E™+U) =0

dt
L’equazione scritta ci dice che il sistema sorgenti piti supporti piti campo ha energia costante
se ¢ isolato. Questo implica che la definizione adottata di U soddisfa le proprieta richieste nel
primo paragrafo.

Notiamo che se invece il sistema cariche piu supporti é soggetto a forze esterne a potenza non
nulla Wt ricaviamo

int
d‘it — Wem + Wext
i (Eint + U) _ Wext

dt

Affinché U abbia tutte le caratteristiche di un’energia potenziale, dobbiamo verificare che ¢
una funzione di stato. A tale scopo moltiplichiamo la quarta e la seconda delle (M) per E e

B, rispettivamente, e sottraiamole:
4 1 E B
E~cur1B—B-curlE:—7TE~J+—<E8 0 >
c c

—— 1B
o
dall’identita vettoriale
E:-curlB—B:curlE = —div (E x B)

concludiamo poi che

10 2 c ..
—E-J= - (B°+B%) + —div(ExB)

Dal teorema di Green, supponendo che i campi si annullino all’infinito, e percio abbiano flusso
nullo, otteniamo che

_ 1 2 | n2
U—8W/(E +B?) av.
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[.1.3 Il teorema di Poynting

Definiamo densita di energia del campo la quantita

1
t) = — (E* + B?
w(x,t) = 877( + )
e vettore di Poynting
c
S=—(ExB
" Ax (B x B)
allora troviamo
-E-J= % + div S

che rappresenta il bilancio locale dell’energia o teorema di Poynting.

Per capire la portata del teorema di Poynting, immaginiamo di dividere lo spazio in due
zone di volume V; e V5, ordinatamente. Il sistema complessivo & isolato e percio, in esso, si
conserva ’energia, abbiamo dunque

d ; d .
— (U Emt = —— (U Emt
a (Ut B = =g (U2 )

Vogliamo caraterizzare i due membri in termini del vettore di Poynting. Integriamo nel volume

Vi, i € Ja, i due membri del teorema di Poynting:

—/ E-J:dUi—l-(I)Vi(S)
Vi

dt

dove si & usato il teorema di Green e @y, indica il flusso uscente dalla superficie che delimita

V;. Ora,
Vi

percio, se con W* indichiamo la potenza esterna sul sistema cariche pin campi in V;, abbiamo
dEint
dt

/EJ +Wiext:
Vi

da cui
d )
= (Ui + EP) = @y, (S) — W
Ne deriva che
d .
— (Ui + B) =W — ®y, (8),

dunque, preso un sistema compreso nel volume V;, 'aumento di energia totale (di cariche piu
supporti pit campo) per unita di tempo é uguale alla somma della potenza esercitata dalle
forze esterne sul sistema e del flusso entrante in V; del vettore di Poynting.

L’equazione si riduce alla

d .
— (U Elnt — Wext
5 (U+E™)
trovata sopra per V che va a comprendere tutto lo spazio fisico.

Infine, sia Wt = 0, allora si ha

d .

rn (Ui + Ef™) = @y, (S) = —®y, (S) = o (
ciog, per un sistema Vi U V5 sul quale non agiscano forze esterne, la diminuzione nell’unita
di tempo dell’energia totale contenuta in V; é data dal flusso uscente dal volume V; stesso
del vettore di Poynting; questo flusso coincide con quello entrante nel restante volume Vs ed

eguaglia l'incremento dell’energia totale in tale volume V5.

(]2 T E;nt)

Si noti come il teorema di Poynting in assenza di sorgenti

0=%+divs
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stabilisca un parallelo tra (p,J) e (u,S). S & dunque una densita di corrente di energia.

[.1.4 La quantita di moto del campo elettromagnetico

Durante la costruzione di una determinata configurazione, bisogna fornire al sistema una certa
quantita di moto. Questa, sottratta alla quantita di moto che viene trasformata in momento
del sistema meccanico (sorgenti pit supporti), si definisce quantita di moto del campo
elettromagnetico.

Ancora, la quantitd di moto del sistema cariche piu supporti & la somma dell’impulso
ceduto dalle forze esterne e dell’impulso dovuto alle forze elettromagnetiche (newtonianamente
interne). Come per l’energia, I'ultimo dovrebbe essere nullo se valesse il terzo principio nella
forma classica. Abbiamo percio, con ovvia notazione,

prec — jext_’_jem
P = jext _ Ppmec

t
P:—jem:—/ dt//(pE-i-%JxB) av

sostituendo a p e J le espressioni che si ricavano dalle equazioni di Maxwell, si ottiene (con un
conto decisamente laborioso)

dalle quali si ricava

P:L/Edevzi/de
dme c?

La definizione data & ben posta, infatti, se sul sistema cariche piu supporti pitt campo non
agiscono forze esterne si ha

apmec 1 _dp
——=F —/<pE—|—EJ><B>dV— o

da cui
i (Pmec + P) — 0
dt '

.2 L’equazione delle onde

In questa sezione ci occuperemo del problema della propagazione del campo elettromagnetico
(e della sua energia) nel vuoto. In una zona in cui non siano presenti sorgenti le equazioni di
Maxwell, (M), divengono

divE =
10B

IE 4+ -—— =
cur —l—c ot

0
0

divB= 0 (M)
0

e percio rappresentano un sistema lineare omogeneo di equazioni differenziali alle derivate
parziali. Il problema principale connesso alle equazioni scritte & quello di risalire alla soluzione
legata alle condizioni imposte dalla presenza di certe sorgenti nella zona circostante a quella
in cui valgono le (M*).

Noi ci limiteremo ad ottenere la soluzione generale in alcuni semplici casi e a specificare il
modo per ottenere la soluzione poste le condizioni al contorno.

1.2.1 Potenziali elettrodinamici

Un modo compatto per risolvere le (M) ¢ introdurre i potenziali elettrodinamici per
disaccopiare le equazioni. Siccome il campo B ¢ solenoidale (cio¢ a divergenza nulla) si potra
scrivere

B =curl A
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essendo div curl - = 0. Sostituiamo nella seconda equazione di Maxwell, troviamo
1 0A
curl E+ —curl — =0
+ c ot
da cui il vettore
10A
) O sl
+c ot
¢ irrotazionale e percid puo essere scritto, istante per istante, come gradiente di una funzione
scalare, —p (x,t), cioé
10A
—gradp = E4+———.
srady c Ot
Introdotti i potenziali (p, A) i campi divengono

E= —gradgo—z—
B= curlA

che, automaticamente, risolveranno la seconda e la terza delle (M). Per ottenere la
determinazione completa di (¢, A) dovremo percio ricorrere alle equazioni di Maxwell che
contengono le sorgenti. Dunque, ricordando che

curlcurl G (x,t) = —AG (x,t) + grad div G

nel vuoto otteniamo

0
A —divA= —4
p+ 5 div TP
1 0%A i 10y 4
~Ear e <de+ za) = 7

Abbiamo cosi ridotto le equazioni di Maxwell a un sistema di quattro equazioni indipendenti,
ma ancora accopiate.

D’altra parte, siccome il rotore del gradiente & nullo A ¢é definito a meno di aggiunta del
gradiente di una funzione scalare, cioé B & invariante rispetto alla trasformazione

A— A=A +grado
e, se vogliamo che E sia ancora definito come sopra dobbiamo porre
10¢

/— _
p=Y =@ c ot

L’insieme delle due ultime equazioni scritte si dice trasformazione di gauge.

L’arbitrarieta di ¢ suggerisce di scegliere una gauge, se esiste, in grado di disacoppiare le
equazioni per i potenziali, cioé tale che

10p
divA+-—=0
At c Ot
Affinché i potenziali (¢, A) soddisfino la condizione di cui sopra, dobbiamo scegliere ¢ tale che
A = A'+gradg
_ o _L0d
L T
100 1 02%
0 = divA’+A - - ==
WA+ AP+ c Ot 2 0ot?

da cui

c2 o2 c Ot
che, come vedremo, essendo noto il secondo membro, ammette sempre soluzione. La
trasformazione trovata in questo modo si dice gauge di Lorentz. In definitiva, sotto gauge

2 /
A 13¢=—<divA’+1a@>
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1
di Lorentz, div A + E(Z_f = 0, le equazioni di Maxwell divengono
1 0%
“@op - A

10%A 47

AA — — = —J
c Ot? c

La gauge che ci interessa nella soluzione delle (M*) & pero quella di Coulomb che impone

divA =0

Essa si ottiene ponendo
A = A’ tgradg
0 = divA'+A¢

che ha sempre soluzione (si tratta dell’equazione di Laplace) nota la div A’. Sotto questa
gauge le equazioni di Maxwell divengono

Ap= —4mp
1 0%2A 10y 47
AA ——=—— —grad|-— | = ——1J
c? o2 g ( ot c
I’equazione per ¢ & quella dell’elettrostatica, percio
!/
t
QD(X,t): p(X, ) d3X/

% — x|
da cui in assenza di cariche, p = 0 e J = 0, si ha, equivalentemente alle (M*),
p= 0
1 02A ,divA =0
T2
cioé A soddisfa all’equazione delle onde.
La discussione delle onde nel vuoto ¢ dunque ridotta alla risoluzione del sistema disaccoppaiato

OA= 0

B= curlA
10A
E= ——

c Ot

dove abbiamo introdotto ’operatore lineare

1 02

O=A-—=—

c2 ot?

che si dice d’alembertiano.

Nelle gauge esaminate sommavamo ad A la funzione scalare ¢ di modo che, nella gauge di
Lorentz, fosse

oA, LOY
O¢ = (leA+c8t ,

mentre, nella gauge di Coulomb,
Ap = —div A’

Siccome ambedue le equazioni per ¢ sono lineari, ¢ resta definito a meno dell’aggiunta di ¢’
soluzione dell’equazione omogenea associata, [J¢ = 0, nella gauge di Lorentz, e A¢ = 0, nella
gauge coulombiana. L’aggiunuta di ¢’ prende il nome di gauge ristretta.
[.2.2 L'equazione di D'Alembert
L’equazione per A trovata ¢ del tipo

OG=0 (DA)

ed ¢ 'equazione delle onde di D’Alembert. Occupiamoci della soluzione di tale equazione
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Il caso piu semplice di propagazione ondosa & quello piano. In questo caso, ciascuna
componente del campo G dipende da una sola variabile spaziale. Se indichiamo con g (z,t)
la componente del campo che andiamo a considerare, troviamo che su ogni piano x = const il
campo ¢ costante, cid giustifica il nome di onda piana che si da a g (z,1).

Risolveremo I’equazione di D’Alembert in due modi. Abbiamo

g 109 _

0x2 2 ot2
ed effettuiamo il seguente cambio di variabile
{ E= xz—ct
n= x+ct
allora, con abuso di notazione
% (&) = g—g g—ia %% (&) = “2€ T an
da cui ricaviamo
2 2 2 2 2 2 2 2
S =St o S8 len = 2 -2+ 28
sicché (DA) diventa
g
23]

percid df /On non dipende da & e df/0¢ non dipende da 7, ne deriva che la soluzione generale
e

0

g(@,t) =g+ () +9- () =94 (x —ct) +g- (x+ct)
dove g4 e g_ sono funzioni arbitrarie di una variabile.

Si ha percio che, nel caso unidimensionale, la soluzione dell’equazione delle onde & la
sovrapposizione di due funzioni g4 e g_. La prima ha valore costante nei punti in z—ct = const
percid trasla con velocita ¢ lungo il verso positivo delle x. Viceversa la g_ trasla con velocita
¢ nel senso negativo dell’asse x.

Siano ora fissati 1 dati iniziali

da cui otteniamo
9+ (@) +9-(2) = a
{ c|-dh @ +¢ @] = b@)
integrando la seconda troviamo

{ g9+ () +9- (x) = Ci(x)

allora

9 (@) = la(a:)Jric/x b (o) dob (z)

Zo

da cui la soluzione generale dell’equazione unidimensionale delle onde vale

r+ct
g(x,t)—%[a(xct)+a(x+ct)]+i{/ b(a)da}

2¢ —ct

Purtroppo la tecnica sviluppata nel caso unidmensionale non puo essere trasferita nel caso
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tridimensionale. Percio, vediamo un altro modo di procedere. Cerchiamo una soluzione a
variabili separate

g(x,t) =X (z)T(t)

allora
0%g
g .
da cui I'equazione differenziale si riduce
1 .
X" (x)T (t) — c_2X ()T (t) =0.
Ne ricaviamo che
X" 17
x W=7

e percio i due membri sono separatamente costanti (essendo funzioni di variabili diverse),
dunque, ricaviamo

X"= —k?X
{ T= —wT
dove k € R indicizza le soluzioni e w = (ck)2 (la restrinzione imposta, la costante di

separazione reale negativa, garantisce la limitatezza delle soluzioni). Troviamo X = ei*®,

T = et™@t Al variare di k € R produciamo le soluzioni
gk (.’Ii,t) —A (]i}) eikxeiwt +B (k) eikxefiwt

e ritroviamo, grazie alla fattorizzazione degli integrali, soluzioni funzioni x+ct. La piu generale
soluzione &, infine,

dk

g (a:,t) = / {A (k,) ei(szrwt) +B (k) ei(k'gcfwt)
R 27

Imponiamo i dati iniziali

0(2,0) = /R [A (k) + B (k)] e

F@o) = [ clac) B

le due equazioni scritte sono del tipo
e Ak
k ik 2V
[etes S 1@

moltiplichiamo scalarmente (nel prodotto scalare di L?) ambo i membri per e

/dme‘””/c(l@) eik"”% z/da:e_“‘”f (x)
R R 2m R

scambiando 'ordine delle integrazioni a primo membro abbiamo

%c B0 gy = %c 7r —l)=c
/R% (k)/IR k=lz g /R% (k)2m60 (k—1) = c(l)

sicché, si conclude,

dk
%—a(x)

e AK
ezk::b -

27 b(@)

ilx

c(k) = /Rdx e kT £ (1)

Si ottiene, infine, il sistema

A(k)+ B(k) = /Rdxe*ikxa(x)
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clk|[A(k)— B(k)] = / do e (z)
R
da cui si perviene alla soluzione.
Sia ora g (x,t) una componente del vattore d’onda G. Separiamo nuovamente le variabili
g(xt) =X (@)Y (y) Z (2) T (t)
troviamo

X// YII Z// 1 T//
xty Tz~ 6—27] =0

XYzZT {—-l——-i—

da cui, procedendo come prima,

T = —W2T
X" = —K2X
V"= kY
7" = -k

dove k = (ki1, ka2, k3) € R® e w = /(c HkH)2 La soluzione & allora del tipo
gk (x,1) = A (k) /070 4 B (k) e/texten)

la cui pitu generale sovrapposizione &

3
g (X, t) _ / |:A (k) ei(k~x—wt) +B (k) ei(k‘x-i-wt) d k3
R? (2m)

Ora, imponiamo le condizioni al contorno

9(x,0)= a(x)
b

e procediamo come prima

= etk @k =a(x
9000) = [ 1409+ B 5 < a )
Jdg _ c B ikex d’k —b(x
o 000 = [ elIA00 — B 5 <

Le equazioni scritte sono del tipo

ho
/ﬂwc(k)e =1

moltiplicando scalarmente (nel senso L?)

d3 —l-x k ik-x d3k _ —l-x d3
. xe Rsc( Je —(27r)3_ Rse f(x) d°x

invertendo le integrazioni
d*k .
/ —Sc(k)/ ez(k—l)~x d3X
R3 (27r) R3

consideriamo 'ultimo integrale

3 3
I1 / ek mtw oy = (2m)* T 60 (ki — 1) = (2m)? 857 (k — 1)
i=17R i=1

percio

infine,
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IRIAR) = BOO) = [ e () d'x

[.2.3 Onde elettromagnetiche piane

Consideriamo un’onda elettromagnetica piana diretta lungo I'asse delle x, allora
A (z,t) = (0,4, (z,t), A, (z,t))

per la linearita dell’equazione di D’Alembert, possiamo considerare separatamente le soluzioni
(0,4, (z,t),0), (0,0,A4; (z,t))

che si dicono polarizzate linearmente. Consideriamo ad esempio la prima. Abbiamo, per
I’onda progressiva,

A(z,t) = (0,4, (x —ct), A, (z —ct))
da cui
E (z,t) = (0,4, (x —ct), A (z — ct))

la direzione di E, il vettore j, individua la polarizzazione dell’onda. Passiamo a considerare il
campo magnetico. Abbiamo

B (z,t) = curl A = (0, - A, (z — ct) , A, (z — ct))

percio la terna (E,B,i) ¢ ortogonale e destrorsa, si noti che i & la direzione (con verso)
della propagazione dell’onda. Si noti, ancora, come i moduli di E e B coincidano. Se ne ricava
che il vettore di Poynting ha il verso della propagazione delle onde,

c .
S =—E?i =uc

4dr
inoltre la quantita di moto dell’onda vale
1 c
P =2 SdV = c_2U

e, per i moduli, si ha U = cP.
1.3 Onde in una cavita cubica

[.3.1 Campo elettromagnetico in una cavita

Consideriamo una cavita cubica, di spigolo, a, le cui pareti siano perfettamente riflettenti.
Fissiamo gli assi xyz paralleli agli spigoli e sia l'origine coincidente con un vertice del cubo. Il
campo A soddisfa all’equazione di D’Alembert. Procediamo per separazione di variabili

A(t,x)=a((x)T(t)

allora
DA (t,x) = T (£) Aa (x) — C—IQT(t)a(x) —0
da cui, se a (x) = (a1, as,a3) (x),
T(0) A () — 7 (0 (0 = 0.0 22 6 = 7.0

abbiamo allora, posto k& € R,

17 .
S5 = —k? =T = —w*T; Na(x)+k*a(x) =0
dove w = (ck)2. Il vettore a risolve percio I’equazione di Helmholtz. Ne consegue che

ciascuna componente di a & sovrapposizione (come serie o integrale di Fourier) di onde piane
. K. 2
del tipo €™ con |k|” = k2.

I campi E e B saranno dati dalla sovrapposizione delle onde piane aventi potenziale
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T () e’**&. Abbiamo
o LA Ljikxg
c ot c

per calcolare B, teniamo conto del fatto che

curl (f (x)v) = grad (f (x)) x v
essendo

grad (e**) = %f{eik'x

troviamo
B =cwlA :%T (t) ek (12 X é)

23

Sulle soluzioni trovate dobbiamo imporre le condizioni al contorno. Considerando che le
pareti sono perfettamente conduttrici, ricaviamo che la componente di E tangente alle pareti
(sulle pareti stesse) & nulla. Imponendo la condizione sulle pareti z = 0, y =0 e z = 0 alla

funzione f (x) = e’¥* otteniamo
f. (x) = coskizsinkoysinksz;
f,(x) = sinkixcoskaysinksz;
f,(x) = sinkjxsinkoycosksz;

con

3
> K=k
i=1

Imponiamo ora le condizioni al contorno sulle pareti * = L, y = L, z = L, otteniamo, per

ogni terna n = (ny,ng,n3) di numeri interi positivi,

™
k’i = N;—
a

) 2
+ (2a>

perCiO,
( ns ) 2 14
fla 62

()

Ne deriva allora che la parte spaziale del campo B & la funzione g (x) data da

g, (x) = sinkjzcoskay cosksz;
gy (x) = coskixsinkyycosksz;
g.(x) = coskjzcoskoysinksz.

Infine, abbiamo

E= Z —lTn(t)fn(x),B: Z w—c“Tn(t)gn

&
neN3

Ad ogni terna n = (ny,ny,n3) corrispondono due modi normali di vibrazione a frequenza v,
questo perché, fissato k i vettori campo elettrico indipendenti possibili sono due, nelle due

direzioni (indipendenti) ortogonali a k.

[.3.2 Equivalenza del campo elettromagnetico con un sistema di oscillatori lineari

La lagrangiana del campo elettromagnetico all’interno della cavita é

/ﬁd“x— /(EZAB?) d*x

Iset {fo} e {gn} sono ortogonali (in L?!). Come noto si ha

a
. T m™nhx
sin cos—=dz = 0
0 a a
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¢ mmax mnix ¢ mmx . mix 1
cos Cos dr = sin sin dr = sadp,
0 a a 0 a a .

Percio

li /
™TmiT TNYT . Tnoy . TNLY . TN3z . TNhz
fo - £ d®x = [ cos cos —= sin sin —2Z sin sin —32 @3x =
v v a a a a a a

¢ . mnhax ¢ mngy . wnby ¢ mngz . mnhz
oS cos dx sin sin —== dy sin sin dz+...=
0 a a 0 a a 0 a a

1 v

3
3
= (5&) 6n1n’16n2n/26n3n/3 +...= g(sn’n’ +...= §V6n7n/

Si ha quindi

/E2d3 ZZ /f fn/dﬁx— ZT2

e, analogamente,

3V
/V B? d®x =23 WAT2 (1)

La lagrangiana del campo elettromagnetico ¢ allora

vy (320 -am0)

327 2

A questo punto basta un semplice cambio di scala, Ty, — ¢n, per avere
2 2
L= 3 (5 0 - gt

Ne deriva il seguente

Il campo elettromagnetico in una cavita perfettamente riflettente é dato dalla sovrapposizione
di un’infinita numerabile di modi normali, ciascuno dei quali é equivalente a un oscillatore
armonico lineare di massa unitaria che oscilla alla frequenza del modo normale detto. Il
campo elettromagnetico é percio equivalente a un sistema di oscillatori armonici.

[.3.3 Cavita termalizzata e legge di Rayleigh-Jeans

Visto che un corpo nero ¢ dato da una cavitda termalizzata alla temperatura 7T', abbiamo
che la densita volumica di energia media w, (v,T) contenuta nella cavita e dovuta ai modi
normali con frequenze tra v e v+ dv, & pari all’energia media di un numero N (v) di oscillatori
armonici lineari all’equilibrio termico a temperatura T, divisa per il volume, dove N (v) & il
numero di modi normali del campo elettromagnetico tra v e v + dv.

Infatti, u, (v,T") & tale che

u(T) = <8iﬂ (E? +B2)> = /uy (v,T) dv

ma
S (@ B) =Y (220 + pelel
8T - 2" 2 nm
e
vy 3 (g0 + geiad)
dunque

u(T) = VZ< )+ wnqn>
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n(v+dv)
_ 1 2: Lo 155\ _N@)
Uu(yaT)_V = <2qn(t)+2wnqn>_ vV kT

visto che 'energia media di un oscillatore armonico & (dalla legge di equipartizione) pari a kT
Calcoliamo N (v). Ogni terna (n1,mn2,n3) fornisce due oscillazioni stazionarie nella cavita a
frequenza v tale che
ni\ 2 N9\ 2 nz\2 v?
) (@) () -5
2a 2a 2a c
Se rappresentiamo tali terne come punti di un reticolo in tre dimensioni, si ha che tutte le
terne per cui v < vg sono quelle contenute nell’ottante positivo e in una sfera di raggio

2avg

c
Siccome la densita dei punti reticolari & 1, i punti considerati sono in numero pari a

147 8a®v _ dravd

83 & 3¢
Ne consegue che il numero dei punti del reticolo corrispondente alle oscillazioni di frequenza
compresa tra v e v + dv & dato da

127a3v3
3c?
Il numero di oscillazioni proprie contenute nell’intervallo v, v + dv & pertanto

8ma’v?

In definitiva, dunque

che é la legge di Rayleigh-Jeans.

Nel prossimo capitolo ci dedicheremo esclusivamente al corpo nero e ricaveremo nuovamente,
tra l'altro, ’equivalenza di modi normali ed oscillatori e la legge di Rayleigh-Jeans. Seguiremo
un’altra via (pin vicina a quella che fu di Planck) in modo da evitare di far uso della lagrangiana
del campo elettromagnetico.
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Capitolo 11

Teoria alla Planck della radiazione nera

I1.1 Termodinamica della radiazione nera

[1.1.1 Densita spettrale di energia

Consideriamo una cavitd completamente vuota le cui pareti siano portate e mantenute a
una temperatura uniforme 7. Si genera, allora, all'interno della cavita, della radiazione
elettromagnetica: all’equilibrio le pareti assorbono - nell’unitd di tempo - una quantita di
energia raggiante pari a quella che emettono.

Lo stato della radiazione & descritto dalla densita di energia u che é pari a

1
u=— (E* + B?
5 )
D’altra parte ¢ possibile definire la densita spettrale dell’energia u, tale che u,dv ¢ la
frazione della densita di energia del campo elettromagnetico la cui frequenza ¢ compresa tra

v v+ dv. Ne consegue che, ovviamente,

+oo
u:/ U, dv
0

La distribuzione di energia spettrale &€ una funzione fondamentale della fisica, perché, come
afferma la legge di Kirchhoff, ¢ universale. Si trova, infatti, basandosi sul solo Secondo
Principio della Termodinamica, che u, dipende unicamente dalla temperatura e non dalla
conformazione della cavita o dalla natura delle pareti.

La densita spettrale della radiazione nera, a una determinata frequenza, é funzione della sola
temperatura.

Supponiamo di avere due cavita racchiuse da sostanze diverse e aventi forma diversa,
entrambe a temperatura 7. Per assurdo, in una qualsiasi regione dello spettro le u, risultino
diverse. Allora poniamo in contatto le due scatole tramite un filtro agente nelle vicinanze
della frequenza v nell'intorno della quale le densita sono diverse. In questo modo, senza che
si compia lavoro dall’esterno, si ha che una delle cavita perde I’energia che viene acquistata
dall’altra. Cosi, mentre una si raffredda, ’altra si riscalda. Si realizza cio¢ uno scambio di
calore spontaneo tra due corpi alla stessa temperatura, il che contraddice il Secondo Principio
della Termodinamica.

Abbiamo percio che u, dipende, oltre che da v, solo dalla temperatura 7T, sicché & ben definita
la funzione

uy =y, (v, T)
Ovvio allora che parimenti universale & I'integrale di u,, u che sara funzione di T":

u=u(T).
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Si pone il problema di determinare wu, e u.

I1.1.2 Pressione di radiazione

Ammettiamo che la distribuzione della radiazione all’interno della cavita sia isotropa.
Cominciamo col calcolare I’energia radiante che esce in 7 secondi da una finestra di area
dA entro I’angolo solido df2 orientato secondo ’angolo 6 rispetto alla normale a dA. Si tratta
di calcolare il contributo de di energia radiante emessa da tutti gli elementi di volume contenuti
nel cono di apertura d2 (con I'asse orientato lungo ) e di altezza cr (dal momento che Penergia
viene trasportata dalle onde elettromagnetiche alla velocita ¢). Ciascun elemento di volume
dV all’interno del cono emette ’energia u sull’angolo solido 47, la frazione che giunge sulla
finestra dA é percio data da

udV :de =4m: dA%
T
da cui
dA | dAcosf
de = ude = quV

D’altra parte dV = r2drd) percio I'energia radiante che esce in 7 secondi dalla finestra dA
(sotto angolo € entro I’angolo solido €2) vale

T dAcosf
/ ULO;TQ drdQ = u-S-7d A cos dS)
0 4dnr 4dn
Si definisce intensita specifica il fattore

c

K=u—

’ u471'
L’energia S irradiata nell’'unita di tempo, in un semispazio, dall’'unita di superficie vale allora

27 /2 /2 1 ) ¢
S:K/ d<p/ d@cos@sinﬂzﬂK/ dﬁsin20:f§7rK (cos 20) |7/ :WK:UZ
0 0 0

In condizioni di isotropia, per pareti perfettamente riflettenti, dalle equazioni dell’elettro-
magnetismo, si deduce che la pressione della radiazione vale

U
p=73
3

La cosa ha wuna immediata interpretazione quantistica. Pensiamo la radiazione

elettromagnetica come un gas di fotoni il cui impulso & dato dall’energia divisa per la velocita
della luce c. I fotoni si riflettono sulle pareti in modo elastico, talché I'impulso ricevuto dalla
parete nell’'urto con un fotone avente angolo d’incidenza 6 ¢ dato da due volte I'impulso del
fotone moltiplicato per il coseno dell’angolo #. Nell'unita di tempo sull’unita di superficie
I’impulso ricevuto dalla parete & percio

1 c w 27 w/2 /2
p = —/u—cosﬁdQQcos@z—/ d(p/ d@cos2951n9:u/ df cos® fsinf =
C 47T 27T 0 0 0
U 3\ 7/2 U
= 3 (—cos’ ) o =3

L’equazione p = u/3 ¢ valida se la radiazione ¢ isotropa e non richiede il fatto che essa si trovi
all’equilibrio termico. In quest’ultima condizione, v dipende solo da T e percid p dipendera
solo da T'. In altre parole se u ¢ la v di Kirchhoff p = p(T"). Mentre se u & uniforme, ma non
necessariamente di Kirchhoff, si ha che p = u/3.

[1.1.3 La legge di Stefan-Boltzmann

Consideriamo ora una cavita nera una cui parete sia dotata di uno stantuffo libero di muoversi
senza attrito. Portiamo la cavita a contatto con un termostato posto alla temperatura 7.
Estraiamo lentamente lo stantuffo procurando un aumento V' del volume. In questo processo
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la radiazione ha fornito il lavoro pV. Al bagno termico viene sottratto il calore

Q:(u—i—p)V:%uV

Adesso operiamo una espansione adiabatica di 6V del volume. La temperatura si abbassa cosi
di 0T, la pressione di dp, il lavoro fornito & pdV. Stabilito contatto termico con un bagno a
temperatura T'— 67" operiamo una compressione isoterma e infine una compressione adiabatica
per tornare allo stato iniziale.

I tratti adiabatici presentano una difficolta. Affinché garantito che la radiazione nera resti nera
(cioe all’equilibrio termico con le pareti) durante le espansioni adiabatiche, possiamo pensare
di disperdere nella cavita una quantita molto piccola di polvere di carbone, questa, al contrario
delle pareti che sono perfettamente riflettenti, ¢ in grado di interagire con la radiazione
assorbendo o emettendo energia in modo da ristabilire I’equilibrio termico. Siccome la polvere
avrd capacitd termica trascurabile rispetto a quella della radiazione, 1’energia del sistema
rimarra invariata, Vu, durante il processo di annerimento. In questo modo la distribuzione
spettrale sara in ogni stato quella di Kirchhoff, o - il che & lo stesso - ogni stato sara di equilibrio
come richiesto in un ciclo reversibile.

La macchina compie un ciclo di Carnot reversibile il suo rendimento & percio il massimo, cio¢
0T /T, d’altra parte il rendimento ¢ dato dal lavoro totale fornito diviso per il calore assorbito
dal termostato a temperatura maggiore:

0T  36pV  36p 1ép
T T AW T a3 ip
da cui si ottiene che
logT* =logp

da cui u e p sono direttamente proporzionali alla potenza quarta della temperatura, cioe, si
stabilisce la legge di Stefan-Boltzmann

u=al?
Ora, la misurazione della legge determinata cosi come I'abbiamo scritta non & attuabile, poiché
si dovrebbe compiere una misurazione all’interno del corpo nero. Tuttavia & possibile praticare
nel corpo nero un piccolo foro e misurare I'energia radiante uscente dal foro (per unita di
superficie e per unita di tempo), per quanto calcolato sopra essa sara

c c
=ys =q=-T* = oT*
S u4 a4 o

con

o
a=4—
c

[1.1.4 Caratterizzazione delle adiabatiche

Nel derivare la legge di Stefan-Boltzmann abbiamo incontrato alcune difficolta nel trattare
le trasformazioni adiabatiche del corpo nero. Questo perché non sembra, a priori, garantito
I’equilibrio termico, visto che la radiazione non puod essere emanata o assorbita dalle pareti
che sono perfettamente riflettenti. Avevamo allora supposto di immettere nel corpo una
quantitd molto piccola di carbone nella cavita, in modo che la materia potesse annerire la
radiazione mantenendo la distribuzione spettrale di Kirchhoff alle diverse temperature. In
realta dimostreremo (legge di Wien) che la radiazione nera resta nera per trasformazione
adiabatica, anche senza immissione di carbone nella cavita.

Consideriamo, in primo luogo, un’espansione adiabatica della radiazione nera in cui
I’equilibrio é garantito dalla presenza di una piccola quantita di carbone, talché la sua presenza
sia ininfluente ai fini del calcolo dell’energia. Dal Primo Principio della Termodinamica

d(uV)+pdV =0
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dalla legge di Stefan-Boltzmann
0 = d(aT'V)+ “dev =4aT?VdT + aT*dV + a—?dv
0 = VdT + %TdV = VT = const

da cui, incidentalmente, si trova che V*/3p = const.

Veniamo a calcolare ’entropia della radiazione nera

_ dU +pdV
dsS = T
dove
dU = 4aT?VdT + aT*dV
pdV = aT*dV
da cui
95 _ 2 4
{ 9% iavz: = S(V,T) = =aT>V + const

e dal Prinicipio di Nernst,

4
S(V,T) = gaT“V

Togliamo adesso la polvere e comprimiamo adiabaticamente la radiazione. La lentezza
dell’operazione garantisce 'isotropia della distribuzione u (e dunque pure della w,). Questo
implica che risulta sempre definita la pressione p = u/3. Cio che regola 'andamento della u,
¢ Deffetto Doppler, siccome la parete si muove lentamente con velocita uniforme v < ¢ si ha
che la radiazione incidente v emerge, dopo la riflessione, con frequenza v data da

2
V=1 <1+?Ucost9>

essendo # I'angolo d’incidenza.

Ora, consideriamo un intervallo di ampiezza dv dello spettro. Valutiamo che accade all’energia
della radiazione di frequenza nell’intervallo prescelto nel tempo dt, in cui, lo ricordiamo, lo
stantuffo si sposta verso linterno di wdt. Sia dv < |v1 —v| cosi Penergia totale Vu,dv,
contenuta in dv, diminuisce di una quantita eguale a quella della radiazione che nel tempo dt
raggiunge lo stantuffo. Come gia calcolato la diminuzione vale

An K, dvdt.

D’altra parte si ha anche aumento dell’energia per effetto della radiazione che giunge sullo
stantuffo con frequenza contenuta in un intervallo tale che, dopo la riflessione, esso viene a
coincidere col nostro dv. In accordo con la formula per Ueffetto Doppler, la frequenza incidente
dovra essere contenuta nell’intervallo compreso tra v e v1 + dv;. L’energia incidente varra

AK,, cos0dQddvdt,

se E ¢ l’energia incidente e E’ I'energia riflessa, B’ — E ¢ il lavoro compiuto dalla parete sulla

radiazione,
AE:/Fdx:U/th

I’ultimo termine é 'impulso esercitato sulla parete, cioé

E
2Pcosf = Q—U cos 6
c

2
£ E (l—l— %COSH)
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Ne consegue che 'aumento di energia nell’intervallo dv nel tempo dt vale
7T/2 2U
27rAdt/ K, sinfcos 6 (1 + —cos@) dv1do
0 c

. . o e e 2
In ogni caso, a meno di termini in (v/c)

2
V1 :1/<1——Uc059>
c

percio
2
dv, = <1 - ?U cos@) dv
0K, 0K, 2vv
K, = K,,—G—W(ul —-v)=K, — 5 Tcos@

Sostituendo nell’integrale (ignorando i termini in (v/c)?) si ha

/2
2 A dtdl// (KV _ 9K, 2ov oS 9) sinfcos@df =
0 v ¢

/2
An K, dtdv — 27 A dtdv 0K, 21}—” / sin @ cos® 0df =
¢ Jo

ov
K, 2
AnEdtdy — 2w AZEL 2 gy
ov 3c
[’aumento di energia complessivo per le frequenze nell’intervallo dv, nel tempo dt vale
_4_77 vAvdt 0K, v
3 c ov
si conclude percio che, essendo —dV = Avdt e K, = cu, /4,
4 vAvdt 0K, 4mvdV 0K, v
d(Vuy):——WV vdt O _ v Vo _Kau Jv (1)

3 ¢ Ov 3 ¢ v 30
Analizziamo D'espressione ottenuta. Cominciamo col notare che

du, = | — +Zau” d_V
e\ T30 )V

calcoliamo allora 'incremento della pressione

“ou, , AV [ v ou, _dv o  u, _4p
(5p—/0 SdV—WO <_uu+§8u>dy_3V( /0 U, dv /0 3du)— 3ValV

da cui si ottiene che in una espansione adiabatica per cui la u, sia isotropa, e non
necessariamente di Kirchhoff, il prodotto

VA3

resta costante (come accadeva nelle adiabatiche passanti per punti di equilibrio del sistema).
Abbiamo cioé dimostrato il seguente

In una trasformazione adiabatica in cui la densita di energia elettromagnetica resti isotropa,
il prodotto pV*/3 ¢ costante.

Questo ci consente di dimostrare che le adiabatiche passano tutte per stati di equilibrio, cioé
che la radiazione nera resta nera senza bisogno di presenza di materia all’interno della cavita.

Il risultato preannunciato fa leva sui principi della Termodinamica, oltre che sulle conside-
razioni di elettromagnetismo gia esposte. Consideriamo una cavita nera all’equilibrio termico.
Essa sia caratterizzata dalla temperatura Ty dall’energia u (Tp) e dal volume Vj. Resta allora
definita pg = u (Tp) /3. Ora eseguiamo una espansione adiabatica infinitamente lenta sicché
la radiazione rimanga isotropa. Spaziamo allora la curva

V3 = poVp

fino al volume V7. Adesso immettiamo una piccola quantita di carbone nella cavita di modo
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da annerire la radiazione. L’energia della radiazione rimarra invariata, cosi dunque p1, mentre
u,, diverra ora di equilibrio e risultera definita una temperatura 75. In altre parole, il carbone
cambia u, mantenendone il valore integrato u e apportando un aumento finito dell’entropia.
Ora sempre in presenza di carbone riportiamo lo stantuffo nella posizione iniziale, allora in
virtu dell’equazione delle adiabatiche, riavremo pg e di conseguenza Tj e u (Tp). Abbiamo
dunque compiuto un ciclo irreversibile. D’altra parte il lavoro compiuto dall’esterno ¢ nullo
poiché la forma pdV ¢ calcolata sulla curva pV*/3 = pyV; una volta in un senso e una volta

nell’altro (come attesta il lemma precedente). Siamo giunti cosi al

La radiazione nera resta nera per trasformazioni adiabatiche.

[1.1.5 La legge dello spostamento e la legge di Wien

L’equazione (1) ci fornisce 1'ultima informazione sulla distribuzione spettrale che possiamo
Nondimeno il teorema che dimostreremo sara

ricavare a partire dalla termodinamica.
veramente importante nel seguito della nostra trattazione.

Avevamo ottenuto che, durante una adiabatica

v Ou,
d L) == d
(Vuy,) 3 \%
da cui ricaviamo ’equazione differenziale
ou, v ou,
Vv Tw =355
Effettuiamo allora il seguente cambiamento di coordinate
r=V, y=1°>V
allora
Ou,  Ouy e Oou,
oV Oz y
ou ou
R
v v dy
da cui
z@uy i 8"&1, +u o 8ul/
ox y v Y Ay
Ou,,
T 81; +u, = 0
0
2 (zu,) = 0
infine, Vu, dipende solo da y:
1 )
Uy = Vw (VSV)
cioé
3V
w, = (v )1/3 = P (V)

3V
ma, siccome la trasformazione ¢ adiabatica, VT3 = const, e percio

u, (v, T) =13 f (%)

La distribuzione spettrale di Kirchhoff é una funzione del tipo

w, (0, T) = V3 f (%)
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Fissiamo per un attimo la temperatura 7', vogliamo determinare la posizione di un massimo
(che sperimentalmente esiste ed & unico) della u,,. A tale scopo imponiamo

d 9, [V v, v
0= =3 (7) + 7/ (7)
posto £ = v/T si ricava che il massimo corrisponde a una radice & dell’equazione
0=3f()+&f (9

che é fissata una volta per tutte. Al variare della temperatura il massimo si sposta linearmente,
cioe

Vmax = ET

I punti stazionari (il massimo) della distribuzione spettrale di Kirchhoff si spostano
linearmente con la temperatura.

Per quello che riguarda le due leggi in termini della lunghezza d’onda, troviamo che
ux (A T)dA =wu, (v, T)dv
ora, |dv| = ¢/A\? |d)|, percid
c c
U (A,T) = Uy (X,T) F
e la legge di Wien diventa

un (W T) = 559 (X)

ancora, possiamo ritrovare la legge dello spostamento,

5
0=—159(\T) +

L g (\T)

e posto 7 = AT abbiamo che
59 (n) =ng’ (n)

Presa 7 la radice dell’equazione, abbiamo

AmaxI = 17.

1.2 Determinazione della distribuzione spettrale

[1.2.1 Oscillatori armonici e radiazione nera

Vogliamo adesso determinare la distribuzione spettrale u,, di cui abbiamo studiato tutte
le proprieta termodinamiche nella sezione precedente. Con Planck, immaginiamo di porre
nella cavita un oscillatore armonico lineare, vincolato a muoversi lungo 1’asse x, avente carica
elettrica elementare e e massa m. Visto che possiamo scegliere ad arbitrio le pareti (e la
forma) della nostra cavitd poniamo che esse siano perfettamente riflettenti. All’equilibrio
termico l’energia dell’oscillatore assuma il valor medio E (T) (classicamente questa vale kT
dal Principio di Equipartizione).

D’altra parte, all’equilibrio termico, I’energia assorbita dall’oscillatore sara pari a quella da
esso irradiata. Con l'ausilio delle leggi dell’elettromagnetismo stimeremo queste due quantita
di energia in funzione di u, ed F, in modo che, nota E, si possa ricavare u,,.

Il moto dell’oscillatore & smorazato a causa dell’irraggiamento e forzato dalla componente
x del campo elettrico che supporremo uniforme nella zona occupata dall’oscillatore.
Dall’elettromagnetismo classico abbiamo che, se wg & la pulsazione propria dell’oscillatore
" _ oF

=eF,.

m(fé—l—w%x) —337

Scelto un intervallo di tempo molto grande ¥ il campo FE, potra essere espresso in serie di
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Fourier, se a = 27 /9,

E. = 1 -~ —inat
m—§ Z ané€

n=—oo
da cui a,, & 'ampiezza delle oscillazioni parziali di pulsazione w,, = na. Siccome E, € R, si ha
che

a_p = a,

Siccome gli a,, sono funzioni rapidamente variabili, associamo loro una media che ci consentira
di valutare il valor medio del campo (rapidamente variabile) E,. Se s ¢ piccolo in confronto a
n, nell’intorno della frequenza w,, I’ampiezza media del campo vale

2 1 - 2
lanl” = 377 D lanl
j=——s

che rappresenta una misura dell’intensita di F, per frequenze vicine a w,,.
Ora, vale
3 __
u=—F?
4

d’altra parte, dall’identita di Parseval varra (esendo la norma L? la media del quadrato)
percio

per calcolare u, dv é 'energia nell’intervallo tra v e v + dv, percid dobbiamo valutare quante

oscillazioni parziali cadono nell’intervallo dv, portando ognuna di esse l’energia 3/87r|an\2.
Siccome

2ny = na
2
—ﬂdu = dn
a

percio

37T 32r 37 3

g\an\ o 4_a|a”| :

Adesso sviluppiamo in serie di Fourier anche x e andiamo a risolvere ’equazione differenziale
per serie. Se poniamo

Uy =

1 X
T = 5 Z fneznat
n=-—00

da cui

1 =

T = 3 Z inafnei"“t
n=—oo
1 X

Bo= s Y (a)Pg,e
Z’IL:—OO
1 X

2 = i(na)gfneinat
an—oo

sostituendo nell’equazione differenziale, fatte le dovute semplificazioni,

2 2
—m (na)’ &, + muiE,, + £ 5i (na)’ = a,
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sicché si ricava

¢ = ear,
" mw —m(na)’ + 2iS (na)®
percio
& = z [on]
W=

((na)? —w3)” + (320a2)’

L’energia media dell’oscillatore é pari al doppio dell’energia cinetica media, percid

E =mai?,
dall’identita di Parseval,
B m +OO 8_22|a ‘2
B=T% (o)l = Z e M PRI
o)+ ()

Allo scopo di valutare la serie, sostituiamola con un integrale rispetto a w = na, nell’intervallo
dw cadono dn = dw/a oscillazioni parziali, percio

_ m e [* w? |an]
E= 2m2/ 2, 2\2 4 (22032 a deo

3 mc3

Come sappiamo la funzione integranda ha un massimo molto acuto per w & wq percid possiamo
effettuare le seguenti approssimazioni:

(i) sostituiamo (tranne che nella differenza w? — w3) wp a w;
(ii) poniamo (w? — w3)2 ~ (2wo (w — wo))? = 4wd (w — wo)?;
)

)

(iii) sostituiamo a |an| la quantita |an| calcolata nelle vicinanze di wo;

(iv) estendiamo a —oo il primo estremo d’integrazione.
Posto allora p = (w — wg) troviamo

5o m e? /°° w3 |a"|2d mé? |an|? /°° 1 d
2 m2 °°4w,u—l—(2 3)2 e PTomr g 7004/12—1—042'u
3

dove a = (%4),
mc

B @ilanIQL/“ o

2m? a o? OO(EM)2+1
con la sostituzione z = % L abbiamo
p o pallle® 1, rlwll_xdd smd
2m? a a?2 J_22+1 im a a 4m3" "2 e2w?
oau
2w3  8m2 "

Si ricava cioé la seguente

Un oscillatore armonico carico, di frequenza propria vq, all’equilibrio termico a temperatura
Ty in una cavita nera di densita spettrale u, (v,T) ha un’energia media pari a

3

E=-""u, (vo, T,
87W3U (vo,To)

Per quanto visto nell’ultima sezione del capitolo precedente, il numero di oscillazioni proprie
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contenute nell’intervallo v, v + dv &

8mady?

dv

o3
Se a ogni oscillazione propria compete l’energia media U,, I'energia totale contenuta nella
cavita per frequenze in v, v + dv vale
8radv?

U, = dv

che corrisponde a una densita spettrale

1 8madu?

—-U,———dv=u,
a3 c3
cioé
3
C —
v — Uy = E
82

In altre parole,

L’energia media dell’oscillatore armonico termalizzato a temperatura T’ é eguale all’energia
di una singola oscillazione propria della cavita avente frequenza vicina a quella di risonanza.

Dopo avere mostrato l'intima connessione tra la densita di energia della cavita nera e
loscillatore armonico procediamo a calcolare w,. Perverremo alle leggi di Rayleigh-Jeans
e Planck.

[1.2.2 La formula di Rayleigh-Jeans

Nella fisica classica, dal principio di equipartizione, si ottiene, per l'oscillatore lineare,
I’energia media F = kT sicché, dalla relazione tra F e u, abbiamo

82

u, (v, T) = kT

3

Tale formula ¢ in contrasto coi dati sperimentali, ma, anche teoricamente, appare del tutto
inadeguata, infatti l'integrale di u, in v, u (T"), diverge.

Questo completo fallimento della fisica classica per l'irraggiamento di una cavita isoterma
rappresenta il punto di partenza di tutta la fisica moderna ed ¢ questo il motivo per
cui ha meritato tanta attenzione da parte nostra.

Si noti comunque come valga egualmente la legge di Wien:

8rvd T
e, T
v

u, (v, T) = =

[1.2.3 La legge dell'irraggiamento di Planck

Le due formule sulle quali si basa la derivazione della legge di Rayleigh-Jeans sono

82
u, (v, T) = 3 E(v,T)
EwT) = kT

La prima discende dalle leggi dell’elettromagnetismo, la seconda dalla fisica statistica classica.
Almeno una delle due ¢ certamente inesatta, essendo la loro combinazione palesemente assurda.
Planck decise di mettere mano alla seconda, tenendo ferma la prima.

Vediamo quali considerazioni guidarono Planck alla celebre modificazione della seconda delle
equazioni di cui sopra. Per un oscillatore armonico lineare la hamiltoniana vale
2

D m
H(p,q) = o T (2mv)? ¢

Nella fisica classica il valor medio di F & dato da

_ 0
E——%logZ
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Figura 1. Densita spettrale di Planck

dove Z ¢ la funzione di partizione di Boltzmann, cioe, se § = 1/kT

Z = /e_ﬁH dpdg.

Ora, cio che fece Planck fu di cambiare 'espressione per la funzione di partizione. La sua
scelta fu, in un certo senso, naturale. Sostitui, infatti, 'integrale con una serie, discretizzando
i valori ammissibili per I’energia. Scrisse cioé

7 = Z e PEn

Si tratta ora di fare un’ipotesi sui valori F,, cioé sui livelli energetici. La cosa piu semplice
da fare &, ovviamente, richiedere eguale spaziatura tra i livelli, cioé imporre

E, = neo,
con €g da determinare.
Ricaviamo, infine, £. Abbiamo
1
Z = —-—-——
1 — e Peo
da cui
ge—Beo €0

-0
_ B0 —
E_aﬁlog(l ‘ )_1—6*550_6550—1

Dunque, con Planck, troviamo

Smu? €0 81 4 go/V
uw WD) == —nr 1= =" \ ot 1

dalla legge di Wien, dobbiamo avere che

go/v v
(=) -7 ()
percio, analizzando il denominatore, dobbiamo necessariamente porre
€0 = hv
e quindi ottenere la legge dell’irraggiamento di Planck

83 h
uy (v, T) = 3 ehv/KT _
Questa legge, basata sull’ipotesi che un oscillatore armonico possa assumere solo energie pari
a un multiplo intero della quantita hv, descrive correttamente il fenomeno ed ¢ in ottimo
accordo coi dati sperimentali.
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[1.2.4 Considerazioni sulla legge di Planck

Verifichiamo che la u, di Planck verifica tutte le leggi rinvenute nella prima sezione. Gia
sappiamo che la legge di Wien ¢é verificata (in realta ’'abbiamo usata per ricavare la legge di
Planck stessa).

Cominciamo col calcolare u (T), stavolta I'integrale esiste e vale

8wh [T°° V3
)= [

posto x = hv /KT abbiamo v = kTx/h e percid

sth (kT\* [+~ 3 st (KT)"*
w(ry = (KL / T g = ST ()
c? h o e*—1 315 h3
da cui ritroviamo la legge u (T) = aT*. Come detto, & possibile misurare a (a partire

dalla misura dell’energia uscente dalla cavita) da cui potremmo risalire ad h, ma la misura
presenterebbe una grave incertezza a causa dela presenza dell’esponente 4 nella temperatura.

Inoltre bisognerebbe conoscere accuratamente k il cui valore ¢ legato a quello del numero di
Avogadro che ai tempi di Planck non era noto con una buona precisione. Torneremo piu tardi
su questi aspetti.

Calcoliamo la posizione del massimo (evidenziato in Figura 1.1), a partire dall’espressione per
UN-:

c c 8me h
UN (>\; T) = Uy (X>T> F = F—ehc/kT)\ 1
deriviamo in A
0 = % _ _ 40mc h 8mch %ehc/k”‘
122 A6 ehe/KTX _q e (ehe/RTx — 1>2

he
- _5§ ( he/kTA 1) he/kKTA
¢ I

posto x = he/kT A troviamo che A = A\jax per z pari alla radice dell’equazione seguente
5(e"—1)=ze" 5(l—e ") =2z
da cui, indicata con Z la radice suddetta, ritroviamo la legge dello spostamento

hc
E = T/\max
che ¢ importante perché ci consente di ottenere una misura per h

k
h = szAmax

Intanto, notiamo che T ~ 4.965114212...Sperimentalmente si ha poi che T'Ap.x = 0.27cm K.
Ora, come accennato non é ben noto il valore di k, percio usiamo il dato relativo alla legge di
Stefan-Boltzmann, per cui
o 8w 7wtk
c 3 15h3
nota la misura di o ricaviamo dalle due espressioni, unite al fatto che R = 8.31Jmol 'K~ 1,

h =6.62 x 10~3ergs

k=138 x 10" Perg K *

N =6.02 x 10

a =

Sia
hv
— 1
WS

(approssimazione delle alte temperature, o delle basse frequenze) e calcoliamo quanto
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Figura 2. Confronto alle basse frequenze delle distribuzioni di Rayleigh-Jeans (rossa) e Planck (blu).

vale la u,:

873 h 8m?

w (v, T) ~ & hw/kT ~ 3

kKT

che ¢ proprio la legge di Rayleigh-Jeans.
La legge di Rayleigh-Jeans é I'approssimazione alle alte temperature della legge di Planck.

La determinazione che abbiamo effettuato della legge di Planck non & certo soddisfacente,
perché si usano insieme metodi classici e rudimenti quantistici. Tuttavia essa, non solo
funziona correttamente come evidenziato in questa sottosezione, ma & corretta pure nella
migliore versione quantistica.
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Old Quantum Mechanics

Nel capitolo precedente abbiamo visto come per spiegare lo spettro del corpo.nero si sia dovuto
ricorrere alla quantizzazione dei livelli energetici dell’oscillatore armonico. In questa sede vedremo
gli sviluppi che ebbe I'idea di Planck nell'interpretazione di Einstein e Bohr. Introdotto poi il
concetto di onda di deBroglie, concluderemo la descrizione della Old Quantum Mechanics e
ne utilizzeremo i concetti fisici piu rilevanti per introdurre alla moderna teoria quantistica, i cui
postulati saranno esposti nel corso del prossimo capitolo.

111.1 Modelli atomici di Thomson e Rutherford

Uno dei problemi centrali che si presentarono agli inizi del ventesimo secolo era la formulazione
di un modello consistente per gli atomi. Si trattava di chiarire il comportamento degli atomi in
determinate condizioni e di formulare un modello che fosse consistente con I’esperienza e con
la teoria dell’elettrodinamica classica. Esamineremo in questa sezione le difficoltd connesse
con questo programma.

L’esistenza degli atomi era gia stata accettata per spiegare le leggi fondamentali della
stechiometria, percio si era capito che a ogni elemento corrispondeva un certo tipo di atomo.
L’elettrolisi, D'effetto fotoellettrico, 'effetto termoionico, la conduzione elettrica, avevano
suggerito I'esistenza, nell’atomo, di particelle cariche negative. Per la neutralita della materia
si era stati costretti ad amettere la presenza di una carica positiva nell’atomo. Era inoltre noto
che le particelle cariche negativamente (elettroni) erano eguali per tutti gli atomi, ne erano
infatti note massa e carica:

me = 09x10"%g~10"%g
e = 1.6x1079C = 4.8 x 10 ues

Dalla definizione di grammo-atomo si ha che la massa di un atomo di idrogeno vale
my = — = 1.7 x 107 %%g, my = 1836m.

Per quanto riguarda le dimensioni di un atomo, consideriamo 1’oro, esso ha peso atomico
A =197, percio in 197g di oro ci sono N atomi. Siccome la densita dell’oro ¢ 19gcm ™3, un
grammo-atomo occupa circa 10cm?, dunque, ogni atomo ha a disposizione un volume di circa

1.66cm?, cioé ha un raggio pari a circa 10~ 8cm. Tale grandezza viene definita Angstrom:

1A =107 8%m

I11.1.1 Il modello di Thomson

Secondo Thomson (il modello ¢ il primo presentato nel ventesimo secolo e sara il pia
accreditato almeno fino al 1910) I’atomo era costituito da una sfera di raggio pari a 1A
in cui la carica positiva fosse distribuita uniformemente. Allora, dal teorema di Gaufl si
ha subito che una carica negativa all’interno risente di una forza attrattiva (diretta verso il
centro) proporzionale alla distanza dal centro della sfera. Questo spiegherebbe I'emissione di
radiazione per atomi eccitati (ciascun elettrone sarebbe responsabile di una riga dello spettro).
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Inoltre, spiegherebbe la regola dell’ottetto, infatti si pudé dimostrare che affinché gli elettroni
occupino posizioni di equilibrio stabile (come necessariamente deve essere) sono costretti a
disporsi su poligoni concentrici con al pit otto vertici.

Un altro successo del modello di Thomson & ’accordo tra energia di ionizzazione e raggio

atomico. Il potenziale della carica positiva ¢
3e ler?
Pl =3, 3@ "¢

e la posizione di equilibrio stabile dell’elettrone ¢ in » = 0. Allora ’energia di ionizzazione
deve essere
_3é?
T 2a

Er = —e(p(o0) = ¢ (0))

ma, sperimentalmente, E; ~ 13.6eV, percid a ~ 1.6 A.

[11.1.2 Gli esperimenti di Geiger e Mardsen

Geiger e Mardsen, nel 1909, misero a punto il seguente esperimento: su una sottile lamina d’oro
(spessore &~ 4 x 10~ *%cm) veniva fatto incidere un fascio ben collimato di particelle o (aventi
carica positiva 2e) e si osservava la distribuzione delle particelle deflesse. Teniamo conto del
fatto che per 'oro Z =79, A = 197, mentre per le particelle a, Z =2 e A = 4. Ora, secondo
il modello di Thomson 'interazione tra elettrone e particella incidente ¢ del tutto trascurabile
nel moto della particella stessa, questa invece deve risentire del campo elettrostatico delle
distribuzioni di carica positive. Il campo di tali distribuzioni ha un intensita massima per r ~ a
e decrece poi come 72, percio & lecito aspettarsi che le particelle o siano praticamente tutte in
grado di passare oltre la lamina. Tuttavia, Mardsen e Geiger notarono che una particella su
diceimila veniva deviata di un angolo superiore a 90°, cosa del tutto inspiegabile mediante il
modello di Thomson. I risultati dell’esperimento furono cosi interpretati da Rutherford sulla
base del suo nuovo modello (1911).

[11.1.3 1l modello di Rutherford

Secondo Rutherford, la carica positiva era concentrata in un a zona (nucleo) molto ristretta
rispetto alle dimensioni atomiche. Il nucleo, dunque, avrebbe carica positiva, opposta alla
somma di quella degli elettroni e massa praticamente eguale a quella dell’atomo intero.Gli
elettroni orbiterebbero (su orbite evidentemente ellittiche a causa del potenziale che adesso
& coulombiano) attorno al nucleo a una distanza di 1 A. Il modello di paragone dell’atomo
diventa il sistema solare, con una differenza significativa: le forze tra pianeti sono attrattive
e di intensita molto minore di quella esercitata sugli stessi dal Sole, mentre le forze tra gli
elettroni sono repulsive e paragonabili a quelle esercitate dal nucleo.

Nel modello di Rutherford per I'idrogeno in cui si supponga che lelettrone gira su una
traiettoria circolare, ’energia di ionizzazione vale

1e?
Ei=-E=-—=a~053A
2a

percio gli ordini di grandezza per a sono gli stessi per Thomson e Rutherford, tuttavia i valori
di a sono diversi.

In ogni caso, il pregio del modello di Rutherford sta nella corretta esplicazione
dell’esperimento di Geiger e Mardsen. Infatti, adesso il campo elettrico della carica positiva
puo raggiungere valori molto alti, essendo il raggio nucleare molto minore di quello atomico.
Anzi, si pud arrivare a giustificare una deviazione di un angolo piatto. Per Rutherford,
al diminuire del parametro d’urto diminuisce ’angolo di deflessione, per Thomson accade
il contrario. Il dato sperimentale da ragione a Rutherford. Inoltre, se calcolassimo la
distribuzione x (b) (x deviazione e b parametro d’urto) per lo scattering di particelle o da
un nucleo carico Ze, potremmo verificare se, come ci si aspetta dal modello planetario,
essa & in accordo con i dati sperimentali solo per b 2 7y con 7y stima del raggio nucleare
(ro ~ 107*cm ~ 1fm). In conclusione riportiamo il risultato della sezione d'urto per
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I’esperimento di Geiger e Mardsen

do < Ze )2 1
dQ ~ \m2 ) o4 (X
W (3
[11.1.4 Il problema della stabilita dell’atomo

Se il modello di Rutherford spiega eccellentemente P'esperimento di Geiger e Mardsen (che
d’altra parte esclude il modello di Thomson), esso entra in grave difetto se si accettano
le equazioni dell’elettrodinamica classica. Infatti, secondo Rutherford, nell’atomo si ha la
presenza di cariche elettriche in moto attorno al nucleo, siccome il moto & accelerato le cariche
irraggiano onde elettromagnetiche, per questo motivo perdono energia e infine, collassano sul
nucleo.

La cosa non rappresenterebbe una difficolta insormontabile se il tempo del collassamento
fosse sufficientemente lungo. Percio diamone una stima: sappiamo che la potenza emessa da
ciascun elettrone (individuato dal vettore posizione x) vale

2
T 3¢
Trattiamo il collassamento come adiabatico, su ogni giro, I’energia media della particella vale
2

S 2r

e %[

se poniamo

troviamo

ma m |X| = e?/r? percio otteniamo

4 (N _af1
33 \mr2 ) — dt \r

posto x = 1/r, ricaviamo la seguente equazione differenziale

. 4 [é? 24
“@(E)‘”

o 4 [e2\?
=— =] 7
1/a 3c3 \m
sicché il tempo che occore all’elettrone per cadere sul nucleo vale
(ca)® (m)Q
T= —
4 \e?

Introdotto il raggio classico dell’elettrone (una lunghezza costruita con le costanti della fisica
classica)

da cui

11
323

2

re = . 5~ 2.3 x 10" 3cm
mc
abbiamo
ca 1 c( a 2
=——=-(—) a=107"
T 4 rc 4 <Tc> “ %

dunque, secondo il modello di Rutherford la materia collasserebbe in un decimo di nanosecondo
il che & del tutto assurdo. Tra l’altro, in questo tempo brevissimo, un atomo dovrebbe
irraggiare un’energia e?/a ~ 1MeV.
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Necessita D’altra parte, se consideriamo le varie cariche dell’atomo puntiformi (come suggeriscono
Crlr‘:‘szlgﬁodg% gli esperimenti descritti e in disaccordo con Thomson), siamo necessariamente portati a dire
Rutherford che le cariche devono essere in moto e percio I'unico modello plausibile classicamente ¢ quello

di Rutherford. Infatti, consideriamo N cariche ferme, cioé¢ nella loro posizione di equilibrio
stabile. La N + l-esima si trova nel campo delle altre N, in un punto il cui potenziale V'
(dovuto alle prime N) risolve I'equazione di Laplace AV = 0. Ma se tale punto corrisponde a

una posizione di equilibrio stabile per la particella considerata, si deve avere VV =0 e
0*v

— >0, 1€ J
(9.’E12>’ZE3

percio AV > 0, il che ¢ assurdo.

[11.1.5 Spettri atomici

Uno dei problemi fondamentali che i modelli di Thomson e Rutherford sembravano incapaci
di risolvere era quello delle caratteristiche dell’emissione della luce da parte degli atomi.

Spettri atomici ~ Eccitando gli atomi di gas o vapori (mediante urti, per esempio) si trovo che essi emettevano

e righe spettrali 1, jiazione secondo certe frequenze precise e discrete. Tali radiazioni, che erano caratteristiche
di ciascun elemento o composto - e percid legate alle caratteristiche dei rispettivi atomi
e molecole, essendo monocromatiche, osservate allo spettroscopio a prisma, avevano forma
di sottili striscie (immegini del collimatore), percid vennero denominate righe spettrali.
L’insieme delle righe emesse dagli atomi di determinati elementi era chiamato spettro. Lo
spettro caratterizzava in modo approfondito i vari elementi, tanto che dall’esame dello spettro
della corona solare fu scoperto l’elio (1868, Jannsen).

Inadeguatezza D’altra parte, secondo l’elettromagnetismo classico, I’emissione di onde di data frequenza
d‘f%}ﬁ%‘;ﬁgg richiede che il momento dipolare della sostanza che le emette vari secondo una legge armonica.
e Rutherford Un atomo ha un numero finito di gradi di liberta, percid un numero finito di modi normali,
al clascuno dei quali ¢ associato moto armonico a frequenze date. Visto che negli atomi
come quelli dell’idrogeno i gradi di liberta sono dell’ordine dell’unita, ci si dovrebbe aspettare
uno spettro formato da qualche riga, invece si riscontra sperimentalmente che lo spettro
dell’idrogeno & molto ricco.

Nell’interpretazione di questo fenomeno i modelli di Thomson e Rutherford falliscono
contemporaneamente, d’altra parte, come detto, sembra che la fisica classica non sia
intrinsecamente in grado di spiegare gli spettri (come d’altra parte non era capace di rendere

conto della distribuzione del corpo nero).

111.2 Effetto fotoelettrico

Le leggi  L’effetto fotoelettrico ¢ un altro fenomeno assoluatamente incomprensibile dal punto di vista
fo‘ilﬁgfeeﬁifﬁg classico. Esso si verifica quando si fa incidere una radiazione di breve lunghezza d’onda su
una superficie. In questa situazione si osserva l’emersione dalla superficie di elettroni secondo

le leggi sperimentali seguenti:

(i) per ogni sostanza esiste una frequenza minima v (soglia fotoelettrica) tale che lef-
fetto si osserva solo per radiazioni v > v;

(ii) Penergia cinetica minima degli elettroni estratti ¢ indipendente dall’intensita della ra-
diazione incidente, ma dipende linearmente dalla frequenza v:

K" =h(v—wvg), h>0;

(iii) fissata la frequenza v, il numero di elettroni emessi nell’unita di tempo & proporzionale
all’intensita della radiazione incidente.

Inadeguatezza La superficie sia metallica. Come sappiamo, in un metallo vi sono elettroni liberi e ioni
delgl’a;giocﬁg positivi legati in un reticolo cristallino.Gli elettroni liberi (elettroni di conduzione) possono
essere estratti dalla superficie del metallo se viene fornita loro I'energia di estrazione W che

é dell’ordine di qualche eV. Ora, nell’effetto fotoelettrico, ’energia di estrazione & fornita
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dalla radiazione incidente. Classicamente, ci dobbiamo aspettare che ’energia assorbita dagli
elettroni sia, fissata la frequenza, proporzionale all’intensita, sicché ad ogni frequenza, pur
di prendere l'intensita sufficientemente elevata, dovremmo osservare emissione di elettroni.
Inoltre, ’energia cinetica degli elettroni dovrebbe essere proporzionale all’intensitd diminuita
dell’energia di estrazione. Prima e seconda legge sono dunque classicamente sbagliate.

C’¢ di pi: supponiamo di usare una lampadina da 2W posta a 1m dalla superficie;
ammettiamo che tutta la luce incidente sulla superficie sia assorbita dagli elettroni (ipotesi
in effetti grossolana); siccome c’¢, solitamente, un elettrone di conduzione per atomo e ogni
atomo ha un volume di 1072*cm?, ogni elettrone assorbira, al piti, energia che arriva su un
area di 107 '%cm?. Si ha percio che in un secondo l’energia assorbita da un elettrone dovrebbe
essere

10~ *6¢cm?
47 - 10*cm?
cioé si dovrebbe aspettare un centinaio di secondi per vedere effetto fotoelettrico, laddove il
tempo di attesa sperimentale ¢ dell’ordine di qualche nanosecondo.

1

E=2x10"- ergs '~ 10 2ergs™

Per spiegare le leggi dell’effetto fotoelettrico, nel 1905, Einstein formulo un’ipotesi del tutto
in contrasto con le idee della fisica classica e in un certo senso in linea con la supposizione di
Planck nella sua teoria del corpo nero. Per Einstein, un’onda elettromagnetica di frequenza v
trasporta energia in pacchetti di energia proporzionale alla frequenza

E = hv,

percio 'energia di un’onda elettromagnetica ¢ quantizzata. I pacchetti di energia vengono
denominati fotoni e supposti indivisibili. La costante h & ovviamente la costante di Planck,
di cui al capitolo II.

Per la radiazione visibile, A € [4000 A, 7000 A], percid I'energia di un fotone a 4000 A (viola)
vale

c _66x107%-3x10° eV
PR 4x10°° 1.6 x 10-12
che ha 'ordine di grandezza eguale a quello dei potenziali di estrazione per i metalli.

E=hv=nh ~ 3eV.

Facciamo l'ipotesi quantistica che nell’interazione luce-materia ogni elettrone possa assorbire
Penergia di un fotone oppure energia nulla. Sotto quest’ipotesi, siamo in grado di spiegare
il meccanismo dell’effetto fotoelettrico. Trascuriamo per il momento la possibilita che un

elettrone assorba due fotoni. Allora, esso abbandonera il metallo solo se hv & maggiore
dell’energia di estrazione W. L’estrazione comincia alla frequenza

w
Vg = —

h

Se ora v > v, gli elettroni escono con un’energia cinetica massima (puo essere anche minore
a causa, ad esempio di urti - --) pari a

K" =hy—W =h(v—uy).

Possiamo inoltre prevedere che il numero di elettroni estratti sia proporzionale al numero di
fotoni incidenti, percio il numero di elettroni estratti deve essere proporzionale all’energia e -
in ultima analisi - all’intensita della luce usata. Cosa che ha riscontro sperimentale.

Esaminiamo, infine, il problema del tempo di attesa. Riprendendo le considerazioni fatte al
paragrafo precedentemente, supponendo di usare fotoni aventi energia di 1eV, abbiamo che
in ogni secondo ciasun elettrone assorbe un centesimo di fotone o, pitl correttamente, in ogni
secondo si ha un fotone incidente per ogni cento atomi. In ogni secondo, solo un elettrone
su cento ¢ in grado di sfuggire al metallo. Ora, mentre nella fisica classica ’energia incidente
veniva ripartita in modo uniforme tra tutti gli elettroni, adesso ’energia viene assorbita - tutta
- da un elettrone solo per volta. Cosi si spiega che il tempo di attesa, nell'interpretazione
quantistica, sia molto basso, come detto, qualche nanosecondo. La probabilita che in un
nanosecondo ’elettrone che ha assorbito un fotone ne assorba anche un altro ¢ allora del tutto
trascurabile (in un tempo cosi breve si ha un fotone a disposizione ogni 10! atomi).
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111.3 Effetto Compton

Abbiamo visto, nel capitolo I, come un’onda piana trasporti impulso p pari a E/c. E
naturale chiedersi se ai fotoni & associata la quantitd di moto p = hv/c. La questione si
risolve dall’analisi dell’effetto Compton: se facciamo incidere un fascio di raggi X di lunghezza
d’onda A9 < 1A su una sostanza, osserviamo che i raggi X emergenti dalla sostanza a un
angolo 0 rispetto alla direzione di incidenza hanno lunghezza d’onda A (6) > Xg. Si ottiene
sperimentalmente la seguente legge

A () — Ao = 0.024 (1 — cos ) A

Seguendo la linea tracciata nella spiegazione dell’effetto fotoelettrico, consideriamo
I'interazione luce-materia come 'urto tra due particelle relativistiche: il fotone che ha energia
hv e impulso hv/c, e lelettrone libero all’interno della sostanza considerata. Se teniamo conto
del fatto che I’energia del fotone ¢ di 10°eV mentre l’energia di legame cinetica dell’elettrone
libero & di qualche ordine inferiore, possiamo suppore 1’elettrone inizialmente fermo.
Indichiamo con kg la quantitd di moto del fotone incidente e con k,p gli impulsi finali di
fotone ed elettrone. Poniamo di osservare il fotone emergente a un angolo 6 (tra i vettori k e
ko). Abbiamo

cko +mec® = ck + y/m2ct + c2p?
ko —k= P

dalla seconda otteniamo

p* = ki + k* — 2kok cos 0

da cui
(ko — k +mec)® = m2®+ kg + k? — 2kok cos O =
mec (ko — k) = kok (1l —cosf) =
1 1 1
——— = 1—cosb
k ko MeC ( cos )

se sostituiamo a k = hv/c e a kg = hvg/c abbiamo

A=A = L (1 —cosf) = Ac (1 —cosb)

MeC

dove A\c = h/mec ¢ la lunghezza d’onda Compton per elettrone e vale circa 0.024 A.
111.4 | postulati di Bohr

[11.4.1 Spettri atomici e ipotesi di Bohr

Come abbiamo detto nella prima sezione, ogni sostanza pud assorbire od emettere soltanto
radiazioni elettromagnetichedi ben detrmintate frequenze. L’insieme delle frequenze che la
sostanza pud assorbire costituiscono lo spettro di assorbimento, analogamente, 'insieme
delle frequenze emesse si dice spettro di emissione.

Lo spettro di assorbimento si ottiene scomponendo tramite un prisma la luce emergente da
una cella contenente gas o vapore illuminata da luce bianca. Raccolta su una lastra fotografica
la luce uscente dal prisma, si otterra una illuminazione uniforme (radiazione trasmessa dal gas)
intervallata da righe scure corrispondenti alla radiazione assorbita. Lo spettro di emissione
si osserva scomponendo, ancora con un prisma, la luce prodotta dal gas cui sia stata fornita
energia (ad esempio per riscaldamento oppure per illuminazione). Lo spettro di emissione
risulta costituito da righe di luce (frequenze emesse) sullo sfondo scuro della lastra.
Sperimentalmente si trova che lo spettro di emissione contiene quello di assorbimento ma &
piu ricco. Se poi andiamo a vedere lo spettro di emissione di un gas illuminato con luce
di frequenza maggiore di un carto valore 7, troviamo nello spettro righe a frequenza anche
inferiore a ».

Il problema degli spettri, come quello delle dimensioni atomiche e della stabilita della materia
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erano inspiegabili mediante le leggi della fisica classica, fu, cosi, che nel 1913 Bohr formulo
alcune ipotesi in grado di interpretare i risultati sperimentali:

(i) un atomo (nello stato legato, cioé non ionizzato) pud avere solo un insieme discreto di
energie a partire da un’energia minima (cui corrisponde lo stato fondamentale);

(ii) quando il sistema occupa uno dei livelli energetici ammessi non irraggia, ’emissione o
I’assorbimento della radiazione elettromagnetica si ha solo nel passaggio di un atomo
dall’energia F,, alla E,,, in tale caso la frequenza in gioco vale

|En - E7n|

I/Tnn— h

se nella transizione si passa a uno stato a energia minore si ha emissione, altrimenti
assorbimento.

(iii) le orbite ammesse sono quelle per cui il momento angolare & un multiplo intero di
h=h/2m.

La seconda legge chiarisce in modo lampante il fatto che gli spettri sono costituita da righe.
La prima afferma poi che ogni sostanza deve avere spettri continui corrispondentemente agli
stati non legati.

Le ipotesi di Bohr sembrano pesantemente ispirate alla legge di Einstein secondo cui ’energia
di un fotone & huv.

Se ammettiamo che a temperatura ambiente quasi tutti gli atomi si trovino nello stato
fondamentale (cosa che giustificheremo nel corso della sezione seguente) abbiamo che in
assorbimento si trovano solo le frequenze (E,, — Ey) /h. In emissione invece i salti sono multipli
sicché lo spettro di emissione risulta molto piu ricco.

Dalla seconda legge si ha poi

on — vom| = BE.—Ey Ewm—FE
On Om| — L L

= Vnm
che ¢ il principio di combinazione di Ritz e che era gia noto a Bohr (risale al 1908).

Chiaramente la teoria di Bohr, che é in totale contrasto con la fisica classica, supera il
problema del collassamento della materia, infatti, gli elettroni girano senza irraggiare su
orbite a energia fissata maggiore o eguale di Ey. Le dimensioni dell’atomo corrisponderanno,
a temperatura ambiente, con il raggio dell’orbita nello stato fondamentale.

B tempo di usare la terza ipotesi di Bohr per calcolare le energie E,, e stimare il raggio atomico.
[11.4.2 Livelli energetici dell’atomo di idrogeno

La terza ipotesi di Bohr puo essere generalizzata (ipotesi di Bohr-Sommerfeld) nel modo che

segue
?{ pdg=nh, n=1,2,...
orbita

Considerando ’atomo di idrogeno, per le orbite circolari, se p & la massa ridotta dell’elettrone
nel campo del nucleo, abbiamo

por = nh.
Ora, I'energia del sistema vale
2
EFE=-K=_-V=——-—
r
da cui
1 5, 1é? n?h?
== =
e 2 e
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siccome poi € ragionevolmente p =~ m, si trova il raggio atomico, raggio di Bohr:

h2
a=rg= 5~ 0.53 A
mee
Inoltre si ha che ’energia di ionizzazione vale
1 e?
by =—-—
2 B

che ¢ in ottimo accordo col dato sperimentale (da cui segue che il raggio stimato col modello
di Rutherford coicide con quello di Bohr).

[11.4.3 Quantizzazione dell’oscillatore armonico

Usando l'ipotesi di Bohr Sommerfeld per I'oscillatore armonico unidimensionale abbiamo che la
circuitazione & pari all’area racchiusa nello spazio delle fasi dalla traiettoria canonica. Questa
¢ un’ellisse di semiassi a = vV2mE e b= \/E/2m/2nv, percio

ni = inmeﬂ = F =nhv
27 2u 2m

che & l'ipotesi di Planck.

1.5 Teoria dei calori specifici

Immediatamente allacciata alla quantizzazione dei livelli energetici dell’oscillatore armonico sta
la questione del calcolo dei calori specifici dei gas e dei solidi, per questi ultimi, in particolare,
si pose il problema del limite per temperature prossime allo zero assoluto.

[11.5.1 Teoria classica dei calori specifici

Sia dato un sistema statistico formato da N particelle. Se denotiamo con v la sua energia
interna totale per mole, definiamo calore specifico a volume costante la quantita

ou
o =(57),

Consideriamo, in primo luogo, un gas perfetto, cio¢ un insieme di N particelle non interagenti
tra loro. Denotiamo con £ il numero dei gradi di liberta di ciasuna molecola, e con (p,q) le
coordinate nello spazio delle fasi 2¢-dimensionale di singola molecola (u-raum). Il sistema &
regolato, all’equilibrio termico, dalla statistica classica di Boltzmann, per cui il numero n (p, q)
di particelle contenute nell’elemento di volume di u, dpdq, & pari a

dn (p,q) = Bexp[-8H (p,q)] dpdq

dove H ¢ I’hamiltoniana del sistema e 3 = 1/kgT, con kg = 1.38 x 10~ *®erg K~ costante di
Boltzmann. B si trova imponendo

N=/dn (p,q) :B/exp [—6H (p,q)] dpdq

L’energia media vale allora
J, H (p,q) exp[-BH (p,q)] dpdgq
J, exp[-BH (p,q)] dpdq

u=/H(p,q)dn(p,Q) =N
n
definita la funzione di partizione

7(8) = / exp [~BH (p,q)] dpdq
si ha
= Nal A
u=— % og Z (B)

D’altra parte, vale il seguente
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Se H ¢ della forma
H = Hy+ H;

con Hy quadratica definita positiva e dipendente da « coordinate canoniche dalle quali H, é
indipendente, allora Hy medio all’equilibrio termico é pari a a volte 1/2kpT.

Calcoliamo Z ()
— 1
Hy = M/HHO exp [—5 (Hy + Hy)] dpdq

diagonalizziamo Hy con una rotazione agente sulle variabili da cui questa dipende e che
lascia invariate le altre. Il determinante di tale operatore & banalmente 1. Sia Hy = )\12512
e Hy = Hy (n), allora

o = J dg (A}€F) exp [-pATET] [ dmexp [-5H)]
[ dgexp [=BAIET] [ dnexp[—BH)]
e definita Z' (8) = [ d€ exp [-BAIE]] si ha

0
—%logZ’ (B)

Ora, per calcolare Z' (3) possiamo cambiare variabile e porre &; = (6)1/ 2 &, che fa sparire la

=

dipendenza da ( nell’integrale e porta un fattore (5)7("/ 2 fuori dall’integrale

Z'(B) o (8)~"*

e infine

— «
Hy = —kgT
0= 5B

Se allora il nostro sistema ha hamiltoniana quadratica definita positiva

u=NSkpT
2
con N = N = 6.022 x 10?*mol ™" (numero di Avogadro). In definitiva
a
= %Ry
u=3 R
da cui
a
Cy = ER

che ¢ indipendente dalla temperatura.

Se ne ricava che per il gas perfetto monoatomico Cy = 3/2R se schematizziamo ciascun atomo
come un punto (e non si capisce bene perché dovremmo trascurare il moto degli elettroni, ad
esempio).

Se il gas ¢ biatomico e supponiamo che i due atomi siano a distanza fissata (la molecola ¢
percid una sorta di manubrio) abbiamo che i gradi di liberta divengono 5 e ’hamiltoniana &
quadratica

2 2 2 2
pi+pit+ps 1[5 Py
H = - —_
2m + 21 Pyt sinZ 6
allora
5
CV == §R

Se consideriamo i solidi abbiamo che essi consistono di piccoli cristalli in cui gli ioni oscillano
attorno a posizioni di equilibrio fisso e percido possiamo assumere che le oscillazioni siano
armoniche. Ogni ione & allora un oscillatore armonico tridimensionale indipendente dagli altri
(gas perfetto di oscillatori). In questo modello, che ¢ dovuto ad Einstein, per ogni atomo
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_ PP+ 43
2m

Se n & il numero di atomi per molecola (ciascun atomo & ionizzato e oscilla in una posizione

di equilibrio, si pensi a NaCl) i gradi di liberta sono 3n e a = 6n, percio

CV =3nR

Per i metalli n = 1 e Cy = 3R (legge di Dulong e Petit).

1
H +3 (k1g? + k2a3 + ks3q3)

Ma vediamo quali sono i valori sperimentali e quali le incongruenze di carattere addirittura
teorico che sollevano i valori calcolati classicamente:

(i) nelle condizioni in cui un gas monoatomico possa essere considerato perfetto, la legge
Cy = 3/2R ¢ in buon accordo coi dati sperimentali;

(ii) per i gas biatomici l’accordo ¢ buono nell’intervallo di temperatura tra 10K e 500K.
Per basse temperature Cy tende a 3/2R, ad alte temperature Cy cresce;

(iii) per i metalli, solo in pochi casi Cyy = 3R e cid avviene comunque a temperatura ambi-
ente. Per tutti i metalli Cyy — 0 per T' — 0.

(iv) dal terzo principio di Nernst dovrebbe accadere quello che accade per i metalli, cioe Cy
dovrebbe andare a 0.

Ora, la dipendenza di Cy dalla temperatura (eccetto che per i gas monoatomici) sembra
dovuta al congelamento di alcuni gradi di liberta che non vengono piti a contribuire nel calcolo
dell’energia media. Nel caso del gas biatomico sembra che al diminuire della temperatura si
perda la caratterizzazione di sistema rigido cosi da perdere la rotazionalita.
Inoltre, sembra pit realistico che, nel gas biatomico, la congiungente dei due atomi sia meglio
schematizzabile con una molla, piuttosto che con un’asta. Questo comporterebbe ’aggiunta
di un termine quadratico in 7 e di uno in p, della hamiltoniana, conseguentemente si avrebbe
7

Cy = 2R
che abbiamo detto essere in disaccordo col dato sperimentale. La meccanica classica sembra
tra l'altro incapace di distinguere la durezza della molla (e pertanto di tenere conto di un
eventuale congelamento di questo grado di liberta).
Infine, come accennato prima, non é chiaro quali gradi di di liberta vadano inclusi nel conteggio,
pare cioeé che i contributi di elettroni, nucleoni o quarks sia stabilmente congelato.

[11.5.2 Teorie di Einstein e Debye

Torniamo a considerare il modello di Einstein per i solidi. Anziché procedere in modo
classico come fatto sopra, teniamo conto dell’ipotesi di Planck di quantizzazione dell’oscillatore
armonico, per cui lo spettro di F ¢ dato dai multipli interi di hv, con v frequenza propria
dell’oscillatore.

Allora, come detto nel capitolo precedente, la statistica di Boltzmann diventa
e—Bei
=N Z]‘ =

n;

dove n; indica il numero di particelle aventi energia pari a ; (per loscillatore abbiamo visto
che g; = ihv).
L’equazione scritta ci dice che, a temperatura fissata T,
TNy o BeiﬁET _ _—BAe
ny Be Bes
cioe i livelli sono sempre meno popolati al crescere dell’energia. Vedremo, per l'atomo di
idrogeno, che a temperatura ambiente ¢ praticamente solo il primo livello ad essere popolato.

Torniamo a calcolare I'energia media di ciascun oscillatore, come detto al capitolo II, essa
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vale, per oscillatori lineari

H= —%logZ(ﬂ) Bh}z”_ -
da cui
u=3NgH
cioe
Cy = 3_u = 3Nakg < b )2 xp (/s T) 2
oT ksT ) lexp (hv/kpT) — 1]

da cui ¢ facile vedere che, come ci si poteva aspettare,
Cy —3R, T —
e, in accordo a principio di Nernst e dato sperimentale,

Cv—>O,T—>O.

Il modello di Einstein unito alla quantizzazione di Planck sembrerebbe adeguato alla
descrizione dei calori specifici. In realta, come si pud immaginare, esso & troppo grossolano
perché non assegna alcuna correlazione tra i vari ioni, cido ha, in effetti, un riscontro
sperimentale, Cy, va a 0 molto piu rapidamente di quanto si osserva. La decrescenza ¢ infatti
esponenziale, mentre si trova che dovrebbe essere come T°.

Il fatto che i vari ioni debbano in qualche modo interagire & confermato dalla propagazione
del suono attraverso una sbarra metallica (onde elastiche).

Fu Debye a fornire completa spiegazione dei fatti rilevati. Egli suppose i vari oscillatori legati
elasticamente, cio¢ considero le piccole oscillazioni degli ioni dalle posizioni di equilibrio del
reticolo nel quale erano fissati dalle mutue interazioni (oscillatori accoppiati).

Se V (x1,...,zn) & il potenziale del sistema degli N ioni, nell’approssimazione delle piccole
oscillazioni

N
1 0*V
V(zla-"va):§§ : (9331633] (‘TL*JJ?) (:L‘j—l'?)

ij=1
Come sappiamo il secondo membro & una funzione quadratica e percio, tramite una rotazione,
si puo ricondurre il sistema alla sovrapposizione di 3N oscillatori unidimensionali indipendenti
di frequenze v;.
L’energia media dell’oscillatore i-esimo vale
T
toePhvi 1

e lenergia totale vale

Fissata una temperatura T, poniamo vy = kgT'/h, allora, supposto vmin < V7 < Vmax,
gli oscillatori a frequenza v < vy contribuiscono per un’energia H; ~ kT (I’argomento
dell’esponenziale sta vicino allo 0, al prim’ordine si ha exp (hv/kgT) ~ 1 + hv/kgT). Al
contrario, gli oscillatori a frequenza maggiore di v contribuiscono per molto poco all’energia.
Gli oscillatori a v < v si dicono, di conseguenza, scongelati, gli oscillatori per cui v > vp
sono invece congelati. La temperatura per cui tutti gli oscillatori sono scongelati si dice
temperatura di Debye:

hVIIla.X
T
per T > O il calore specifico si avvicina a quello previsto dalla legge di Dulong e Petit.

O =

Chiaramente nel modello di Einstein tutti gli oscillatori si congelavano e scongeleavano
contemporaneamente, questo comportava una rapida decrecsenza a zero del Cy. Si puo
dimostrare (vedi Appunti di Struttura della Materia) che il modello di Debye prevede il corretto
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andamento a 0 di Cy (legge del T3).

[11.5.3 | calori specifici dei gas

Vediamo adesso come lipotesi di quantizzazione dei livelli energetici (che esportiamo
dall’oscillatore unidimensionale ai gas) dia una spiegazione dell’evidenza sperimentale riguardo
ai calori specifici dei gas.

Per i gas monoatomici non avevamo riscontrato palesi discrepanze tra modello classico ed
esperienza. In effetti, essi sono formati da particelle libere alle quali, percio, non si applicano
le condizioni di quantizzazione di Bohr. In realta le particelle sono vincolate a muoversi
all’interno della scatola che racchiude il gas, percio non sono libere. Possiamo discutere questo
aspetto nel modello semplificato di gas unidimensionale. Dunque, le particelle siano costrette
a muoversi entro un segmento di lato a. Allora

%pdq:nh

da cui
2a+/2mE, = nh
percio
h2
_ 2 2
En—n 8ma2 =N E1

preso a = lem, m = 10~ ?4g si ha F; ~ 10~ %eV. Ora, per n > 1 E, ;1 — E,, ~ 2nE;. I livelli
sufficientemente popolati sono quelli per cui F,, < kgT (energia di agitazione termica), cioé
sono quelli per cui

[kgT
< =
n s E

percio le distante tra i livelli che ci interessano sono dell’ordine

AE < /ErkgT.

Questo implica che le condizioni AE < kgT o AFE > kgT si traducono nelle seguenti

VE1 < \ET o \/E1 >\ kT,

se consideriamo che per T' = 1K, kg7 = (1/12000) eV abbiamo che
[ksT
—>1
B >

vV E, < kT

per cui il gas non si accorge della quantizzazione a nessuna temperatura, e questo &
coerente con il fatto che il calore specifico rimanga costantemente pari a 3/2R.

da cui vale la prima condizione

In un primo momento avevamo schemtaizzato ciascuna molecola come un manubrio rigido,
allora I’hamiltoniana puo essere separata come segue

H = Hgo + Hyot
L’hamiltoniana di traslazione & analoga a quella di cui sopra, essa non si accorge della
quantizzazione e porta a ogni temperatura il contributo 3/2R al Cy .
Veniamo alla quantizzazione di H,ot, questa & I’energia nel sistema di centro di massa. Se

supponiamo (per semplicita) eguali i due atomi abbiamo

1 1
H.ot = —mv% + —mv% = mo?
2 2
essendo, nel sistema di centro di massa v; = v9. Si ha percio
(mvd)? _L?
md? 21

Hrot =
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Ma dalla condizione di quantizzazione di Bohr,

L =nh
troviamo
n2h?
rot = o7

Come prima, per verificare gli effetti della quantizzazione, dobbiamo confrontare kg7’ con
h%/2I. Per ogni gas biatomico, definiamo allora una temperatura caratteristica TS, =
h%/ (2kgI). Dunque, per T > TS, la quantizzazione viene persa, e ci si deve aspettare

di ritrovare il valore classico per il contributo a Cy da H.,., cioé R.

Invece, per temperature molto minori di quella critica definita, ci aspettiamo che Cy trovi
un contributo tendente a 0 per T' — 0. Questo perché, a basse temperature, per calcolare
u, possiamo riferirci a due soli livelli (se il terzo & abbastanza lontano). Posto allora
AFE = E> — Eq, abbiamo

Eie PEL 4 Foe—BE2 AFEe BAE
b= M AR N
da cui
AE\? AE
rot _ —AE/ksT T
Cy R(kgT) e ,per T < T

Non occorre addentrarci nei calcoli dei congelamenti o meno degli altri grdi di liberta (rotazione
attorno alla congiungente, moto degli elettroni, manubio sostituito da molla), il meccanismo ¢
chiaro: si conteggiano i gradi di liberta i cui livelli energetici siano confrontabili con I'energia
di agitazione termica.

La “vecchia meccanica quantistica” chiarisce percio le incongruenze sui gradi di liberta che
comparivano nella teoria classica.

I11.6 L’ipotesi di de Broglie

111.6.1 Introduzione

Nelle sezioni precedenti, come del resto al capitolo II, abbiamo assistito alla crisi della fisica
classica e al conseguente sviluppo di teorie ed ipotesi atte a spiegare i fatti sperimentali, ma
totalmente in contrasto con i fondamenti della fisica classica stessa. D’altra parte, sia nella
teoria della radiazione nera che nello studio dell’atomo di idrogeno secondo i postulati di
Bohr, si ¢ continuato a fare uso pesante di alcuni concetti della meccanica classica. Ci si
chiede allora in che rapporto stanno la nascente meccanica quantistica e quella newtoniana
o al massimo relativistica (vedi effetto Compton). La risposta a tale questione sara possibile
solo tra qualche tempo.

In effetti, il quadro della Old Quantum Mechanics non & ancora completo. Di questo si
accorse de Broglie nel 1923. Nella teoria dell’effetto fotoelettrico, come nella teoria degli spettri
di Bohr, si ¢ ammesso che la luce potesse presentare, accanto all’innegabile comportamento
ondulatorio, aspetti di tipo prettamente corpuscolare. Il legame tra i due tipi di manifestazione
fisica della luce & dato dalla costante di Planck, h. D’altronde, h interviene nell’ipotesi di Bohr-
Sommerfeld, dove si ha a che fare con particelle. Inoltre nelle varie ipotesi di quantizzazione
compaiono i numeri interi che nella fisica classica testimoniavano comportamenti ondulatori:
onde in una corda tesa tra estremi fissi, interferenza o diffrazione. Risulta adesso naturale
ipotizzare con de Broglie il percorso inverso a quello operato sulla luce: ci si chiede, dunque,
se non sia possibile associare anche alle particelle un comportamento ondulatorio, cosl come
alle onde si & dovuto legare aspetti di natura corpuscolare.

[11.6.2 Ipotesi di de Broglie

Sia ¢ (x) un campo scalare relativistico, dove x = (ct, r), allora, se A indica la trasformazione
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di Lorentz, troviamo
¢ (x)=9¢(x), x'=Ax
Consideriamo un’onda piana (complessa),
¢ () = e

dove

(y,x) = Ptyty — 1, Ty
Siccome (Aa, Ab) = (a,b), allora

¢ (x) = e7ikX) = gmi(AkAX) o i(Akx)
dal fatto che ¢ & scalare
¢ (x) = e () = g (x) = 7T (M)

percio k’ = Ak e k ¢ il quadrivettore numero d’onda.

Quadrivettori Ma a una particella & associato il quadrivettore energia-impulso E =(E/c,p). Seguendo

dondaeq lidea che a una particella sia associabile un’onda, possiamo ipotizzare il seguente legame tra

energia-impulso quadrivettori
k =aE
Allora
¢ (x) = exp [~ia (Bt — p - x)]

Lunghezza  Se ora usiamo formalmente I'ipotesi di Einstein, troviamo

d’onda di
de Broglie . F
w = E,
infine, siccome la pulsazione dell’onda ¢ aF, concludiamo
1
a= -
h

e 'onda da associare a una particella diventa
i
exp {— (p- X—Et):l
h
Se dall’ipotesi di Bohr-Einstein trovavamo la frequenza dell’onda associabile a una particella,
adesso abbiamo un’ipotesi sulla lunghezza d’onda
_27h_ h
| p
Ipotesi di  Si arriva alla formulazione della seguente ipotesi: ad ogni particella é associata un’onda avente
de Broglie lunghezza d’onda pari a A/p. Inoltre, de Broglie penso che dato l'insieme di tutte le orbite
classiche della particella in un campo, quelle effettivamente percorribili avessero lunghezza
pari a un numero intero di lunghezze d’onda, affinché la particella non andasse a interferire
con se stessa. Quest’ultima idea rende conto dell’ipotesi di Bohr per le orbite circolari, ad
esempio. Infatti,

2nmr = n—

da cui
pr=L=nh
Fin qui l'ipotesi ondulatoria & prettamente matematica, per verificarla ci occorrebbe un
esperimento in cui si potesse osservare I'interferenza di particelle.
Cominciamo col considerare una particella libera, la sua lunghezza d’onda risulterebbe
h
2mE

)\:
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111.7 Esperimenti di interferenza con un singolo fotone

t
(@4

per un elettrone

da cui per energia dell’ordine di 100eV gli elettroni hanno lunghezza d’onda dell’ordine di
quella dei raggi X.

Consideriamo la riflessione dei raggi X da parte di un cristallo (riflessione alla Bragg). In
un cristallo si hanno famiglie di piani paralleli sui quali sono sistemati in maniera regolare gli
atomi.

Sia d la distanza tra i piani, il suo valore tipico ¢ di 1A. Sperimentalmente si trova che
osservando raggi X monocromatici riflessi specularmente (a un angolo pari a quello di incidenza
0) dal cristallo, si nota che la radiazione & riflessa solo per partciolari valori di 8 = 64,60, ...
La figura che si raccoglie é cioé una figura di interferenza il che comporta che i raggi X sono
onde. Infatti, se consideriamo i raggi paralleli riflessi da due piani consecutivi, la differenza di
cammino ottico vale 2dsin #: percio si avra un massimo per

2dsin 6 = nA

e un minimo per
2n+1

2dsin 6 = A

La stessa esperienza fu effettuata nel 1927 da Davisson e Germer sostituendo i raggi X con
un fascio di elettroni monoenergetico. Quello che si ottenne fu una figura di interferenza dalla
quale si poté ricavare il valore di X\ per 'elettrone, verificando la legge prevista da de Broglie.
Si ha percio che l'ipotesi di de Broglie va oltre la speculazione matematica, ma riflette una
realta fisica effettiva. Il lavoro di de Broglie costituisce il distacco pit netto dalla fisica classica
e apre l'orizzonte alla moderna meccanica quantistica.

Si tratta ora di capire come conciliare il dualismo onda-particella in uno schema teorico che
sicuramente deve andare oltre la giustapposizione di teorie classiche e ipotesi innovative che
hanno caratterizzato la Old Quantum Mechanics, cosi come I’abbiamo attraversata noi: dal
1905 e al 1925.

I11.7 Esperimenti di interferenza con un singolo fotone

Consideriamo un fascio di luce monocromatica che incida su uno schermo perpendicolare
alla direzione di propagazione della luce. Nello schermo siano praticate due fenditure A e B
sottili e molto vicine. Da ciascuno foro si ha diffrazione, nella zona in cui si ha illuminazione
da ambedue i fori si ha ovviamente interferenza. Raccogliamo la figura d’interferenza su una
lastra fotografica parallela allo schermo, a grande distanza da esso. L’esperimento fatto prova
la natura ondulatoria della luce (esperimento di Young).

D’altra parte la luce & costituita da fotoni, sicché deve essere possibile capire che accade in
termini di fotoni. La cosa piu naturale da dire & che nelle regioni in cui si hanno massimi di
interferenza giungono un grande numero di fotoni, mentre nelle zone di minimo arrivano fotoni
in numero molto minore, addirittura nullo. Se ne potrebbe ricavare I'idea che l'interferenza
sia dovuta all’interazione dei diversi fotoni.

Vediamo allora di diminuire I'intensita del fascio incidente (che & proporzionale al numero
di fotoni) finché non si abbia in media un solo fotone nel percorso. Adesso dobbiamo
aumentare il tempo di esposizione della lastra per capire cosa succede: infatti, dopo un
breve tempo avremmo solo un insieme di puntini (punti in cui il fotone & arrivato e ha
impressionato la lastra) disposti praticamente a caso. Dopo un tempo piu lungo, invece,
si riscontra sperimentalmente una figura analoga a quella di prima. Anche se un solo fotone
per volta si trova nel tratto tra schermo e lastra, si ottiene interferenza. La cosa appare
sconcertante.Infatti, secondo il modello corpuscolare, ogni fotone passa da A o da B e non
esistono alternative. Se allora passa da A, per il tempo in cui esso ¢ in volo, il foro B & come
se fosse tappato. Lo stesso avviene per A, quando il fotone passa da B. In media, siccome il
tempo di esposizione & lungo, il fotone passera per lo stesso numero di volte da A o da B. La
fotografia disegnera la storia intera del processo (non distingue l'istante in cui ciascun fotone
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¢ arrivato), e dovra essere equivalente alla sovrapposizione di due figure di diffrazione centrate
sulle proiezioni di A e B. Ma come abbiamo visto questa interpretazione ¢ in disaccordo con
Pesperienza. Si parla allora di interferenza da un singolo fotone.

Prima di proseguire conviene introdurre il concetto di stato di un sistema. In fisica classica,
per esempio, lo stato di una particella a un certo istante ¢ dato da posizione e velocita. Nella
fisica quantistica, invece, siccome non sappiamo neppure distinguere il percorso che ha seguito
un fotone come qualsiasi altra particella, la definizione dello stato appare molto piu difficile.
Si conviene allora di considerare come stato del sistema tutte le le informazioni che occorrono
per riprodurlo. Lo stato sard dato da un insieme di parametri controllabili, in un certo
senso, classicamente, nell’esperimento di Young, natura della sorgente, forma dei fori, loro
distanza- - -

Detto questo, nell’esperienza con un singolo fotone, si hanno due stati: A con il foro B tappato
e B con il foro A tappato. Nello stato A si ha diffrazione centrata su A, nello stato B si ha
diffrazione centrata su B, ma lo stato C in cui entrambi i fori sono aperti, non coincide
semplicemente con “un po’ A e un po’ B”, & qualcosa di piu complesso che deve avere a che
fare con A e B dato che la figura di interferenza ¢ modulata da quella di diffrazione.

La cosa interessante & che sperimentalmente & possibile, nell’esperimento di Young, effettuare
una misura che di volta in volta evidenzi il foro da cui ¢ passato il fotone. Vedremo che questo
avra perd pesanti implicazioni. Supponiamo di collocare due specchi mobili davanti ad A e
B di modo che il rinculo dello specchio mostri da quale foro & passato il fotone. Ebbene,
una volta fatto questo, posti in grado di sapere il percorso della luce ogni volta, perdiamo
la figura di interferenza, per ottenere la sovrapposizione di due figure di diffrazione. La
presenza dell’apparato di misura modifica lo stato: A e B aperti non & piu C. Capire perché
la misura ha perturbato il sistema ¢ semplice. Gli specchi che rinculano oscillano e come tali
non costituiscono pitl sorgenti coerenti.

Abbiamo dunque introdotto un aspetto molto importante: le misure perturbano lo stato del
sistema, modificandolo.

I11.8 1l principio di indeterminazione di Heisenberg

[11.8.1 Esperimenti concettuali

Nella descrizione dell’esperimento di Young a un singolo fotone, abbiamo detto che era possibile
misurare il passaggio del fotone da un foro o dall’altro (il risultato essendo semplicemente 0 o
1), ma che allora non era possibile osservare la figura d’interferenza. Viceversa, I’osservazione
della figura d’interferenza precludeva I'opportunita di decidere circa il percorso del fotone.

Sembra allora che esistano quantitd che non siano misurabili contemporaneamente. Tali
quantita si dicono incompatibili. Nella fisica classica tutte le grandezze sono compatibili,
essendo possibile perturbare tanto poco quanto si vuole un sistema (vedremo che cio non &
possibile nella nuova teoria a causa della quantizzazione, per esempio 'assorbimento di luce
causerd sempre un aumento finito dell’energia, almeno di hv).

L’esempio principe di grandezze incompatibili ¢ dato da posizione e impulso coniugato, x
e pz. Supponiamo per esempio di avere un dispositivo che produce particelle con impulso
Py = D, Pe = p. = 0. Dato questo stato del sistema, in un determinato istante (ci
interessano misure simultanee), vogliamo conoscere la posizione lungo x della particella. Un
metodo semplice & quello di introdurre uno schermo nel piano xz a una y fissata, con un foro
ad altezza = di ampiezza a. Le particelle che attraversano il foro avranno ascissa tra x e x +a.
Dire che I'impulso p, ¢ ancora nullo & perd sbagliato. Infatti, nell’attraversare la fenditura
la particella ha subito diffrazione e percio ¢ stata deviata di un angolo 0 rispetto a y. Se
trascuriamo la presenza dei massimi di ordine diverso da 0 nella diffrazione, possiamo solo
dire che la particella & stata deflessa entro un angolo tale che asinfyax = A (essendo Omax
I’angolo a cui si ha il primo minimo), percio, per piccole deflessioni

Ap, X h

emax - - -

p a pa
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da cui si ottiene, essendo a = Az

Ax Ap, ~ h.

Un altro gedankenexperimente che possiamo immaginare ¢ quello di illuminare la
particella in moto, a p, = p fissato, raccogliere 'immagine tramite un microscopio e risalire in
questo modo alla posizione x. Sia [y la distanza dell’asse x dal microscopio, il cui asse ottico sia
parallelo a y. Sia l5 la distanza della lente dalla lastra fotografica su cui raccogliamo il fotone
emesso dalla particella illuminata. Come € noto, a causa della diffrazione, ogni strumento
ottico ha un potere risolutivo limitato, sicché ciascun oggetto puntiforme da un’immagine
che ¢ in realta una centrica di diffrazione di ampiezza Als/d, essendo d il diametro della
lente. Quest’ultimo aspetto, a livello corpuscolare, si interpreta come segue: un singolo fotone
impressiona la lastra in un determinato punto, la posizione del fotone sulla lastra puo essere
assunta come asse della centrica di diffrazione, essa avra ampiezza Alz/d che comportera una
corrispondente incertezza sulla posizione dell’oggetto che ha emesso il fotone in questione:
Az = Ay /d. Ora I'impulso del fotone ha un’incertezza nella direzione x poiché non & nota la
sua traiettoria effettiva

Ap'yx _ )\Apvz _ i

Dz h I
da cui
d
Ap, ~ —h
Pre SN0
dalla conservazione dell’impulso, per la propagazione dell’errore,
d My
Az Ap, =~ h—— = h.
SRR VIR

[11.8.2 Il principio di indeterminazione

In entrambi i casi si ottiene che il prodotto degli errori sulle misure simultanee di x e del suo
momento coniugato vale circa h. Si ha percio che ¢ impossibile misurare con precisione elevata
quanto si vuole le due grandezze e che meglio si conosce una quantita peggio si conosce 'altra,
al limite che se una delle due & del tutto nota l'altra ¢ indeterminata (nell’esperimento di
Young sappiamo che i fotoni hanno una certa direzione e ne consociamo la lunghezza d’onda,
segue che ne conosciamo completamente I'impulso, di conseguenza non ne conosciamo affatto
la posizione: passano da entrambe le fenditure!?).

Nei due esperimenti concettuali descritti, si ricava il principio di indeterminazione di
Heisenberg, secondo il quale, appunto, Az Ap, = h. Ricaveremo in seguito rigorosamente,
posti alcuni assiomi, questo risultato.

In meccanica quantistica 'inesistenza della traiettoria é qualcosa che va al di 1a del semplice
fatto che noi non siamo in grado di rilevarla. Infatti, se la traiettoria esistesse in realta,
ma ci fosse solo un problema nel misurarla, nell’esperimento di Young a intensita minima, i
fotoni, seguendo un ben preciso percorso, dovrebbero passare da questa o dall’altra fenditura
e percio non si dovrebbe avere interferenza, ma giustapposizione di figure di diffrazione. 1l
problema non é relegato solo alla nostra impossibilita di effettuare una misura con determinata
precisione, ma & che realmente non ¢ definita una traiettoria (non solo noi non sappiamo dove
sta un elettrone nell’esperimento di Davisson e Germer - o un fotone nell’esperimento di Young,
ma nemmeno lui lo sa).
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In questo lungo capitolo viene sviluppato il formalismo della meccanica quantistica attraverso
I'esposizione di tutti i suoi postulati. La formulazione matematica & a livello di un corso del
terzo anno, si richiede soltanto la conoscenza elementare degli spazi di Hilbert e degli operatori
in tali spazi. Giocoforza, questo limita il rigore matematico dell’esposizione (ad esempio nelle
autoaggiunzioni e nel domain problem), nondimeno approfondiremo le questioni matematiche
tralasciate (e non sono poche) nel corso di Meccanica Quantistica (il cui quaderno & in lavorazione).

IV.1 Il principio di sovrapposizione e le sue conseguenze

In questo capitolo introdurremo il formalismo della meccanica quantistica, guidati dai concetti
appresi nello studio, per lo pit fenomenologico, della vecchia teoria.

Come per i fotoni, ci & necessario introdurre - per la descrizione degli stati - uno spazio
vettoriale complesso. Se l'ambiente della meccanica classica era lo spazio delle fasi, nella
meccanica quantistica, imposto il concetto di linearita, o, ed & lo stesso, di sovrapposizione,
si & forzati ad ambientare la nuova fisica in uno spazio vettoriale. Cosi, ad ogni stato del
sistema si postula che corrisponda un raggio dello spazio vettoriale, cioé un insieme di vettori
proporzionali (secondo una costante complessa).

Nello spazio considerato introduciamo un prodotto scalare hermitiano. Adesso, andiamo a
completare lo spazio indotto nella topologia indotta dal prodotto scalare: in questo modo lo
spazio che occorre alla descrizione degli stati ¢ uno spazio di Hilbert, H, nel quale I'insieme
dei raggi rappresentanti stati fisicamente realizzabili ¢ denso. Assumeremo, inoltre, che H sia
separabile.

In seguito a quanto discusso a proposito del principio di indeterminazione di Heisenberg,
rinunciamo subito ad avere a priori - per tutte le quantita misurabili - valori precisi.
Identificheremo allora gli stati tramite le rispettive statistiche. Due apparati preparano lo
stesso stato se le statistiche su tutte le possibili misure sono le stesse.

La portata piu grande del principio di sovrapposizione, sta nel fatto che due stati diversi
possono interferire tra loro. Percio, nell’esperimento di Young per singolo fotone, lo stato
in cui sono aperte entrambe le fenditure (che avevamo chiamato stato C) & rappresentato
dalla somma in H dei vettori ¢, e g rappresentanti, ordinatamente, A e B. Cio¢ lo stato
C ha come vettore rappresentativo 1o = ¥ + ¢¥g. Nel dire questo abbiamo ammesso che
almeno tutte le combinazioni lineari finite di vettori appartenenti a raggi che rappresentano
stati possibili del sistema siano, esse stesse, stati possibili del sistema.

Chiamiamo osservabili le grandezze che possono essere misurate su un sistema: saranno
esempi di osservabili la posizione, I'impulso, I’energia, il momento angolare e in generale tutte
le funzioni f (p,q). Col termine osservabile indicheremo in seguito anche lo strumento che
serve ad operare la misura. Conveniamo (senza perd eccessiva rigidita) di usare la seguente
notazione, gia parzialmente introdotta: con lettere corsive maiuscole indichiamo le osservabili,
con lettere maiuscole e in grassetto gli stati del sistema e con lettere greche i vettori dello
spazio H. Allora, fissato lo stato A del sistema esso sard rappresentato dal vettore ¥, o,
piu sinteticamente, se non si da luogo ad equivoci, ¥. Se adesso consideriamo ’osservabile
B possiamo misurare quanto vale B per il sistema nello stato A: diremo impropriamente che
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misuriamo B su ¢ (I’abuso & che la corrispondenza stati vettori non & univoca).

Data una osservabile, chiamiamo spettro di quell’osservabile, I’insieme dei valori che puo

assumere su tutte le possibili misure effettuabili (su tutti gli stati del sistema). Gli elementi
dello spettro si chiamano autovalori e verrano indicati con lettere corsive. Per esempio, lo
spettro dell’energia E di un oscillatore armonico & costituito da tutti i valori nhv, lo spettro
della coordinata ¢ ¢ invece compreso in un intervallo reale - - -
Come gia accennato, il risultato della misura di una osservabile A su uno stato qualsiasi di
un sistema non € in generale noto a priori, ma & regolato semmai da una certa distribuzione
(continua o discreta a seconda dello spettro) di probabilita: percio nell’esperimento di Young
con singolo fotone non & a priori detto che nello stato con due fenditure aperte si ottenga il
movimento di uno specchietto o dell’altro, ma si trova che i due esiti hanno probabilita 1/2 di
verificarsi.

Chiamiamo invece autostati di A quegli stati sui quali il risultato della misura & determinato
a priori. I vettori rappresentativi di un autostato si dicono autovettori. Un autostato di
A corrispondente all’autovalore a; (per il momento ci limitiamo al caso di spettro discreto
rinviando a dopo ogni discussione in merito a quando questo si verifica, abbiamo comunque
esempi in cui accade) & uno stato del sistema per il quale la misura di A sul sistema in quello
stato da come risultato il valore a;. Scriveremo, se v & rappresentativo di un autostato relativo
ad a;,

Py(y) =1
cioé la probabilita di trovare il risultato i-esimo, cioé a;, misurando A su uno stato
rappresentato dal vettore 1 & 1.
Autostati a un certo autovalore, cui corrispondano autovettori indipendenti si dicono degeneri;
viceversa, autostati cui corrispondano autovettori il cui spazio generato (autospazio) abbia
dimensione 1 sono detti non degeneri.

Assumeremo che ogni osservabile A ammetta un insieme di autovettori che sia un set completo
in H.

IV.1.1 Osservabili a spettro discreto

Nel corso di questa sezione esamineremo in dettaglio il caso discreto. Rimandiamo a piu tardi
la trattazione di spettri continui che reca ad alcune difficolta.

In generale per ogni stato, se ¢ ¢ il suo vettore rappresentativo, si ha che
Y Piw)=1
i

Torniamo un attimo alla Old Quantum Mechanics, Born propose come significato della
funzione d’onda di de Broglie ¥ (z, t) il fatto che il suo modulo quadrato indicasse la probabilita
di trovare la particella al tempo ¢ nell’intervallo tra x e x + dz (fatto che sottintenedeva che
lintegrale su R di ¥ fosse 1). Ciog, presa l'osservabile @, posizione, la probabilita di misurare
Q tra x e x + dx vale

PG () = v*v
che & una forma hermitiana.
Usiamo allora il prodotto scalare introdotto in H per porre il seguente assioma

i _ i
Py (¥) = (¢, Kyv)
dove K ¢ una trasformazione lineare di H. Conveniamo di operare con vettori di norma
unitaria, altrimenti dovremmo porre

P =S

Si deve notare che il vettore nullo non rappresenta alcuno stato fisico del sistema,
poiché per ogni osservabile A per ogni suo valore dello spettro

Py =0
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Inoltre, si presti attenzione al fatto che anche lavorando con vettori di norma 1 a ogni stato
sono associati infiniti vettori, basta infatti moltiplicare per una fase exp (i) qualunque.

Consideriamo combinazioni lineari finite (almeno per ora) di autovettori ¢,,...,,, relativi
agli autovalori a1, ...,a, di A. Preso allora il vettore normalizzato opportunamente

Yv=c¥;+ ...+,

postuliamo che i possibili risultati (secondo una certa probabilita) della misura di A sullo stato
1) SONO 0 a1, O Ag, -+ O Ap.

Prendiamo allora un autostato degenere di A all’autovalore aj. Presa una qualunque
combinazione lineare v di vettori nell’autospazio relativo ad ag, per I'assioma enunciato, la
misura di A su 9 deve dare come risultato ag, percid anche i ¢ autovettore di ai e percio
(come & ovvio geometricamente) appartiene all’autospazio considerato. Se ne conclude che
autospazi relativi ad autovalori degeneri sono algebricamente chiusi.

Siano ora i, ..., 1, autovettori relativi ad autovalori distinti dell’osservabile A. Ci chiediamo
se essi sono linearmente indipendenti, imponiamo

Cl'Lﬂl ++ann =0
e sia almeno ¢ # 0, rinumerando, poniamo ¢; # 0, abbiamo
eyt e,

1 o
ambo i membri debbono essere diversi da 0, ma per il postulato di prima, avremmo che A
misurato su t¢; da come risultato uno tra {as,...,a,} il che & assurdo. Ne consegue che

autovettori relativi ad autovalori diversi sono linearmente indipendenti.

Prendiamo ora un’osservabile e un set completo {1, } di suoi autovettori normalizzati,
(¥y, %) = 1 (la cul esistenza ¢ stata assunta come postulato). Andiamo a calcolare P (¢),
con 9 normalizzato.

Supponiamo che 'autovalore i-esimo sia non degenere. Ortogonalizzato il set completo,
scriveremo allora, supponendo K 4 continuo (percio tale dovra essere PY)

Pi() = ¢ W Kavy) e =y Alc
m,l m,l

dove per ogni coppia m, [ si & definito

:L;nl = (wm7KAwl)

che ¢ una matrice a un’infinitd numerabile di entrate. Vogliamo calcolare Aﬁnl. Cominciamo
con lo scegliere m = [ = 4, abbiamo

1= le () = A;:z*
Molto semplice & anche il caso m = [ # i, perché si ha

0= P} () = Appn-

Prendiamo ora ¢ = b;y); + b1, con m # i. La norma di ¢ sia N, percido poniamo ¢ = ¢/N
e calcoliamo
Bl B Anbi b Aimbi
- N2 + N2 N2

0<Ph(v)
da cui

0< |bi‘2 + anAzm

bi + b; A}, by,
per ogni b; e b, complessi. Sia, allora b; = ¢ € R, ne ricaviamo
0<e®+e(brAl; +bnAl,)
affinché il polinomio in € sia sempre maggiore di 0 dobbiamo imporre
br AL b AL =0

m*imae
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per ogni b,,. Scegliendo percio b, = i (unita immaginaria) e b,, = 1 troviamo
{ A+ A= 0
A;m - Aini =0
da cui A, = Al . =0.
Per completare la matrice non ci resta che considerare m,l # i. Prendiamo ancora ¢ =
bip; + bimp,,; normalizziamo, troviamo ¥ = ¢/N e calcoliamo

0= P} (¥) = b Ajpbm + by, A7,
scegliamo b; = € € Ry e troviamo
fmbm + b5 AL =0
di nuovo, preso successivamente b,,, = i, b,, = 0, concludiamo che A’ , = A} = 0.
L’intera matrice di K4 ¢ nulla tranne nel posto (¢,7) dove vale 1. Simbolicamente
Al = 8imOmi
Si ha percio che
P (v) = |eif?
dove ¢; = (¢;,), infine
Ph (v) = (s, )1

Adesso calcoliamo

0= Pi () = (v, )
da cui autovettori relativi ad autovalori distinti sono ortogonali (ne avevamo gia dimostrato
I'indipendenza).
Ci chiediamo che cosa accade se I'autovalore i-esimo ¢ degenere. In questo caso, esistera
un certo numero, finito o infinito di vettori 1/13-, numerati da j, appartenenti all’autospazio
dell’autovalore i-esimo. Restano allora i fatti seguenti: A!, = 0 se m,l # i, A;ijj,. Ma che
accade per gli elementi j* # k'?

= 0= b*A;7sz + C*A;Ci,jib

Se ne deduce, come prima, Aj pi = A; jio cioé su ogni autospazio A da la matrice identica.
Preso il set ortonormale completo di H, {¢,} consideriamo ancora i vettori appartenenti a
un autospazio degenere, sia esso ’i-esimo. I vettori del set che appartengono all’autospazio
considerato, {w;} ne formano ovviamente una base ortonormale. Infatti, se esistesse un
vettore dell’autospazio i ortogonale a tutti i vettori w;, esso sarebbe anche ortogonale a tutti
i vettori del set non appartenenti all’autospazio e percid sarebbe ortogonale a tutto il set, il
che ¢ assurdo.

Possiamo esprimere ogni vettore dello spazio H in serie degli {wéi) }, sviluppo standard

di ¢
=3¢,
i,J

di modo che, se ¥ ¢ normalizzato,
2

Py() = |

J

L= PA¥) =2

g

e che

N2
&

da cui le componenti nello sviluppo standard di 1) sono una sequenza appartenente a £2, si ha
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cioé che

HS?/)H{C]C}GEQ

dove abbiamo abbandonato D'esplicitazione degli autovalori degeneri. Chiamiamo Q24 la
corrispondenza indotta dall’osservabile A (nella base {¢} indotta, appunto, da A) tra H
e £2. Ci proponiamo di studiare Q4.

Cominciamo col notare che si tratta di un’applicazione lineare, poiché, per ogni k

Ck = (wka flp)

inoltre, 'immagine di Q4 & tutto 2. Infatti, presa una qualunque sequenza {cz} il vettore
= ety
k

appartiene a H per la completezza del set. Veniamo a calcolare il kernel dell’applicazione, sia
1 € ker Q24 allora

ma {1, } ¢ denso in H percid ¢ = 0. Ne deriva che 4 & un isomorfismo tra H e £2. Vediamo
che si tratta di una isometria: per la continuita del prodotto scalare

ZCM/%ZCJ'% = ZCZ wkvzcﬂ/)j = ZCZCJ' (wk71/)j) =
k j k J k,j

= ) ciej = (1, 240)
k.j

(¥, 0)

Vediamo che €24 ¢ limitato, sia ¢ € H di norma N
1240l = N?)_ lew]” = N?
da cui 24 ha norma unitaria. Si puo percio considerare senza problemi 'aggiunta di Q4:
(¥, ¥) = (a1, Qarh) 2 = (¥, Q1Y)
ne segue che per ogni ¥ € H
(¥, 040 =) =0
sicché si ricava la fondamentale
QhQa=1

siccome ()4 & invertibile, possiamo moltiplicare ambo i membri a destra per Qzl e a sinistra
per 4 in modo che

+ _
QA =1
e, infine,
QA0 = QXQ a=1
da cui, e concludiamo, 24 ¢ unitario.
Infine, date due basi, ci si pud chiedere come cambia la rappresentazione di v passando

dall’una all’altra. Date due osservabili A e B, dotate dei s.o.n.c. {¢,}, {¢,} rispettivamente,
si ha

Ck = (Q/Jk, ¢) = <wk7 Z (¢na w) ¢n> = Z ("bk’ ¢7L) (¢na w) = Z (wk’v ¢n) bn,

n n n

da cui la rappresentazione c¢; nella base di A di v si ottiene dalla moltiplicazione righe per
colonne della matrice (infinita numerabile) (¢, ¢,,) col vettore (infinito numerabile) b,,.

Prima di chiudere definiamo il seguente operatore di H, presi ¢, € H, per ogni ¥ € H

(poQ)v =(Cv) e
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L’operatore & certamente limitato,

o O vl <Gl < el I Tl

e grazie ad esso possiamo scrivere, dato un s.o.n.c. {¢.}

b= (W)= (Yot ¢
k

k
cioé vale la relazione di completezza,

Z%Owk =1L
k

IV.1.2 Operatori associati alle osservabili a spettro discreto

Abbiamo detto che fisicamente le osservabili sono caratterizzate dall’esistenza di un insieme
completo di stati sui quali la misura dell’osservabile & determinata a priori. Vogliamo vedere
il ruolo che rivestono le osservabili a spettro discreto nel formalismo che abbiamo delineato
nella sezione precedente.

Sia A un’osservabile, associamo ad A l'operatore A di H che definiamo sul set ortonormale
di autostati di A {¢,} nel modo (naturale) seguente

Ay, = arpthy,
dove ay, ¢ 'autovalore dello spettro di A relativo all’autospazio cui appartiene 1. Notiamo
che la definizione posta non dipende dal set di autovettori scelto, infatti su ogni autospazio
loperatore coincide con aill. Per linearitd definiamo A sulle combinazioni lineari finite del
set considerato, di modo che il dominio dell’operatore, che indichiamo con D4, ¢ esteso a un

denso in H. Vediamo quando ¢ possibile estendere il dominio ad H: la norma di A sull’insieme
delle combinazioni finite deve essere limitata, cioe

R 2
n 2
D e T 1
2 - 2 - 2
> [kl 3 [kl 3 [kl

che ¢ limitata se |ax| < M per ogni k. E un fatto che la limitatezza dello spettro sia in generale
falsa, basti pensare allo spettro dell’energia di un oscillatore armonico unidimensionale, percio
di solito si avra D4 # H e ci si dovra accontentare del fatto che, comunque, (D4)* = H.

Dal punto di vista fisico si dovrebbe anzi osservare che questi aspetti patologici derivano solo
dalla trattazione matematica che ¢, evidentemente, non del tutto adeguata: gli strumenti di
misura (che abbiamo detto coincidono con le osservabili) hanno sempre scala limitata e non
ha alcun senso parlare di grandezze infinite.

Ma veniamo alle caratteristiche di A. Nel dominio di definizione calcoliamo

(% A@) <¢7 Zak (1/)1@’ 90) 1%) = Zak (1/)1@, w)* (wkv 30) = (Z ak (wk7¢) wkv @) =
k k k

- ()

da cui A = fﬁ, cioé A ¢ hermitiano 0, se Ae limitato, autoaggiunto.

Sappiamo che tutti gli autovalori dell’osservabile A, cioé¢ i valori del suo spettro fisico
{ar} sono, per definizione di /1, autovalori di A agli autovettori 1, che rappresentano i
corrispondenti autostati. La terminologia usata nelle definizioni di cui alla prima sottosezione
erano giustificate da questo.

Andiamo a calcolare eventuali altri autovalori di A
Ap = by,

prendiamo ¢ € D4 e sviluppiamolo in serie

AZbkwk = chbklﬁk = chbwk
% % &
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I'ultima eguaglianza, dall’ortonormalita del set, implica
Ckbk = Ckb = bk, =b
cioe gli autovalori di A sono tutti e soli gli autovalori di A.

D’altra parte ogni operatore hermitiano F' ha autovalori reali, infatti sia b autovalore di F' e
p # 0 autovettore relativo a b, allora

(bp, ) = (Fo,0) = (¢, Fp) = (¢, byp)
b* (o, ) = b(p,0)

da cui, essendo ¢ non nullo, b* = b.

Sappiamo che se F' ha spettro puramente discreto i suoi autovettori sono un set completo di
‘H. Percio ¢ lecito postulare che ogni operatore autoaggiunto a spettro puramente discreto e
associata una osservabile. Comunque, vedremo in seguito che sara lecito elevare al rango di
osservabili anche tutti gli altri operatori autoaggiunti...

Infine, interpretiamo fisicamente l'operatore osservabile. In apertura abbiamo detto che
esso riproduce matematicamente il concetto fisico di osservabile, dimostriamolo. Calcoliamo
il valor medio (matematico) di A

(1/)71217#) = chwkyzajcjw]’ = Zczajfﬁj (1, 05) = Zczajcjtskj =
! 7 ik gk
= Zak e |” = Zakpﬁ ()= A
! %

cio¢ il valor medio - matematico - di A & pari al valor medio - fisico - di A sullo stato .

Abbiamo quindi mostrato 'equivalenza di Ae A, di conseguenza, spesso e volentieri, tireremo
via il cappuccio dalla A e indicheremo con A anche l'operatore autoaggiunto associato (e
abbiamo discusso la profondita di una tale corrispondenza).

IV.1.3 Osservabili a spettro continuo

Veniamo adesso a considerare osservabili aventi spettro continuo. Verremo incontro a difficolta
maggiori rispetto a quelle finora affrontate e dovremo ricorrere ad alcuni artifici (non del tutto
ortodossi ed evitabili con una matematica pitt ricca di quella che non si richiede a questo
livello) per riottenere - & questo il nostro scopo - un sistema analogo a quello strutturato per
le osservabili a spettro discreto.

Consideriamo un’osservabile @) (come la coordinata) avente spettro continuo. Per quanto
detto sopra, ci aspettiamo che a () sia possibile associare un operatore hermitiano i cui
autovalori costituiscano lo spettro di . Notiamo in primo luogo che non esiste un operatore
hermitiano avente autovalori con la potenza del continuo, sicché non esistono autovettori di Q.
In altri termini, sembra che non esistano vettori di H in grado di rappresentare gli autostati
di @ che certo esistono.

Allora poniamo alcuni postulati. In un ambiente esterno a H (in cui & ancora definito il
prodotto scalare) esistano elementi ¥, numerati da ¢ nello spettro di @, tali che per ogni

P eEH
w:/@d@%

dove, rispetto al caso discreto, ¢ sostituisce k, l'integrale sostituisce la sommatoria e c(q)
sostituisce cg.

La funzione dallo spettro sull’asse reale positivo |c (q)|2 sia la densita di probabilita py, (¢) di
ottenere dalla misura di @) i valori compresi tra q e ¢+ dg per il sistema nello stato 1. Allora

1=/EMd@ﬁ
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da cui ¢ (g) € L?. Postuliamo infine che per ogni ¢ (q) € L? esista ¢ € H tale che

Y= /qu(Q) Vg

Determinazione  Dai postulati ammessi abbiamo che, preso ¢ € H di norma N, troviamo ¢ (q) tale che
di c(q).
Relazione di

ortonormalita Y= % = /dqc (9) b,

d’altra parte vale in modo ovvio che

1= %(%w) =/dq e(q)l” = %/dq b (q))”

N? = (p,0) = (/dqb(Q) Vg dq%(ﬂ/)%) = /b* (q) (Vg %y ) b(q") dgdd’
da cui
/dqb* (q)/dq’b(q’)5(q—q’) =/dqb* (q)/dQ’b(q’) (Vs ¥yr)
Si ha percio

(¢, AC) = (¢, BO) (IV.1)
per ogni ¢ = b € L?(q), essendo A e B gli operatori lineari

(Ab) () = / dg'b(¢) 8 (q— )
(B (q) = / dq' b(¢') (g, by)

In uno spazio complesso la (IV.1) implica A = B, infatti

(z+y,A(z+y)):0:> (z,Ay)Jr(y,Az) =0

(¢, AQ) = 0v( = (z+iy, A(z+iy)) =0=i(z,Ay) —i(y,Az) =0
da cui (z, Ay) = 0 per ogni z, sicché Ay = 0 per ogni y.

Ne viene che, essendo A =1, B =1, cioe
(o) = [ da'b(a') (0 ,)

da cui si conclude

(wq7wq’) = 6 (q - q/)
che ¢ la relazione di ortonormalita nel caso di spettro continuo. Da tale relazione si ha la
conferma che gli ¢, non appartengono a H.

Adesso calcoliamo

(V%) = <¢q7/dq'6(q’)wq/>

per la continuita del prodotto scalare, troviamo

(% ¢) :/de'C(q’) (Vgs ) =/dq’6(q’)5(q’—q) =c(q)
da cui, infine,

Py (@) = le @ = | (g, )

Corrispondenza  Torniamo a considerare I’equazione
tra H e L% Q

(Vg 9) = c(q)
essa definisce una corrispondenza, che chiameremo ), tra H e L? (L? sullo spettro
dell’osservabile). Studiamo €.
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Troviamo anzitutto che €, € lineare
Q (¥ +bp) = (g, ¥ +0p) = (Y, 9) +b ¥y, 0) = Qg (¥) + 62 (v)
Come postulato per ogni ¢ (g) € L? il vettore ¢ = [ dq’ Yyc(d) € H, ma
0w = (40 [t vye@)) = [ @0y00) @) = (@)
Calcoliamo il kernel dell’applicazione. Sia 9 € ker €2, cio¢
Yo 0= (0,.0) = [dd (b 00) ) = (@
da cui

Vg py(g) =0

il che ¢ possibile se e solo se ¥ = 0.

67

Dunque, 2, ¢ un isomorfismo tra lo spazio H e L?. Vediamo che si tratta di una isometria:

(bp) = (/ it vyeld). [ dq¢qb<q>)= [ v ( / dqwq,c(qq,%):

//dqdq’b(q) (g, by) ¢ (') = /dqb(Q)/dQ’ () (g y) =
= /dqb(q) c*(q) = (quaQq‘P)Lz

Veniamo ora alla limitatezza di §2,; ¢ abbia norma N, allora

2 2 2
190613 = N* [ da (@) = .
Detto questo, si ha l'esistenza dell’aggiunto di €2, che possiamo agevolemente calcolare
(qu/}vﬂq@)m = (Q;Qq1/’v‘»0) = (¥, )
da cui, valendo per ogni coppia in ‘H, abbiamo
Q;Qq =1
adesso moltiplichiamo ambo i membri per Qq_l, a destra, e per (), a sinistra, troviamo
QqQ;r =1

da cui €2, ¢ unitario.

Sia ora P un’altra osservabile a spettro continuo, essa indurra allora un nuovo sistema

completo {wp}, vogliamo vedere come si effettua il cambiamento di base avendo gia il set

{1%}. Sia dato il vettore 9 e siano c(g) = Q4,9 e b(p) = Q,7. Abbiamo

b(p) = (1) = (w,,, [aacto wq) - [ da (@0,) (0

Possiamo leggere il cambiamento di coordinate come il prodotto righe per colonne di una
matrice con righe e colonne continue, (¢p,1/)q), righe numerate da p e colonne da ¢, per un
vettore a una colonna e continuo (componenti numerate da q), ¢ (¢q). Il risultato, b (¢q), ¢ ancora

un vettore a una colonna e continuo nelle componenti, numerate da p.

Per ogni 1 € 'H abbiamo detto che vale

w:/dq (wq,w)wq:/dq (16, 0 ,) ¥

da cui, abbiamo

/dq (0, 01,) =T
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IV.1.4 Operatori associati alle osservabili a spettro continuo

In analogia con quanto fatto nel caso discreto, vogliamo associare alle osservabili a spettro
continuo un operatore tale che i suoi autovalori matematici siano gli autovalori fisici
dell’osservabile. Vedremo che, ancora una volta, ci saranno delle complicazioni.

Associamo all’osservabile @ I'operatore Q che agisce nel seguente modo
QY, =qi,

sulla base di ‘H indotta da @. Abbiamo allora che, supponendo di poter commutare integrale
e (0 in un insieme abbastanza ampio,

Qw=@/dq0(q)¢q=/dqq0(q)wq

e, come vediamo, deve almeno essere gc(q) € L2.
Nelle coordinate, la rappresentazione di Q ¢ molto semplice:

0 (@0) = (0,,00) = (v [ dd dela@rvy ) = [ 4e@) () =c(@

cioe

Nel dominio di definizione di Q calcoliamo
(:0¢) = (v [daa@),) = [daa () (wo0)” = ([ daa ey i) vaee)
= (Qu.p)

da cui Q = Q, cioé Q ¢ hermitiano.

Veniamo a calcolare gli autovalori di Q, dobbiamo risolvere la seguente equazione
QY =by

Sicome (), & un isomorfismo vale evidentemente

QU = b & 0 (Qu) = 9, (b0) & e () = be(q)
Allora consideriamo ’equazione agli autovalori per §

qc(q) = be(q)

cioé, per ogni q nello spettro,
(g—b)c(e) =0
cioé
c(q) =0
e dunque ¥ = 0. Ossia non esistono autovalori di Q e il suo spettro (matematico) ¢ vuoto.

Dato un operatore lineare T' avente dominio Dp e immagine Im T in H (spazio vettoriale
qualsiasi), per ogni complesso A definiamo 'operatore Th = AI—T. Se A\ € C & tale che T, ha
inversa, diciamo che Ag appartiene al risolvente di T'. Il complementare in C del risolvente si
dice spettro. Ovviamente, se 7' ammette un autovalore p esso appartiene allo spettro, poiché
vale identicamente pl — 1" = T}, = 0 che non ¢ invertibile. La definizione data di spettro &
effettivamente un’estensione di quella di insieme di autovalori.

Siccome {2, ¢ un isomorfismo lo spettro di ¢ coincide con quello di Q, percid calcoliamo
il primo. Sia I C R lo spettro di . Allora vogliamo trovare l'inversa di § nell’insieme
{f(a) !f(q) ,qf (¢) € L*(I)}. X € C appartiene al risolvente di ¢ se per ogni b(q) esiste
c(q) € L? (I) tale che (A — q) ¢(q) = b(q). Questo implicherebbe

C(q)=;(—_q)q,
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funzione che non appartiene nemmeno ad L?(I) se A € I. Ne abbiamo percio che lo spettro
di @ coincide con 1.

Con l'ampliamento della definizione di spettro siamo riusciti a concludere che spettro di @ e
spettro di ) sono lo eguali.

Come nel caso discreto, interpretiamo fisicamente ’operatore osservabile. Calcoliamo il valor

medio (matematico) di @
(000) = ([asc@e, [ardewrv,) = [ac [a o) @) -
= /dquC(Q)\2 :/dqqu (0)=Q

cioe il valor medio - matematico - di @ ¢ pari al valor medio - fisico - di Q sullo stato .

IV.1.5 Osservabili a spettro misto

Dai postulati di Bohr riportati nel capitolo sulla Old Quantum Mechanics, discende che
esistono osservabili il cui spettro & in parte discreto e in parte continuo (per Bohr, I’energia
dell’atomo di idrogeno).

Fissiamo, come nel caso di spettro continuo, tre postulati mutuati dal caso di spettro

di spettro discreto che abbiamo affrontato sfruttando le considerazione fisiche derivanti
dall’intepretazione di Born...
Sia () un’osservabile a spettro misto: lo spettro continuo sia numerato dall’etichetta reale
q, quello discreto, dall’etichetta intera k. Allora postuliamo l'esistenza di due set {wq}
e {¥,} C H, con i primi vettori non appartengono a H, di modo che per ogni vettore
normalizzato 1 € H si abbia

o= [el@v,dit Y,
k

Misurando @ su %, assumiamo che la probabilita di trovare un valore dello spettro di @ tra q
e q + dg sia

2
Py (Q) = [c(q)]
mentre la probabilita di ottenere il k-esimo autovalore dello spettro sia
P5 = lexl*.

Come ultimo postulato, assumiamo che per ogni c(q) € L? e ¢, € 2, esista ¢ € H per cui
)= /c(q)wqdq—Fchwk.
k

In primo luogo, per ogni vettore ¥ € H normalizzato, dal primo e dal secondo postulato,

abbiamo
| =/|c<q>|2 dg+ 3 [exl?
k

da cui ¢ (q) € L?%e ¢}, € (2.
Se © & un vettore di norma N, esistono ¢ (q) e ¢ tali che

@Z/NC(Q)¢qu+ZNCk¢k
K

di modo che il primo postulato diventa: a ogni vettore ¢ € H si associano b(q) € L? e by, € (2
sicché

¢=/b(Q)wqu+wak-
k

Denotiamo adesso con H; lo spazio generato dai vettori ;. H; € un sottospazio chiuso, percio
ammette in H complemento ortogonale Hy = Hi-. Chiamiamo adesso Hy 'insieme dei vettori



Relazione di
completezza

Rappresen-
tazione in
coordinate

Rappresen-
tazione di
un operatore

70 IV | postulati della meccanica quantistica

@ per i quali b(q) =0. Allora Hy C H;. Sia, viceversa, ¢ € H;, allora

= bty
k

con by = (¢, ) essendo ¢, un set ortonormale completo in H;. Allora, dall’identita di
Parseval
N2 = b
k
sicché

/|b<q>|2 dg =0

cio¢ b(gq) = 0 (in senso L?). Dunque, Hy C Hy e con cid Hy = Hy. Come corollario, abbiamo
che se ¢ € Hy, allora b(q) # 0 e, inoltre, per definizione di Ha, by = 0. Dunque, H si
decompone in somma diretta di uno spazio di vettori che hanno b(q) = 0, e uno spazio di
vettori per cui by = 0.

Ragionando separatamente all’interno di H; e Hs si ottiene, come per i casi discreto e continuo,

bla) = (¥g.¢)
bk = (wka 7/})
di modo che, visto che la b(q) associata a 1, & nulla,
(1/% ’l,ZJq) =0.
Per quanto riguarda la relazione di completezza, valendo
0= [ dg (,0) 0, + 3 W) b,
k
si ha
/dq (11[}(1 Oqz[}q) + Z (wk o wk‘) =1
k
Tramite Q,, e Q[ stabiliamo una isometria tra H; @ Ha e ¢?> ® L?. La rappresentazione
in quest’ultimo spazio di un vettore si ottiene allora nel modo che segue

(k) )
{ Q\Hiw—(wk,w) = Q) = (1) ® (¥, 1)

QD o = (¢, )

L’operatore hermitiano associato all’osservabile @ (separatamente negli spazi H; e Hz) &
rappresentato nella base fissata come

q(y) =9 (Qib) = ayck ® qc(q)
Preso un operatore T vediamo come viene rappresentata la sua proiezione in L?
(/lzzjqa Tfl;[}) = (1[)11, Z ((l/}kv d)) ka:) + <¢q7 / dql (qu 1/}) qu’) =
k

S (0 T0) W) + [ (60, T0) di (010) =

k

S (@) at [ (6, Te,) dield)

k
e come si vede si ha il prodotto righe per colonne di una matrice, composta da righe continue
(numerate da ¢) e con colonne in parte numerabili (numerate da k) e in parte continue
(numerate da ¢’), e di un vettore a componenti in parte discrete (numerate da k) e in parte
continue (numerate da ¢’).
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Per quanto riguarda la proiezione in ¢2 si ha

(0 T¢) = (wj’ZW}kﬂ/}) Tﬂ’k) + <¢j7/dq/ (g, ¥) Tz/;q,> =
k

D (W5 Ty) (g, 0) + / (0, Ty) dd’ (Y, 0) =

k

S @ To) ot [ (0T, ddelq)

2
dove stavolta abbiamo il prodotto righe per colonne di una matrice, avente righe discrete
numerate da j e colonne in parte discrete (numerate da k) e in parte continue (numerate
da ¢'), e di un vettore a componenti in parte discrete (numerate da k) e in parte continue
(numerate da ¢').

IV.2 Osservabili compatibili e incompatibili

IV.2.1 Commutatore e compatibilita

A suo tempo, abbiamo notato che non tutte le osservabili possono essere note con precisione
arbitraria contemporanea (si veda, per esempio, il principio di Heisenberg). Peraltro, sappiamo
che solo su certi stati del sistema si ha la possibilitd di avere un valore preciso per una
osservabile. Ne consegue che, date due osservabili, A e B, e dato ¢ autostato di A, B non
ha - in generale - un valore su 1. Se pero accade che sia A che B abbiano un valore preciso
sullo stato 1) del sistema, allora 1) ¢ autostato simultaneamente di A e B. In tale autostato le
due osservabili possono essere note con precisione qualsivoglia contemporaneamente. Se ora
gli autostati simultanei costituiscono un set completo di H, allora A e B si dicono osservabili
compatibili.

Consideriamo due osservabili A e B e i loro rispettivi operatori hermitiani. Sappiamo che
AB & un’osservabile se e solo se & hermitiano, ma cio in generale non & vero

(AB)" = B*A* = BA+ AB
cioé, AB & hermitiano se e solo se A e B commutano, cioé se e solo se
[A,B] = AB—BA=0.

La condizione di commutatore nullo implica non solo che AB & un’osservabile, ma anche che
A e B sono compatibili:

Condizione necessaria e sufficiente affinché A e B siano osservabili compatibili ¢ che
[A,B] =0.

(=) Siano A e B compatibili. Facciamo la dimostrazione nel caso discreto. Per ogni n

Awn = a71wn7 B,lzzjn, = b’n/lz[}n,

Allora (in un opportuno dominio)
ABY = ABY cyth, = anbucath,

d’altra parte
BAY = BAY cath, =Y buancath,

da cui [A, B]¢ = (AB — BA) 1) = 0 per ogni ¢ € H, infine, [4, B] = 0.
(<) Valga [A, B] = 0. Sia v,, un set completo di autovettori di A. Allora, per ogni n

0= (A - anH) 1/’n

Sviluppiamo ciascun %,, in serie di autovettori ¢,, per B di modo che ciascun ¢,, sia un
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vettore relativo al solo autovalore b,,, di B (dunque ¢,,, appartiene all’m-esimo autospazio di
B e come tale dipende da v,, percio lo denotiamo con gpgg ))

v, = Y ety

m

con c$,’; ) # 0 per qualche m. Allora
0= (A—a,D) > el = >l ((A-aul) o)

Calcoliamo ora
B ((A=au) o)) = (A= anl) (Bo)) = b (A= au) o))

cioé sono date le seguenti due possibilita

(l) (A - anH) Sﬁgr?) = 0 per ogni m;
(i) (A — a,l) sogf) ¢ autovettore all’autovalore b,,, di B.

Se valesse la seconda alternativa, avremmo sviluppato lo 0 in serie non nulla di vettori
ortogonali, percio deve essere, per ogni m, (A — a,I) <p§,?) =0, cioe Acpg,?) = angosff). 11 set dei
4,05,7; ) (numerato in N x N da n,m) & completo perché deriva dal set ¢,, ed & inoltre sistema di
autovettori simultaneamente per A e B.

Il caso di spettro continuo ¢ del tutto analogo.

Consideriamo il caso in cui A abbia autospazi tutti non degeneri. Sia 1, set completo di
autovettori di A e valga [A4, B] = 0. Allora

A, = anth,
da cui
BAY, = Bay, =a,By,
BAY,, ABY,,

percido A (Bv,,) = a, (Bv,,), cioé se B1,, # 0, esso & autovettore di A all’autovalore a,, ma
I’autospazio n-esimo ha dimensione 1 percio

B, = Bnty,

Se invece B, = 0 allora By, = 0¢,,, da cui v¢,, ¢ simultaneamente sistema completodi
autovettori per A e B.

Si conclude che se A commuta con B e A ha tutti gli autovalori non degeneri, ogni set di
autostati di A & un set di autostati per B.

Possiamo immaginare di avere tre osservabili i cui commutatori siano tutti nulli:
[A,B] = [B,C] = [C,A] = 0. Allora esiste un sistema completo di autostati di A, B,C
contemporaneamente. Presi A, B abbiamo dal teorema di sopra, 'esistenza di @SZ ) sistemna di

autovettori simultaneamente per A e B. Procedendo esattamente come sopra, sviluppiamo in

serie degli €™ (ogni ¢™™) autovettore all’autovalore ¢, di C) ciascun <p5,”$), troviamo

o = Y e

da cui

0 = (A — anH) Z hq(nn,m)é'gn,m) — Z h£n7m) ((A _ anH) Cg*””n))

T T

Calcoliamo ora
O (A= aD) (™) = (4 - a,) (™) = ¢, ((A- a0

sono date le seguenti due possibilita
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(i) (A — a,I) ¢™™) = 0 per ogni m;

(i) (A — a,I) ¢™™ ¢ autovettore all’autovalore ¢, di C.

r

Se valesse la seconda alternativa, avremmo sviluppato lo 0 in serie non nulla di vettori
ortogonali, percio deve essere, per ogni r, (A — a,l) (5”’"’) = 0, cio¢ ACS"””) = and"’m).

11 set degli 5”’"” (numerato in N x N x N da n,m,r) & completo perché deriva dal set gm(ff)

ed ¢ inoltre sistema di autovettori simultaneamente per A e C. Ripetendo il ragionamento

tale e quale, partendo da 0 = (B — b,,,I) Lps,? ) si giunge a concludere che (ﬁ"’m) ¢ sistema di
autovettori anche per B. Dunque, concludiamo che A, B, C sono compatibili se e solo se i loro
commutatori sono tutti nulli.

IV.2.2 Relazione di indeterminazione

Nel capitolo IIT abbiamo introdotto il principio di indeterminazione di Heisenberg attraverso
I’analisi di alcuni esperimenti concettuali. Il senso profondamente fisico del principio non sara
certamente sfuggito, si tratta adesso di inquadrarlo nella teoria (meglio, nel formalismo) che
abbiamo fin qui edificato.

Consideriamo, allora, del tutto in generale, due osservabili A e B e consideriamone il
commutatore

[A,B]= AB — BA
passiamo a calcolarne ’aggiunto
[A,B]" = BYA* — A*BT = BA— AB = — A, B]
da cui, se passiamo a considerare l'operatore i [4, B] abbiamo
(i[A,B])" = —[A, B](~il) = i [A, B]

cioé i [A, B] & un operatore hermitiano, o, equivalentemente, esiste un operatore hermitiano C
talché

[A, B] = iC

Usiamo questo risultato come lemma per mostrare il seguente teorema che generalizza il
principio di Heisenberg:

Siano A e B due osservabili, e AA e AB gli scarti quadratici medi sullo stato v di A e B,
rispettivamente. Posto C = —i[A, B], allora

(a4) (a5 2 [:00)

Sia o € R, vale certamente, per ogni coppia di operatori A, B hermitiani aventi come
commutatore (',

0 < ((A—iaB), (A —iaB)y) = (1, (A+iaB) (A —iaB) )

sviluppiamo il secondo fattore del prodotto scalare
(A—iaB) (A+iaB)¢ = A2+ o®B*) — iaBAY + ia ABY = A% + o?B%p + ia [A, Bl
percio
0 < o? (v, BY) + o (v, C¥) + (v, A%))
Affinché la relazione valga per ogni o € R il discriminante deve risultare minore o eguale di 0:
4 (0, B*Y) (4, A7) > |(4, CY) P

Ora se A e B sono due osservabili, sostituiamo nella diseguaglianza di sopra

A A—Al, Bw B-BI
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d’altra parte siccome ogni operatore commuta con qualsiasi multiplo dell’identita,

iC = [A— AL B - BI| = [A, B]

da cui
4(y, (B* = BI) ) (v, (4* = A1) ¢) > |(3, C)[”
(v, Cy)|?
(A4)* (AB)* > —
e, infine,
Ay (a) > (00

Vedremo che, calcolato il commutatore di coordinata ed impulso, ritroveremo

(8q) (3p) > .

IV.3 Rappresentazione di Schrédinger e degli impulsi

IV.3.1 Stati a impulsi definiti: onda di de Broglie

Consideriamo le osservabili coordinata, ¢, e impulso p. Esse hanno spettro continuo percio
inducono separatamente un isomorfismo con L?.

L’isomorfismo €, : 9 — (wq,d)) = 1 (q) € L? associa a ogni stato la funzione a quadrato
sommabile ¢ (¢) (quella che precedentemente avevamo denotato - supponendo di essere in un
caso generale - con ¢(q) o b(q)) che si dice anche funzione d’onda dello stato considerato.
La rappresentazione di H tramite L? mediante , prende il nome di rappresentazione di
Scrhédinger (o delle coordinate).

L’isomorfismo €2, : ¢ — ((pq, ©) = ¢ (p) € L? associa a ogni stato la funzione ¢ (p) € L? che
si dice rappresentazione degli impulsi dello stato ¢ € H.

Come sappiamo & possibile passare da una rappresentazione all’altra: dello stato 1 sia nota
la rappresentazione ¢ (p), allora

¥ (q) = (¥ ¥) = (wq,/dpso(p) ¢p> = / (Vs 9p) dpe (p)
Denotiamo con F : Lg — Lg la trasformazione che associa alla funzione ¢ (p) la corrispondente
¥ (q). Allora
¥ (q) = P (p) = 2,0, 'Y
da cui
_ -1
QF =Q,0,7,

percio 28 & un isomorfismo tra L127 e Li.

Cominciamo con I'annotare le proprieta piu rilevanti della QF = S/ (wq, <pp) dp-. Anzitutto
calcoliamone ’aggiunto

(@) = (21" = (@) af = (@) of =9,0;
percio
()" 0 = 0,9, 0,01 =1= 07 (24)",
dunque 2 ¢ un operatore unitario.

D’altra parte se denotiamo con f (¢, p) la matrice continua (1,,¢,) abbiamo

Y (q) =hp(p) = /f (¢,p) dpy (p)
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percio, per calcolare 'aggiunto di Q27 si procede come segue

€@, Po(p) = /qu* (q)/f(q,p) dp ¢ (p) =/dp90(p) /f(qap) dqg¢ (q) =
/ dp e (p) k™ (p)

dove

B (p) = / £ (a:p) da¢* (q)

sicché

(C(@). o) = (@) .0 () = ( [r @ dq<<q>,so<p>)

percio 'aggiunto di QF risulta
r\t _ *
@) = [ f(¢,p) dq-

che & appunto (Q{I’)fl = Qf essendo [* (q,p) = (¢,,¥,)-

Riflettiamo un attimo su cosa rappresenta f (¢,p) = (d)q, Lpp). Si tratta della funzione d’onda
associata ad uno stato (,) in cui I'impulso ¢ completamente definito. Ne deriva allora che
f (g,p) & la funzione d’onda piana di de Broglie, cioé vale

f(p,q) = ce /"

dove ci stiamo riferendo, per il momento, al caso unidimensionale.

La quantita di fisica immessa nell’impianto formale fin qui costruito ¢ molto pesante e
dobbiamo cautelarci sul fatto che 'impatto non sia troppo devastante! Dobbiamo cioé
verificare che con la f scelta I'operatore (2F resta unitario.

Imponiamo allora che

¥ (q)

Qr (22) " (q) = /dpf(q’,p)/dqf* (@)% (@) =
= /dqzb(q)/dpf(q’,p) f*(a:p)

da cui si ricava la condizione
[wvt@p s @ =sa-a)
ma il primo mebro, nell’ipotesi di de Broglie, vale
hic? / % i(a'=a)p/h — orpe2s (g—4q)

da cui

e dunque

f(g,p) = glh exp (i%) :

IV.3.2 Rappresentazione degli operatori associati a p e a ¢

Consideriamo ancora le osservabili impulso e coordinata. Vogliamo determinare la
rappresentazione degli operatori p e ¢ (piu precisamente, P, ()) sugli spazi Lg e Lg. Come gia
sappiamo, in Lg la rappresentazione di ¢ & data da

¥ (q) € Dy C LY — qi (q)

e, analogamente,

¢ (p) € Dy C L — pp (p)
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Vogliamo vedere adesso come si rappresenta nelle coordinate ’operatore p:

(%,Pw) (%,/dp (2,00 wp) = / (Vgr0p) dp (Do) = / (gr0p) dpp (0,00) =

1 : 0 0
27h dppe“”’/h (‘Pp’w) = _ma_q / (Q/Jq’(pp) dp (‘pp’q/}) = _ma_qw (q)

Dunque, in L(QI abbiamo, negli opportuni domini,
@W(a) = q (qg
. - _ind
Y (q) hag? (q)

Analogamente a quanto fatto sopra, vogliamo calcolare ¢ nella rappresentazione degli impulsi:

(60@0) = (o [da o) v,) = [ (o) daaleyi) = 5oz [ daae " (000) =

0 0
— ihg / (0 ) da (¥:0) = b0 (v)

cioe, in L2

0
. _ a2
()= 1 o7 (p)
IV.3.3 |l principio di indeterminazione
Rappresen- Siamo ora in grado di ricavare il principio di indeterminazione per le ¢ e le p, cosi come era
tazione del o))y enunciazione di Heisenberg. Abbiamo
commutatore,
), P| = [4,p ,C Q¢, QC
[@.7] = 4.5 Agapz 1000 _ 10.0,00)
si tratta di calcolare Q,C,
(0= Q. P)w) = =i (0, QPV) +i (6, PQY) =i (i — D) ¥ (a) = ~i[4, 5]
Percio procediamo al calcolo del commutatore di § e p:
[4,P] ¥ (q) = 4p¢ (a) — Pg () -
Abbiamo
N L oY L Oy
apv (q) q( i 8q> thaz,
o) o
. _ 2 — it — ina2Y
pay (q) " (¢ (q)) = —ilep —ihq 9
ne segue che
(9,1 v (q) = ihe (q)
da cui
(g, p] = ihl
I({ielazione di in-  Veniamo alla relazione di indeterminazione
toeirnazl
cterminasione ponys 0@ m@I 1
- 2 2

IV.3.4 Il caso a piu dimensioni

Onda di ~ Finora abbiamo ragionato nel caso unidimensionale, tuttavia si puo ripetere il ragionamento
deBroglie 1] caso in cui i gradi di liberta siano £. Dobbiamo ammettere perd che Iinsieme delle {g;} e,
sia un insieme completo di osservabili compatibili: ora, se la compatibilita ¢ garantita dalle

regole di commutazione, la completezza non ¢ in generale verificata (per esempio nell’elettrone
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dovremo introdurre lo spin).

Tuttavia, se ammettiamo ancora con de Broglie che

f(a,p) = (Vg ¢p) = ce®Vh
i ragionamenti di sopra, fino all’introduzione dell’ipotesi di de Broglie, restano validi. Percio
giungiamo alla conclusione seguente

/dpf (d,p) f* (a,p) =0 (d' — q)
da cui, otteniamo
‘ [
CQ/dp eip-(q’fq)/h — hkc2 H / dL};k eipk(q;c*qxc)/ﬁ — (27_‘,;1)@ > H 5((12 - Qk) —
k=1 k=1

= (2rh)' Y (d ~q)

da cui dobbiamo imporre

1
c=—.
(27rh)£/ 2
Rappresen- Passiamo a calcolare la rappresentazione in L? degli operatori Py,. Abbiamo
p d€g

tazione degli
operatori P, e Qp

po@) = (v Pi0) = (v [dp (00 10) 20 ) = [ (i) domi (0) =

1 ip- L 0 B
= W/dpEPQ/hpk (gDp,’l/)) = 7256_%/(¢q’g0p) dp (Qpp,’l/)) —
., 0
*Zha—qklb(Q)-

Ne ricaviamo

W@ = g (@
Prop () = —z‘haiqkzb (@

e, in modo del tutto analogo,

Prp (P) = pry (P)

dry (P) = iﬁ% (p)

Commutatori  Infine, otteniamo le seguenti relazioni sui commutatori
e analogia con

la meccanica [Gr,D1] = ik
analitica [(jk le] =0

)
[Pr, il = 0

che ricordano le relazioni canoniche sulle parentesi di Poisson della meccanica analitica classica.

Principio di in-  Come si vede, il principio di indeterminazione interviene (come detto nella trattazione della
determinazione  (5]4 Quantum Mechanics) solo sulle variabili canoniche coniugate.

IV.4 Postulato di quantizzazione

IV.4.1 Algebre di Lie e postulato di quantizzazione

Nella precedenti sezioni abbiamo introdotto, sulla base dell’ipotesi di de Broglie, il concetto di

funzione d’onda per autostato dell'impulso, (¢,,¢,) = P/ Questa assunzione ci

(27h)
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ha portato alle seguenti relazioni

[Gk> P1] = ROk 1

ed abbiamo pure notato che il commutatore presentava forti analogie con le parentesi di Poisson
(Poisson brackets, PB), tanto che

[k, D] = iR [qr, Pi]pp

_Osservabili Molte delle osservabili che possiamo decidere di misurare derivano dalla fisica classica:
funzioni di p e ¢ energia, momento angolare, - - - Sicché un gran numero di osservabili ¢ in realtd una funzione
e loro operatori ) ) 5 . . o

delle p e delle ¢q, f(p,q). 1l fatto che il commutatore degli operatori associati a ¢ e p
¢ proporzionale alle relative parentesi di Poisson, suggerisce di postulare che 'operatore
associato a ogni osservabile della forma f (p, q) sia

f=rm»aq-.
Ora, lordine di p e ¢ & irrilevante in f (p,¢) ma non in f (p,q), questo problema si supera
ponendo
1
qp = 5 (ap + pa)

sicché I'operatore associato valga ¢p = §p = 3 (
Tutto quello che abbiamo detto deriva dall’assunzione di una forma precisa per (wq, <pp) il
che non corrisponde alla massima generalita che si puo richiedere alla nostra teoria. Percio,
adottando un puno di vista pitt ampio, procederemo all’introduzione di un nuovo postulato,
il postulato di quantizzazione, che ci consentira di tornare - tra l'altro - all’ipotesi di
de Broglie.

Gp + pg) e, dunque, sia hermitiano.

Facciamo - & diventata un’abitudine - un passo indietro: abbiamo postulato che all’osservabile
f (p, q) corrisponda l'operatore (autoaggiunto? dovrebbe esserlo---) f (p,§). Abbiamo dunque
creato un ponte con la meccanica analitica classica che abbiamo ora intenzione di percorrere
interamente.

Parentesi di In meccanica analitica classica le parentesi di Poisson (che saranno la struttura su cui

Poisson e . . S s « T A
algebre di Lie consolideremo il nostro ponte) costituiscono un’algebra di Lie, dato che valgono le proprieta

(i) [A, Blpg = — [B, A]pp (antisimmetria);
) [A, B+ aClpg = [A, Blpg + a[A, Clpg (linearita);
i) [AB,Clpp = A[B,Clpg + [A, Clpg B (derivazione);
) [

[4, Blpg , Clog + [[B, Clpg » Al + [[C, Alpg , Blpg = 0 (identita di Jacobi).

Analogo Adesso cerchiamo un’analoga struttura intrinseca alla meccanica quantistica, postuliamo

dellg“{f‘aﬁf:ltt’g; cioe che esista nello spazio degli operatori associati alle osservabili un’operazione inducente

di Poisson un’algebra di Lie. Indichiamo 'operazione binaria che stiamo cercando con (-, -), e imponiamo
che soddisfi le proprieta di cui sopra. Con le parentesi quadre continuiamo ad indicare il
commutatore, mentre con la sottosegnata PB indichiamo le parentesi di Poisson.

Prima di procedere, riflettiamo sulla proprieta (iii):
(C,AB)=—(AB,C)=—-A(B,C)— (A,C)B=A(C,B)+(C,A)B
Prese quattro osservabili, usando la proprieta di derivazione, abbiamo
(A1Ag, B1Bs) = Ay (Az,B1By) + (A1, B1B2) Ay =
= Ay1By (A2, Ba) + Ay (A2, By) By + By (A1, B2) Az + (A1, By) BaAs
d’altra parte vale anche
(A1A3,B1Bs) = B;i(A1A2,Bs)+ (A143,B1) By =
= BjAi(As,B2) + By (A, B2) Ay + Ay (A2, B1) Ba + (A1, B1) A2B>
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e, sottraendo membro a membro, otteniamo
0 =[A1, B1] (As, By) — (A1, By) [Ag, Bo]
cioe
[A1, B1] (A2, B2) = (Ay, By) [A2, Bo]

Una soluzione dell’equazione scritta & porre (-, -) = [+, -], ma, ovviamente, non & la sola possibile,
si puo ad esempio moltiplicare entrambe per un numero reale. D’altra parte se fosse 1'unica
soluzione avremmo che in meccanica classica 'unica algebra di Lie & data dal commutatore
che & invece classicamente nullo.

Riscriviamo in generale I’equazione trovata sopra
[Ai, Bi] (Aj, Bj) = (Ai, B) [A;, Bj]
Consideriamo due combinazioni lineari a coefficienti equali dei due membri:

Eal A;, Bi] (A}, By) Za, A, Bi)[A;, Bj]

poniamo
] = Zai [Ai, Bi], (L) = Zai (Ai, By)
e troviamo
[L] (45, Bj) = (L) [A;, Bj]

prendiamo le stesse combinazioni lineari su quest’ultima equazione e sulla prima

L] Z%’ (4;,B;) = (L) Z%‘ [A;, B

[Ai, B (L) = (A, Bi)[L]
infine, abbiamo le seguenti tre relazioni
[LI(L) = (D)[L]
[L1(A;,B;) = (L)[4;, Bj]
[A,, Bz} (L) = (Ai7 Bi) [L}

Ora, postuliamo che esista una combinazione lineare di osservabili A;, B; (sull'insieme di
tutte le osservabili del sistema) invertibile, cioé si trovi - per certi valori di «; - [L] talché
esista [L]~'. Allora

e, inoltre,

(Ai, Bi) [Ai, Bi] L
per ogni coppia di osservabili. Se l'algebra dei commutatori delle osservabili é irriducibile
(e noi la postuleremo tale) allora, siccome L commuta con tutti gli elementi dell’algebra
L = AI, con A complesso fissato una volta per tutte (valendo tale relazione per ogni coppia di

osservabili). Siccome le parentesi di Poisson forniscono un risultato reale, chiediamo che (-, -)
sia hermitiano, siccome il commutatore ¢ antihermitiano dobbiamo scegliere A immaginario,

e percid poniamo A = — (si noti che il segno & ininfluente perché la trasformazione i — —i

ih

conserva le proprieta dell’unitd immaginaria i2 = —1 e i* = 1/3).
Infine,
1
A, B)=—[A, B].
( Y ) . Zh [ Y ]

11 valore h qui introdotto viene determinato dall’esperienza (ad esempio, diffusione degli
elettroni su un cristallo).
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Data la corrispondenza tra le due algebre di Lie, classica e quantistica, poniamo
(4.B) =14, Bley
ossia
[Aa B:| =ih [A, B]PB
che costituisce il postulato di quantizzazione.
Possiamo ora vedere quali sono le dimensioni di /. Le dimensioni del primo membro sono il
prodotto delle dimensioni di A e B, le dimensioni del secondo membro sono quelle di % per

quelle di A e B divise per le dimensioni di un’azione. Ne consegue che 7 ha le dimensioni di
un’azione, come deve essere.

Accettato il principio di corrispondenza delle algebre di Lie (coi postulati di esistenza di L
e dell’irriducibilita) o accettato direttamente il postulato di quantizzazione si ha che

e, 1) = th|ge, pi]pg = thok,.
Gr, @] = 0
[Pr,p1] = 0

che costituiscono le regole canoniche di commutazione (CCR).

IV.4.2 Alcuni esempi

Nella sottosezione precedente abbiamo ammesso che il commutante dell’algebra dei
commutatori fosse ridotto a {A[} e che esistesse un combinazione lineare di commutatori
invertibile. Vogliamo giustificare questi due passaggi in L? e in H», dove Hs & uno spazio di
Hilbert bidimensionale.

Cominciamo dallo spazio Lgl nel quale si ambienta la rappresentazione di Schrédinger.
Consideriamo gli operatori di moltiplicazione e derivazione (che chiameremo solo per brevita

dy,)

(@) = a(q)
R )
A (q) = —Za—qkw (q)
detto questo abbiamo
[Qk,dk} =il

da cui ricaviamo subito I’esistenza di una combinazione di commutatori (in realtd uno solo)
invertibile. Andiamo adesso a calcolare (mediante la regola di derivazione)

[Qi,dk} = 2iqy
{@k,dﬂ = 2idy,
Ne consegue che sia ¢, che dr, appartengono all’algebra dei commutatori. Sia ora C' nel

commutante di tale algebra. Allora C' dovra commutare anche con §i e con dy, si pud pero
dimostrare il seguente

Se [C’,Qk} =0 allora C = fal

Abbiamo
Cir = 4xC
calcoliamo l’elemento di matrice di ciascun membro
(Va: Cirtrg ) = (g @xCrirg)
sfruttando il fatto che
g = GYg
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abbiamo
(VarCatra) = (VarCartrq) = (Yo Ciq) di
(Var il ) = (a0q:Ctbg) = (arvq Coig) = i (Vg Coy )
da cui
(Vo Cog ) (gh =) =0
per ogni k € Jy, da cui

(Vo Cog) = F (@3 (d —a)

Allora C ¢ un operatore di moltiplicazione, infatti

0 (C0) = Col@=(04:00) = (v [ (gv)ar cv, ) =
[ (0:C0y) d (00 = [ (00 Cop) dd' v ) =
= [1@i@-q) dav @) = fla v

Ora’ C = f (q) Te percié é = Q+C = f (q) L

Ora, C' commuta con g, percido C commuta con Qk e, in definitiva, C' = f (q)I. D’altra parte
C commuta anche con dj, e percio

0 = [ds @16 @) = iz (7 (@)% (@) +if (@) - (@) =
~ 0f(q)
= iy, Y@
Of (@) _
- O =0

da cui f & costante e percio C' = cl.

Lo spazio Hs & uno C-spazio vettoriale di dimensione (su C) pari a 2. Abbiamo allora subito
che i seguenti operatori sono hermitiani

(01
o1 = 10
0

i

7

o)
4)

(
-

O =

02

03 =
;0 -t 0 .

[01502]:<8 —’L>_< OZ i>:2203

[0—2,03]=<? é)—(oi _()i>:2i01
[03,01]—(_01 é)(? _01)_2102

(da cui si vede che {ho;/2} rispetta le regole di commutazione del momento angolare).
Dalle regole di commutazione scritte abbiamo che all’algebra dei commutatori appartengono
01,09,03. Siccome sono invertibili la prima parte & ottenuta.

Vediamo ora che il commutante dell’algebra ¢ ridotto a un multiplo dell’identita. Se C
commuta con tutti gli elementi dell’algebra, deve commutare con o1,09,03, vediamo che

1

Calcoliamo
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questo implica C' = AL

Se C' commuta con oy e o3, allora
a b
c d )’
a b
b a

IV.4.3 Rappresentazione di Schrédinger e degli impulsi

0

o
|

da cui C = all.

Vogliamo ricavare quanto appreso sulla rappresentazione di Schrodinger imponendo ipotesi
di de Broglie, a partire dalle regole di commutazione.

Cominciamo con I'ammettere che 'insieme delle g; sia un insieme completo di osservabili
compatibili (dove la compatibilitd non & un’ipotesi ma discende dalle CCR).

Come sappiamo ogni stato & rappresentato in L?l dalla funzione % (q) = (zlzq,w),
rappresentazione di Schrédinger. Ci chiediamo quanto vale, in tale rappresentazione,
Py, Poperatore impulso, il cui rappresentativo si denota con pi. Per ogni operatore, percid
per pi, ¢ sempre possibile scrivere

. L 0 -

P = —th— + F},

gy,

dalla regola di commutazione con ¢y abbiamo

Z'h(skg = [(jg,ﬁk] = ihake + [(jé, Fk}
da cui
[@Z,Fk} =0

da cui troviamo subito che F}, commuta con ogni gy e per il lemma della precedente sottosezione
si ha

Fk = fr(q) L

Tmponiamo ora la CCR per gli impulsi, abbiamo

0 = [P, pe] = [dk + F,dy +F4 = [dk,a?g} + {dk,ﬁg} + [Fk,dg} + [Fk,ﬁg}
i [id] = [ 2] =0 da cu
B ﬂ.afe (q) +Z.3fk (q) o Ofi (@)  9fe(q)

0= Oqx gy dge O
e siccome lo spazio reale ¢ semplicemente connesso, esiste I’ tale che
fi= 92
dk
In definitiva abbiamo
Dk —ihi + or
dqr. ~ Oqx

cio¢ abbiamo trovato tutta una famiglia di rappresentazioni nella base indotta da v,
dell’operatore impulso.

Tutte le rappresentazioni date determinano la stessa fisica, visto che sono equivalenti per
trasformazioni unitarie. Infatti, dato che i commutatori sono invarianti per trasformazioni
unitarie, possiamo cambiare base 1, tramite una trasformazione unitaria, e ottenere py = d.

Per dimostrare quanto detto, consideriamo il seguente operatore

Var Do o0 (~1F (@) g
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ovviamente, si tratta di un operatore unitario, infatti

T/J:/(l/)qﬂ/)) dqwq:/(e%F(q)/hlﬁqﬂ/}) dqe’iF(q)/hwq :/(7:/1(171/)) dq&)q

foa(racig -
Visto poi che

v= [ (T g p) daen @y, = [T (@) dqd,

cioé

si ha
¥ (q) — ¢ (q) = DMy (q)

Allora vediamo come si rappresenta Py nelle nuove coordinate

(Vo Piv) = exp (zF ;q)> (Va: Prtr) = exp (zF ,2‘”) <—z‘ha% + 3—5) ¥ (a) =

- () (o ) o (8) ]

= exp (iFéq)> OF 1 o — in2019) | OF 5 (q)] exp <iF(Q)> -

O, Ogr ' Oax h
L 0P(@) -
= —th———= = (q
g, (@
cioé, a meno di una trasformazione unitaria, la rappresentazione dell’impulso in coordinate &
. 0
Pk = —th—.
g

Scambiando ¢ con —%, si possono ripetere in modo del tutto analogo i ragionamenti per g
nella rappresentazione degli impulsi.

IV.4.4 Relazione tra la rappresentazione delle coordinate e quella degli impulsi

A suo tempo abbiamo introdotto la matrice di trasformazione tra la rappresentazione delle
coordinate e quella degli impulsi tramite I'ipotesi di deBroglie. E ovvio, adesso, che tale
matrice deve poter essere derivata a partire dal postulato di quantizzazione.

Come sappiamo, la funzione (elemento di matrice) che dobbiamo determinare, q — (wq, gpp),
¢ anche la rappresentazione di Schrodinger dell’autovettore (che & uno stato improprio)
dell’impulso agli autovalori simultanei p = (py,...,pe) delle componenti dell’impulso pg.
Abbiamo allora

ﬁk@p = pk)@pa ke Jf

moltiplichiamo scalarmente, a sinistra, entrambi i membri per l'autovettore improprio g,
troviamo

(Vs Prp) = P (Vg ©p)

Tuttavia, nella sottosezione precedente abbiamo dimostrato che il primo membro vale

. L 0
(qupk’@p) = _ma—qk (wqﬂpp)

percio
0 i
0 (Vg Pp) = 7Pk (Vg 0p), ke

La prima delle equazioni scritte reca

(Voo p) = J1 (G2, -, qe) exp (%mql)
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allora, la seconda equazione diviene

9 .
a_qul (q2,---,q0) = %pzfl (g2,---,q0)

sicché

fl (q27 .. ~7Q£) = fl (qQa .. '7QZ) exp <%p2Q2)

iterando si ottiene, infine,

(Vg Pp) = Cexp (%p : q)

che é l'ipotesi di de Broglie. Imponendo la normalizzazione,

SP-p) = (¢p¥p)= (/ (Yqr ¢p) dqwq’/ (Vg 0pr) dd wq’> =
= /(wq’@p)* dq <¢q7/ (wq”"pp’) dqlwq’) :/(wq”pp)* dq/(lﬁqﬂbq/) dql (wq’”pp’:
= / (Var o) da (Vg 0pr) = lef” / exp (ip ;p) dq = |ef* (27h)" 6 (p — P)

da cui
1

el = ——7

(2rh)"/?

e ¢ & determinato a meno di un fattore di fase (come ci si doveva aspettare essendo
indeterminati a meno di un fattore di fase gli autostai 1, e ¢,,). Se scegliamo arbitrariamente
¢ reale ritroviamo la formula che avevamo gia ottenuto a partire dall’ipotesi di de Broglie.

Significato  Resta cosi chiarito che I'onda di de Broglie associata a una particella é in realta la sua funzione
de}fé‘g‘ﬁ%gg d’onda, cioé la sua rappresentazione delle coordinate.
Come abbiamo gia notato in precedenza e come deve essere affinché la fisica sia la stessa nelle
due rappresentazioni, la trasformazione tra la rappresentazione delle coordinate e quella degli
impulsi & unitaria.

Trasformata ~ Notiamo che se indichiamo con ¥ (p) la trasformata di Fourier di ¢ (q) allora la funzione
di Fourier . ispondente allo stesso stato in rappresentazione degli impulsi vale

¢ (p) = 1Y (p/h),

infatti (ripetiamo il calcolo per esercizio)
() = (o0 [ 0@ davg) = [ 0@ da (p.00) =

= h“/ﬁwq) exp (—ip—;) = K% (%)

con il simbolo k = p/h indicheremo, d’ora in poi, il vettore d’onda dell’onda di de Broglie.

¢ (p)

Relazione di Per funzioni di una variabile
Heisenberg e

trasformate 2 (p) = hl/Q{b (k)

di Fourier
da cui, se la distribuzione di probabilita associata a 1 (¢) ha una larghezza Aq data da

_Jda (@ —@) W (@)
Jdq 1% (q))?

allora, la larghezza spettrale della sua trasformata, Ak, ¢ tale che (si veda A. Maggi, Metodi
Matematici della Fisica)

AgAk >

N =

p = hk = Ap = hAk



Introduzione

Teorema di
von Neumann

Trasformazioni
unitarie

IV.5 Trasformazioni unitarie e unicita delle rappresentazioni 85

e ritroviamo la relazione di Heisenberg
1
AgAp > 5%.

Notiamo, in conclusione, che gli autostati dell’impulso in rappresentazione delle coordinate
(o viceversa) realizzano Ap = 0 e percid sono giustamente rappresentati da funzioni
trigonometriche, Ag — oco.

IV.5 Trasformazioni unitarie e unicita delle rappresentazioni

IV.5.1 Trasformazioni unitarie e rappresentazioni

Abbiamo visto come sia possibile dare diverse rappresentazioni dell’algebra delle regole
canoniche di commutazione. Tutto Papparato generale edificato finora perde del tutto di
significato se non garantiamo che ogni possibile rappresentazione delle CCR dia luogo alla
stessa fisica. Chiediamo cioé che tutte le possibili rappresentazioni portino agli stessi risultati,
cosl come in meccanica analitica classica ogni sistema di coordinate lagrangiane o canoniche
¢ equivalente (come si ottiene dai corrispondenti teorema di covarianza).

Nella presente sottosezione dimostreremo che se due rappresentazioni sono legate da una
trasformazione unitaria (cosi come lo sono impulso e coordinate) allora portano ai medesimi
risultati. Nella prossima sottosezione enunceremo il teorema di unicitd di von Neumann,
secondo il quale, sotto deboli ipotesi, tutte le rappresentazioni sono unitariamente equivalenti.

Allo scopo di precisare bene i concetti qui presentati, passiamo brevemente in rassegna le
proprieta principali delle trsformazioni unitarie.

Siano date le basi ortonormali {e,} e {e/,} di due spazi di Hilbert H e H'. Sia U loperatore
tale che

/
e, =Uep,

L’operatore ¢ definito sulle combinazioni finite dei vettore di base di H per linearita

N N N

!

U E Ap€n = E aUe, = E ane,
i=1 i=1 i=1

su tale dominio denso F' si ha

2 N

=2 _lauf”

i=1

N
U E anén
i=1

da cui, su F |U|| = 1. Si estende allora U per continuita su tutto H ottenendo un operatore
limitato e di norma unitaria. Calcoliamone I"aggiunto

000 = (St S) - (S S

da cui si ottiene che Ut & definito come

Utel, =e,
ha norma 1 ed ha dominio su tutto H’. Per ogni vettore ¢ di H si ha
(U, Ue)y = (.U V), = (0.3 anltel) = (W ¢)n

dunque U (e analogamente U™T) ¢ una isometria. Si ha poi UTU = UU" =1, cio¢ U ¢ un
isomorfismo isometrico e vale U™t = U™T. Si dice allora che U & un operatore unitario Sia
dato ora un operatore unitario: allora esso manda basi in basi: vediamo che il set trasformato
& ortonormale

en, =Ue, = (e, €)= (€n,€m) = Opnm,

n»-m

inoltre se esiste v talché

0= (¢7 6;) = (Uw’ en)
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allora Uy = 0 ma il kernel di U é ridotto al solo 0 e ¥ = 0, da cui si ha pure la completezza
diel,.
Un operatore ¢ allora unitario se e solo se manda sonc in sonc.

Come sappiamo se ¢ dato un operatore A in H, allora la sua azione in H’ & tradotta
dall’operatore

A =UAU'=UAU™*

Sia ora 1 autovettore di A all’autovalore A, allora Ui ¢ autovettore di A al medesimo
autovalore:

A = ) = UAY = NUY
UAUTUY = \UY = AUy = U
Stando a quanto visto sopra se tra le due rappresentazioni H e H’ esiste una trasformazione
unitaria U, 'osservabile posizione ha in H’ 'operatore associato
i =UqUt
e analogamente questo vale per 'impulso.
Vediamo, allora, leffetto delle trasformazioni unitarie sui commutatori:
[G.p) = [UgU ", UpU " =UqU'UpU ' = UpU'UqU " =U [q,p) U™}
da cui, per le regole canoniche abbiamo, se ¢, = Uq U ™!, pj = Uij’1
Gk, 5] = Ular,pj] U_l = 1hdk;
(G 451 Ular, 5] U™" = [Br, B3] = U lpw, ] U™ = 0
Dunque, come in meccanica classica le trasformazioni canoniche lasciano invariate le parentesi

di Poisson, cosi in meccanica quantistica i commutatori sono invarianti per trasformazioni
unitarie.

Il risultato ottenuto nel caso dei commutatori ¢ la manifestazione di un fatto molto piu
generale. Abbiamo postulato che ogni osservabile F' si esprime come funzione di g e p, f (¢, p),
e che operatore hermitiano associato a F ¢ f(g,p). Ad esempio nella rappresentazione
H = L37 q e p sono rispettivamente operatori di moltiplicazione e di derivazione e, presa
I'osservabile energia nel caso dell’oscillatore armonico H (q,p) = p?/2m + 1/2mw?q?, vale

h2 (:)2

557 (0) + 5P a)

Consideriamo una seconda rappresentazione, ad esempio quella degli impulsi, H' = Lg, in
cui le variabili siano ¢’ e p’, che sia collegata alla prima tramite una trasformazione unitaria
U. Preso l'osservabile F', la prima rappresentazione porta all’operatore f (§,p), la seconda
all’operatore f ( i',p') (visto che esiste una trasposizione degli operatori impulso e posizione in
termini di U: p' = UﬁU T, ¢ = UGU™T), mentre la trasformazione unitaria traduce f (4,p) in
Uf(4,p)UT. Ci aspettiamo allora che risulti

F@,p)=fUqUu*,upu*) =Uf(4,p)U
Tale risultato ¢ facile da dimostrare nel caso di relazioni algebriche (e, se non si bada troppo

per il sottile, per funzioni sviluppabili in serie di potenze) e nel caso di funzioni di una sola
variabile dinamica.

Per quanto riguarda le relazioni algebriche, cominciamo dai polinomi (un esempio & quello
dell’hamiltoniana dell’oscillatore armonico):

= "™ = f(d\0) =) anmd D"

abbiamo
A/ A/ Zanm ~Im A/m Zanm UqU+) (U U+)m

ora

(UAU)" =UA(UTU) A(UU)... (UTU) AUT = UAU*
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percio
F@5) =U (3 awmd"s™) U =UF (@.9) U

Non ci resta che mostrare che vale lo stesso se g (¢,p) = 1/f (¢,p) con f polinomiale, in questo
caso

g@.p)=11@. ) " =[Uf @)U = U @) U =Ug(@p) Ut

Vediamo infine la dimostrazione se f = f(q) (& lo stesso se al posto di ¢ abbiamo p): per
definizione,

F@ v, = (@),

con 1, dunque, autovettore di f (§). Come abbiamo visto, vale ¢’ = UGU™ e ¢’ (Uwq) =
q Yy = qip,. Ne deriva che I'autovalore relativo a 9, ¢ ¢ = q autovalore di Y, da cui

f (qA/) d)q’ = f (q/) d)q’ = f (q) /l/}q/
d’altronde

si conclude

U @U* = 1) = £ (UiU*)
Abbiamo visto come si modificano tramite trasformazioni unitarie osservabili e regole di
commutazione, inoltre abbiamo visto come gli spettri risultino immutati e cosi i prodotti
scalari che misurano le probabilita di trasizione degli stati. Ne deriva che la tutta la fisica é
invariante per trasformazioni unitarie.
Date due rappresentazioni H e H’, se esiste una trasformazione unitaria che implementa 1'una

nell’altra, allora le regole di commutazione, ma, come abbiamo detto, in generale tutta la
fisica, risultano invariate.

IV.5.2 Sistema di Weyl e teorema di von Neumann

Premettiamo che per la dimostrazione del teorema di von Neumann (inaffrontabile con gli
strumenti matematici poco raffinati che abbiamo usato finora) si rimanda al quaderno di
Alberto Maggi, Trattazione matematica della Meccanica Quantistica, Tortuga Publisher
(attualmente in lavorazione).

Per semplicita lavoreremo nel caso unidimensionale

Il teorema di von Neumann, sostanzialmente, inverte il risultato della precedente sottosezione.
In altri termini, se in due rappresentazioni H e H’ valgono le regole canoniche di commutazione,
allora, sotto deboli ipotesi che considereremo sempre soddisfatte, esiste una trasformazione
unitaria che implementa una rappresentazione nell’altra. Ne consegue che la validita delle
regole di commutazione é condizione necessaria e sufficiente affinché una certa rappresentazione
dia risultati fisicamente corretti.

Si comprende subito la portata di questo teorema che rende le regole di commutazione delle
variabili canoniche il fulcro dell’intera teoria. La buona riuscita di una rappresentazione risiede
ora soltanto nella sua ricostruzione delle regole di commutazione.

Per poter formulare il teorema di von Neumann conviene riferirsi a operatori limitati. Questo
perché la relazione di commutazione vale su un insieme molto ristretto di vettori di ‘H: per
poter applicare il commutatore a un vettore ¥ questo deve appartenere al dominio di p e ¢, di
modo che la sua immagine rispetto ai due operatori appartenga ancora al dominio di p e q.
Per ovviare a questo problema si introducono gli operatori esponenziali

exp <za—;) , exp (ibg)

che sono unitari e percio limitati. L’unitarieta si mostra come segue: consideriamo il set
completo ¢, e la sua immagine

1~bq = exp (ibg) ¥, = eiqb¢q,
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si ha che 121(1 ¢ ¢, a meno di un fattore di fase:

(90 8y ) =5 (¢ — q)

il secondo membro vale pero § (¢ — ¢), infatti
/dqf ()% (¢ —q) = £ (q).

11 set {/;q ¢ ortonormale. Resta da vedere la completezza e la dimostrazione ¢ analoga quella

fatta nella sezione precedente per determinare la forma dell’operatore p; in ogni caso, la
rivediamo

v [dn o), = [ dn (0, 0) e, = [dg (,.0) 9,

per ogni v, la tesi.

Gruppi a un  Definite le famiglie a un parametro di operatori unitari
parametro di

operatori unitari A (a) = exp <Za_’$>
B() = exp/(ibg)

abbiamo che esse formano un gruppo (ancora lo vediamo per ¢, ma ovviamente i ragionamenti
sono gli stessi per p): dobbiamo mostrare che

B (b1) B (by) = B (b1 +bs).
Sugli autovettori di ¢, che formano un s.o.n.c. si ha
B (b1) B (b2) ¥, = exp (ihy) (€'1"2,) = e'™2e't"p, = 402Dy = B (by + b2) 4,

da cui la tesi essendo {1, } completo.

DY o (i6) exp (%
exp Zh exp (1bq) exp Zh

che si puo scrivere anche come

Sistema di Weyl  Veniamo ora a calcolare

A(a) £ (@) A* (@) = 1 (A (@) 44" (a))

A(a) GAT (a) = G+ al
sicché
exp (z%) exp (ibq) exp (—ia—;;> = exp [ib (G + al)]

Dimostriamo il passaggio intermedio

exp <za—7§)> g exp (—i%) =q+al

Calcoliamo il commutatore [A (a),(j}, esso ¢ del tipo [f(P),q], ma dal postulato di

quantizzazione si ha

N L Of
(£ (P),d] = ih[f (p),dlpp = ~ha
percio
{Q,fl(a)} = —ihagpeipa/h = h%ei”a/h = aA (a)
da cui
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moltiplichiamo ambo i membri a destra per A+ (a), troviamo, infine
A(a) GAT = (§+ al) AAY = ¢+ al,
la tesi.

Dalle CCR al Ora, siccome ’esponenziale €?%/" si esprime come serie di potenze di una funzione di p si
sistema di Weyl 1), (pe j] passaggio
_aﬁ A ) 8€iap/ﬁ
[exp (ZE) ,q} = —ih ap
é dovuto alle sole CCR: senza badare troppo al rigore matematico

S - S e S -

n=0 n=0

o) 1 i n—1 ) ) aeiap/ﬁ
v sn—1 _ iap/h — —ih
P ey (h) P o

n=1

Ne consegue che le regole di commutazione implicano
exp (z%) exp (ibq) exp (—i%) = exp [ib (G + al)]

Risulta allora piu facile assumere come postulato, anziché le CCR, quest’ultima espressione
che genera la cosiddetta algebra di Weyl.

Dal sistema di Vediamo che l’assunzione dell’espressione di sopra implica le regole canoniche di
Weyl alle CCR .,y mutazione. A questo scopo consideriamo la famiglia a un parametro

ap . .ap
T(a)=c¢e i— | ge —i—
(a) Xp<h>qXp< h)
vogliamo mostrare, stavolta in forza dell’espressione di Weyl, che, come avevamo visto prima
T(a)=q+al

Cominciamo col notare che

ai—?wq = ige™y, = ie™qp, = iB (b) 4v,
da cui
OB(b) _ .5
—p = B4
e percio
G=—iB (=) ‘%Z—b(b)
analogamente
b= —ihA (—a) a’zc(l“)
Dunque
T(a) = A(a)|—iB(-b) ag—bb) A(—a) = —i {A (a) B(=b) A(—a) A(a) 83(;151)) A (—a)} =
- {A(a) B(=b)A(—a)A(a) aBaéb)A(_a)} -
= — {exp (—ib(q + al)) % exp (1b (g + a]I))}

O exp (i (3 +a) b, = (0+a) exp (i (q +a) %, = 1 (3 +al) exp (ib (q + al) %,
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da cui
T (a) = —i {exp (—ib (¢ + al)) i (¢ + al) exp (ib (§ + al))}
ma siccome [f(¢),q] = 0 (infatti , si ha [f(g),q] v, = f (4) @b, — af (q) P, =

(af (@) —af (@) ¥, =0)
T(a)=q+al
Questo implica facilmente che 9T/0a = all, d’altra parte
2~ Tiwada)l =290 a4 d@we2Y -
= 2 [A(@piA(—a) — A(a) A (~a)| = —2A(@) (4.5 4 (~a)

ne consegue che
ihl = A(a)[§,p] A(—a)
da cui
(g, p] = ih

Il teorema di von Neumann asserisce che tutte le rappresentazioni (con certe deboli
ipotesi) su uno spazio di Hilbert dell’algebra di Weyl sono unitariamente equivalenti. Cio
comporta che tutte le rappresentazioni che preservano le regole canoniche di commutazione
sono unitariamente equivalenti.

Si noti ancora come questo risultato sia la giustificazione fondamentale dell’intero formalismo
che abbiamo sviluppato in questo capitolo.

Abbiamo visto come T (a) = A (a) GA (—a) = § + al, vogliamo investigare un attimo sulla
natura di questo operatore. A (a) & unitario e come funzione di p commuta con p stesso, percio
A(a) pA (—a) = p. Se ne ricava che A (a) implementa la trasformazione canonica che conserva
le CCR

{ g q+a
p— D

Tale trasformazione rappresenta una traslazione di —a degli strumenti di misura associati alle
osservabili, se ¢ rappresenta un microscopio di Heisenberg ¢’ rappresenta lo stesso strumento
di —a. Siccome p’ = p, questo significa che se esistesse uno strumento in grado di misurare
p esso dovrebbe essere invariante per traslazioni, percio dovrebbe avere un’estensione infinita.
Ecco che p ¢ un’osservabile atipico, a questo proposito osserviamo che non lo si pud neppure
considerare tale se si lavora in un laboratorio finito, cioé se |¢| < L. In tal caso infatti gli
autostati dell'impulso se esistessero dovrebbero essere onde piane infinitamente lunghe, il che
¢ assurdo essendo ¢ limitato.

IV.6 Evoluzione temporale

Il quadro dei postulati della meccanica quantistica non pud esaurirsi a quanto detto finora.
Infatti, non abbiamo ancora affrontato il problema della determinazione dell’andamento
temporale del sistema. Ci siamo cioé limitati a descrivere la meccanica a un istante fissato.
Lasciamo ora scorrere il tempo, ci aspettiamo che gli stati evolvano nel tempo, cosi i rispettivi
rappresentativi nello spazio H.

IV.6.1 L'operatore di evoluzione temporale

In analogia con la meccanica classica ammetteremo ’esistenza di un operatore di evoluzione
temporale che faccia corrispondere allo stato iniziale (istante Zo) 1b;, lo stato 9, all’istante
t. Se non operiamo misure tra gli istanti ¢y e ¢t (esse alterano lo stato del sistema in modo
statistico) postuliamo che lo stato all’istante ¢ sia individuato da

Y, = U(tvt())wtoa t >t

con U (t,ty) operatore lineare. Si noti come il postulato di esistenza dell’operatore U (che
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fa dipendere lo stato al tempo ¢, solo dallo stato iniziale) conferisce alla meccanica quantistica
carattere deterministico, a patto che non si eseguano misure sul sistema.

La linearita di U implica la conservazione nel tempo delle relazioni di sovrapposizione:
Uy, = apy, + bCy,

allora
Yy =U (a‘PtU + tho) = ap, + b(,

Il secondo postulato che poniamo & che il range di U sia l'intero spazio ‘H: ImU = H.
Dunque U é suriettivo. Questo comporta che ogni stato del sistema & 1’evoluto temporale
di un altro stato, cioé ogni presente ha un passato.

Il terzo postulato ¢ che U sia isometrico

(wtoﬂpto) = (U¢t07U90t0) = (Y4, 04)

il che comporta che i prodotti scalari, e quindi le probabilita di transizione, restino invariati
nel tempo.

In particolare la norma di ¢, ¢ invariata nel tempo.

L’imposizione del terzo postulato fa si che I'operatore di evoluzione temporale U abbia la
stessa natura dell’operatore di traslazione spaziale A (a). In effetti, Poperatore di evoluzione
temporale & un’operatore di traslazione nel tempo (U (t,to) trasla il tempo di ¢ — tg).

Calcoliamo ora il kernel di U (¢, to)

O:U(t>t0)¢<:>0:(U(t7t0)'¢}7U(t7t0)I/}) = (1/}71/}) ﬁwzo

da cui kerU (t,t9) = {0} e dunque U & iniettivo, ma siccome per il secondo postulato &
suriettivo, esso ¢ invertibile e percid unitario.

Poniamo (per definizione)
U~ (t,t0) = U (to,t)

allora U & definito su tutto R? e, ovviamente, U (to,to) = L.

Una ovvia conseguenza del determinismo ¢é la seguente

Yy, = U (ts,t1) ¢y, = U (t3,t2) 1y,
ma 1P, = U (t2,t1) 1y, , da cui
Vo, = U (tat1) Py, = U (t3,t2) U (t2,t1) ¥y,

in definitiva,

U (t3,t1) = U (ts, t2) U (t2,t1)

IV.6.2 Sistemi fisici indipendenti dal tempo

Consideriamo ora un sistema che sia invariante per traslazione temporale, i.e., indipendente
dal tempo. Per esso

U(tg,tl) =U (ta +to, t1 + to)
cioé I'evoluzione del sistema avviene allo stesso modo sia che lo stato iniziale sia posto adesso
che in un qualsiasi altro momento (domani, per esempio!).
Preso ty = —t; si ha, con abuso di notazione,
Ulte,t1) =U (t2 —t1,0) = U (t2 — t1)

cioe¢ lo stato finale dipende solo dalla differenza tra l'istante finale e quello iniziale. Si ha,
in termini matematici, che lapplicazione ¢t +— U (t) definisce una famiglia a un parametro di
operatori unitari.

La legge deterministica diventa allora

Ults —t1) = U (ts — t2) U (to — t1)
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cioe, essendo t3 —t1 = (t3 — t2) + (t2 — t1)

Ultea+t1) =U(t2) U (t1)
da cui vale la proprieta commutativa: [U (t2),U (t1)] = 0. In definitiva, I’evoluzione temporale
definisce un gruppo a un parametro di operatori unitari.

Teorema  Nel citato Trattazione matematica della Meccanica Quantistica dimostreremo il teorema di
di Stone Stone:

Teorema IV.3
(di Stone) Dato un gruppo a un parametro debolmente continuo di operatori unitari U (t), esiste un

operatore autoaggiunto K tale che
U (t) = exp (—itK)

Inoltre

d U+ -U()
U ®)v = lim —————=

¥ =—iKexp(—itK)

Ricordiamo che il gruppo si dice debolmente continuo se per ogni ¥,p € H la funzione
t — (p,U (t)9) & continua. Assumeremo che questa ipotesi sia sempre soddisfatta nel caso
fisico.

Digressione  Abbiamo detto che K ¢ un operatore autoaggiunto. Cio significa che K ¢ simmetrico (o
S“gﬁtggggfﬁﬁg hermitiano), cioé & definito su un dominio D (K) denso in H, se ¢ € D (K) e (¢, Kv) = (¢, ¥)
allorap e D(KT)e(=K"p,se D(K") D> D(K) allorasu D (K) K = K*. Inoltre il fatto
che K sia autoaggiunto impone che D (K) = D (K ™). Si noti infine come non si possa dire
che K simmetrico & autoaggiunto restringendo D (K *)a D (K) perché il dominio di K+ & ben

definito nella definizione stessa di operatore aggiunto.

Equazione di Dal teorema di Stone abbiamo

Sc.hr('idinger d
“GhT tempe = (U (8)%) = —iK (U (1) %)
cioé

.d
ZE% = K,

Sia U che K dipendono dalle specifico problema fisico (dalle forze, o meglio, dalle interazioni
in gioco), in particolare K & un’osservabile che riassume in sé 'intera dinamica del sistema.
K sembra essere analoga all’hamiltoniana nel caso classico. In meccanica classica il momento
p & il generatore delle traslazioni spaziali e in meccanica quantistica abbiamo visto che questo
ruolo ¢ assolto dall’operatore exp (—ipa/h). Visto che il generatore delle traslazioni temporali
¢ adesso exp (—itK), mentre, nel caso classico, & ’hamiltoniana, si puo pensare che risulti

H
K=—
h

H
U= —it— | .
exp( 7 >

L’equazione di Schrodinger dipendente dal tempo diventa
. d o
'Lh%wt = Hy,
come si vede, si perviene a un’equazione differenziale del primo ordine: lo stato al tempo

t & univocamente determinato dallo stato al tempo 0, cosa evidentemente coerente con la
definizione dell’operatore U.

da cui ricaviamo

Equazione di  In rappresentazione di Schrédinger, ’equazione dipendente dal tempo diventa
Schrédinger in
rappresentazione

9 P
delle coordinate Zﬁaw (q7 t) =H <q7 aq) (0 (CL t)
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dove, ovviamente,
1/) (q? t) = (7/)017 T/Jt)

Cerchiamo adesso eventuali stati che siano indipendenti dal tempo, stati stazionari. Uno
stato ¢ stazionario se per ogni ¢ risulta

Yy =U )Py = Xy, A€C
poiché se ¥, = A\, allora ¢, e 1, appartenendo allo stesso raggio, sono rappresentativi del
medesimo stato. Siccome A puod dipendere dal tempo abbiamo la seguente equazione agli
autovalori

U (t)vo = A(t) ¢
Sostituiamo quanto trovato nell’equazione dipendente dal tempo

inA ()Y = H (M) = (1) Hiyy =
. Y0
H = ih—=
qu)O ? )\(t) 1/)0
Esaminiamo la seconda equazione. Siccome il primo membro non dipende dal tempo, il
secondo membro deve essere costante, questo comporta che 1, &€ autovettore dell’hamiltoniana

all’autovalore

d’altra parte A (0) = 1, sicché

e, dunque

E
Y, = exp <Ztﬁ> Yo

Giustamente, ¢, & 1, a meno di una fase: questo conferma che 1, rappresenta uno stato
stazionario, ma ¢ pure in accordo con il fatto che, siccome v, ¢ autovettore di H all’autovalore
E, per definizione

f(#)vo = £(B) ¥,

Yy = exp <—it%> g = exp <—it%) Wy

Quest’ultima osservazione mostra come valga anche il viceversa di quanto detto sopra: se 1)
¢ autovettore all’istante 0 dell’hamiltoniana all’autovalore E, rimane tale (a parte un fattore
di fase ininfluente) nel tempo e percio ¢ il rappresentativo di uno stato stazionario.

dunque

Gli stati stazionari sono tutti e soli gli autostati dell’hamiltoniana.

Consideriamo ora uno stato qualunque v,. Sviluppiamo tale stato in serie degli autovettori
dell’hamiltoniana, nel caso di spettro discreto dell’energia, risulta

Yo=Y antp,, an= (Vg )

allora

H
wt = exp (Ztg) Xn:anwEn
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ma 'operatore ¢ limitato, dunque

3 FI —1 b
D e

Quanto scritto mostra come sia fondamentale il ruolo dell’osservabile energia in meccanica
quantistica. Determinati i suoi autovalori e i suoi autovettori risulta fissata 1’evoluzione
temporale di ogni stato arbitrario. Questo enfatizza l'importanza della risoluzione del
problema agli autovalori per H e mostra anche come in meccanica quantistica lo studio degli
stati stazionari sia di gran lunga piu rilevante dell’analisi dell’evoluzione temporale che tanta
importanza aveva in ambito classico.

Per completezza ripetiamo il calcolo di sopra nel caso di spettro continuo

Y, = exp (—it%) /dEz/)(E) Vg = /dEe’“E/hw(E) Vg

ovvia la generalizzazione al caso misto.
Per concludere, lo sviluppo di uno stato in autostati dell’energia prende il nome di
rappresentazione di Heisenberg.

Puo avere un interesse notevole studiare I’evoluzione nel tempo dei valori medi delle osservabili
0, piu in generale, dei loro elementi di matrice. Dati due stati al tempo ¢ I’elemento di matrice
dell’osservabile A vale

(01, Athy) = (U () o, AU (t) o) = (00, U™ (£) AU (t) 1))

e per i valori medi si ha

a(t) = (g, Apy) = (Yo, U™ (t) AU (t) )
Se poi ¥y = ¥y € autostato dell’energia nessun valor medio pud cambiare nel tempo, essendo
1 stazionario. La cosa ha il seguente riscontro algebrico

(o, At6,) = (U (), AU (0) ¥) = (€7, e B/ A ) = (Y, Atp)

Abbiamo visto come se 1), & autostato dell’energia, allora su di esso i valori medi di tutte
le osservabili sono costanti. Ci chiediamo adesso se esistono osservabili A per cui su tutti gli
stati i valori medi sono indipendenti dal tempo. Evidentemente deve essere, per ogni ¥,

(Y0, Athg) = (V4 Ay) = (1o, U™ (t) AU () o)
da cui, per ogni ¢
A= U™ (8) AU (£) < [A,U (8)] = 0
Deriviamo rispetto al tempo, ricordiamo che U+ = exp (itﬁ]/h) e che la sua derivata nel
tempo ¢ i/hUtH
0= %U+ (1) HAU () — %U+ (t) AHU (¢)
ponendo t =0

{FI,A} -0

Viceversa, se H ed A commutano, allora A e U (¢) commutano (lo abbiamo gia dimostrato
usando lo sviluppo in serie di potenze dell’esponenziale, e vale in modo ovvio se si utilizza la
definzione tipo sistema dinamico, vedi per esempio Analisi II per Fisici), dunque, gli elementi
di matrice (o i valori medi) di A restano immutati.

Un’osservabile A che commuta con H , equivalentemente che ha elementi di matrice costanti,
si dice costante del moto.

La conoscenza delle costanti del moto &, ora come in meccanica classica, utile per la soluzione
del problema dell’evoluzione temporale:

Se A ¢ una costante del moto e se ¢, é autovettore di A all’autovalore a, tale é anche 1),.
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Dimostrazione  (yme abbiamo detto A commuta con H e dunque con U, percid se 1, ¢ autovalore di A

(c.v.d.) all’autovalore a, tale € anche U, = ;.

IV.6.3 Schema di Heisenberg

Equazione Consideriamo ora sistemi dipendenti dal tempo, tali che, cio¢, ’hamiltoniana sia funzione
dlﬁere;’g;alﬁ esplicitadel tempo (per esempi,o una particella in campo oscillante). Sia U (t,to) 'operatore
di evoluzione temporale e supponiamo che ne esista la derivata rispetto a t. Siccome ¢ unitario

& sempre possibile scrivere la derivata come

d
ZU (1 t0) = =ik (t,t0) U (t,to)

d’altra parte
U (t,to) = U (¢, 1) U (¢, to)
derivando in ¢
—iK (t,t0) U (t,t0) = —iK (t,0) U (¢, 1) U (L,t0) = —iK (t,1) U (£, 10)
siccome U (t,10) ¢ invertibile
K (t,to) = K (t,1)

da cui K non dipende dal secondo argomento e si trova

LU (b t0) = K (£)U (t.t0)

dt
Abbiamo poi che d/dtU" = (d/dtU)"
+
UUt =1=0= % (Uty) = @—?) U+ C;—[tjw =iKtUTU —iKUUY =i (K* - K)

da cui K & hermitiano. Assumiamo, come prima per il caso indipendente dal tempo, che
K = H/h, allora si trova che U soddisfa ’equazione differenziale
H(t)

d
U (tty) = —i
dtU(aO) g

U (ta tO)

Ul(to,to) = 1

Sotto certe ipotesi su H, che noi assumiamo senz’altro soddisfatte nel caso fisico, abbiamo per

I) la formula. dl TI‘OtteI‘
L (t t“) - T eX[) __fL t dt/ H (t/>
’ t

0

dove T sta a indicare il prodotto T-ordinato (tempo-ordinato), cioé
T(a(ty) ...-a(ty)=a(ty) ... a(ty)

dove t;, > ... >t; da cui, serie di Dyson,

i t , , 0 i\" ot t1 tn—1
T exp (—%/to dt H(t)) :H+Z<—%> /todtl/t dtg.../to dt, H (t1)... H (t,)
n=1 0

(le ipotesi su H garantiscono la convergenza della serie).

Si noti che se H (t) commuta con H (t') per ogni t,t’, allora

U (t,t0) = Texp (—%/tt dt' H (t)) = exp <—%/t:dt’H (t)) .

0

Valori medi  Possiamo rifare nel caso generale il discorso su valori medi ed elementi di matrice delle varie
ed elementi ,ooryabili (in generale, dipendenti esse stesse dal tempo): presa una osservabile A (t) si ha

di matrice
a() = (v, AW Y,) = (U (t10) ¥, AW U (t,10) ) = (0, U™ (t10) AQ) U (t:20) 0y )
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si noti come questo signfica che preparato N volte lo stesso stato 1y, aspettato ogni volta
listante ¢ ed effettuata allora la misura di A (a; con ¢ numero della ripetizione dell’esperimento)
si ha che

Zai, _

Quanto detto finora a proposito dell’evoluzione temporale segue lo schema di Schrodinger
(Schrodinger’s picture). Visto che ogni stato del sistema ¢ determinato da un solo raggio,
ne studiamo ’evoluzione temporale e siamo in grado di conoscere tutto quello che ci occorre
(elementi di matrice o valori medi) una volta assegnata 1’evoluzione dello stato all’istante ¢ = 0.

D’altra parte ¢ possibile assumere un punto di vista leggermente diverso. Siccome ci
interessano, non tanto gli stati in se stessi, quanto i valori medi delle osservabili su tutti gli
stati, ogni modo alternativo allo schema di Schrodinger che ci consenta di avere 1’evoluzione
dei valori medi ¢ legittimo (e anzi equivalente).

Torniamo allora a scrivere 'equazione per a (t)

a(t) = (v AW v) = (¥0. U (tLt0) AD U (t10) %)

come si vede nell’ultima espressione gli stati sono quelli al tempo ¢t = 0, mentre 'operatore
associato all’osservabile A si evolve nel tempo sia a causa della sua dipendenza esplicita da
t, sia per la coniugazione tramite U (¢,tp). Veniamo cioé a ridefinire I'operatore associato
all’osservabile A come

Ag (t) = U™ (t,t0) A(t) U (t,to)

dove il pedice H sta per Heisenberg. Infatti, il punto di vista secondo cui a variare sono gli
operatori associati alle osservabili (e non gli stati) si dice schema di Heisenberg (Heisenberg’s
picture). Sinoti come questo schema sia conforme a quello naturale della meccanica classica,
nella quale effettivamente si fanno variare le osservabili f (p, q) essendo (p,q) = (p(t),q(2)).
Ci aspettiamo di trovare in questo schema nuove analogie con la meccanica classica

Passiamo a derivare gli operatori le, abbiamo
—diH = U (t,to) K () A(t) U (t,t0) + U™ (t,t0) 8’gft)U(t,t0) — iU (t,t0) A(t) K (t) U (t, ) =

DA 1 L S

= —atH += (U+ (t,to) A(t) H (t) U (t,t0) — U™ (t,t0) H (t) A(2) U(t,to)) -

— 8AH 1 + A + 7 + 7 + A _3121H Ly 2y _

= == (vt dvutiu - vt HUUt AU ) = = (Asfry — i dy) =
Ay 1. -

- o T [AH’HH]

dove si ¢ posto Ay /0t = Ut (t,to) (8;1 (t) /375) U (t,to).
Abbiamo percio ottenuto le equazioni di Heisenberg per ’evoluzione temporale nello schema
di Heisenberg
dAH 8AH 171~ N
R = S — | Au, flu
i = ot [Aw
che sono formalmente identiche alle equazioni di Hamilton. Cio implica, nella filosofia con
la quale abbiamo enunciato il postulato di quantizzazione, che si debba prendere per Hy
I’hamiltoniana classica.
Nel caso in cui 'hamiltoniana sia indipendente dal tempo
Hy () =Ut (W) HU (t)=H
poiché, in questo caso, H commuta con U e U™.

Sempre nel caso H indipendente dal tempo, abbiamo che se A ¢ una costante del moto, allora

{AH,E{} -0
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d’altra parte, assunto A indipendente esplicitamente dal tempo, si ha
dAn
dt
cioe Ay & indipendente dal tempo. Allora
(%/wt) = (woaAH¢o)

¢ indipendente dal tempo, come doveva essere.

Consideriamo di nuovo il caso di una osservabile G indipendente dal tempo. Possiamo porre
H = G, allora il sistema evolve tramite ’operatore unitario

Ug (a) = exp (—i%a)

dove a & un parametro reale (che nel caso in cui G sia effettivamente ’hamiltoniana ¢ proprio
il tempo). Ne consegue che ogni osservabile F', nello schema di Heisenberg, viene mandata in

Fy (a) = U (a) FUG (a)

Ora, definiamo la trasformazione infinitesima indotta da G come il termine lineare della serie
esponenziale

Ug (a) =~ H—%G’ =Ug (a)

Andiamo a vedere come evolve F' secondo la U (a)

e O (0) FO (@) = (14796 £ (12196 ~ £+ 65— e - py & [5o6] = F
Py ~ U% (a) FU (a) <]I+hG>F(]I hG) P+ 2GF - 220G F+m[F,G} P
cioe, per trasformazioni infinitesime

~ a -

UG(&):H—EG

una osservabile F' evolve in
~ . a [~ =~
Fy=F4+2 [F G}
ih
Ne consegue che F' commuta con G se e solo se F' ¢ invariante per la trasformazione infinitesima

Uc (a) indotta da G.
Vale allora il seguente

Una osservabile G indipendente dal tempo é una costante del moto se e solo se la hamiltoniana
del sistema ¢ invariante per trasformazioni infinitesime indotte da G.

IV.7 Sistemi composti: prodotto tensoriale di spazi di Hilbert

Ci poniamo ora un problema che riguarda formalismo (piuttostoche i fondamenti teorici)
della meccanica quantistica: vogliamo caratterizzare sistemi composti. Per agevolare la
comprensione di quanto diremo si pud supporre che il sistema sia formato da due sottosistemi
semplici: il nucleo e I'elettrone di un atomo di idrogeno.

IV.7.1 Prodotto tensoriale di spazi di Hilbert

Formuliamo in termini matematici il problema: il sottosistema 1 sia caratterizzato dallo spazio
di Hilbert H;, il sottosistema 2 da Hs mentre U'intero sistema da H. Vogliamo determinare la
relazione che corre tra Hy, Hs e H.

Passiamo momentaneamente in rappresentazione di Schrodinger. Allora H; eHs sono gli
spazi delle funzioni ¥ (q1) e ¢ (¢2) a quadrato sommabile. Ora, in meccanica classica, il
sistema composto ha coordinate (g1, ¢2) e percid H, in rappresentazione di Schrodinger, & lo
spazio delle funzioni ¥ (g1, ¢2) a quadrato sommabile. Inoltre, se ¥,, (q1) € ¢,,, (g2) sono basi
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ortonormali in H; e Ho, come si dimostra nel corso di Metodi Matematici, vale

‘IJ Q17 qQ Z Cng/Jn (h) Pm (QQ)

n,m

Da quest’ultima equazione si ricava che ‘H é il prodotto tensoriale di Hy e di Ha:
H="H1®H,

Se adesso torniamo al caso generale, abbandonando la rappresentazione di Schrédinger,
abbiamo ancora che lo spazio di Hilbert H ¢ il prodotto tensoriale degli spazi di Hilbert
dei sottosistemi. La definizione di H viene data come completamento del prodotto tensoriale
algebrico di H; e Hs rispetto al prodotto scalare definito per i vettori fattorizzabili H > ¢
(con ¢ € Hy e p € Ha)

(V191 Vapa) = (V1,%2) (1, 92)

esteso a tutto lo spazio per sesquilinearita.

I vettori di H che non sono fattorizzabili, ad esempio le funzioni qu 4 @ variabili non separabili,
si dicono rappresentativi di stati entangled (termine intraducibile in italiano e che sta per
confusi, intrecciati).

Un problema che si puo porre ¢ quello di definire le osservabili di 1 e 2 sull’intero sistema. A
questo scopo si procede ancora a definire I'operatore sugli stati fattorizzabili per poi estendere
per linearita. Siano A una osservabile del sottosistema 1 e B una osservabile del sottosistema
2: poniamo in modo naturale

Alp) = (AP)y
B(yy) = ¢(By)
Ne ricaviamo subito che A e B commutano (almeno sugli stati fattorizzabili)

[A, Bl (¥¢) = A(¢ (Bp)) — B((AY) ¢) = AYpBp — AYBp = 0

Notiamo che se i sottosistemi non interagiscono, gli unici stati possibili dell’intero sistema sono
quelli fattorizzabili e in questo caso la hamiltoniana del sistema composto ¢ data dalla somma
delle hamiltoniane. Mostriamo quanto detto andando a scrivere I’equazione di Schrodinger
dipendente dal tempo

d .
h— =H
ih= (¥9) (V)
d’altra parte

d
VitePrpe — Yoy = (ﬂ’t + 5ﬂ) (@t + 5%) — o to(e) =

e 2 4o (o)
sicché
1. _d Ay 1 1 o(a N\
%H(W) = E(¢¢)—<dtw+w >—%(H1w)s0+%w(sto)—

= %Hl (Vo) + 1H2(W) lh(H1+H2) ()

da cui H = H, + H, su tutti gli stati realizzabili dal sistema (cioe quelli fattorizzabili).
Si noti come in quest’ultimo caso le due hamiltoniane siano costanti del moto per lintero
sistema.

IV.8 Stati puri e miscele statistiche

IV.8.1 Manifestazioni del carattere statistico della meccanica quantistica

Abbiamo gia notato (fin dalla prima sezione di questo capitolo) che la formulazione della
meccanica quantistica ¢ statistica. Abbiamo visto come il carattere statistico si esemplifica
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quando si voglia misurare una certa osservabile A su un certo stato v del sistema: i risultati

della misura sono regolati da una distribuzione di probabilita, infatti, se per 1 scriviamo lo
sviluppo standard in autostati
1/) _ Z an)qun),
i,m

abbiamo che la probabilita di ottenere il valore aj per A &

P @) =3 |

Esempio di D’altra parte, questo aspetto statistico della meccanica quantistica si pud vedere
miscela statistica g0 imentalmente quando si sappia riprodurre N > 1 volte esattamente lo stato 1 scelto.
Alla base delle considerazioni di prima sta cioé I'ipotesi che esista un apparato preparatore in

grado di produrre sempre lo stesso stato v, il che non é detto a priori.

Supponiamo allora di ripetere I’esperimento di prima N volte avendo uno strumento che ci
prepara il sistema negli stati ¢, e 15, rispettivamente, Ny e Ny volte, con N = N7 4+ N;. Ora,
per lo stato ©;, j € Ja, la teoria prevede che, effettuando la misura di 4, si trovera 'autovalore
ax con una probabilita

A
P (vy)
Dunque, nelle N ripetizioni dell’esperimento, troveremo il valore aj per NiP{ (i) +
N2 P (15) volte, di modo che la probabilita di trovare aj, &

N N.
~ B ) + 57 B (1)

11 valor medio delle misure sull’insieme statistico {(v)y, N1/N), (¢4, No/N)} di stati risulta
N- N N- - N A

— A _ AV A 2 A _ i1 2 .

) = LB = k! W)+ gL ab W)= (v1 4wy ) + 32 (¥ A0, ) =

Ny - Ny -
AW+ FAW,)

P =

Effetti classici ed  Possiamo allora dire che (A) & un valor medio classico mentre A ¢ un valor medio quantistico.

effetti quantistici 3 1iq)  adesso, che si ha a che fare con due effetti statistici distinti, quello quantistico
ineliminabile e quello classico che deriva dalla nostra inabilita a conoscere esattamente lo
stato su cui andiamo ad effettuare la misura di un’osservabile (vedremo che in certi casi anche
questo secondo aspetto si presentera a priori).

I\V.8.2 Stati puri, miscele statistiche, operatore statistico

Stati puri Vogliamo, in primo luogo, dare una definizione generale dei concetti intorodotti prima. Il

S‘sa:?;flcc‘ﬂg nostro apparato preparatore produca gli stati (non necessariamente ortogonali!) ¢q,..., ¢,
con una distribuzione di probabilita p,, ..., p,. Diremo allora che il nostro strumento prepara
una miscela statistica {(¢y,p1),-.-,(®,,p,)} anziché uno stato puro. Detto questo, la

probabilita che dalla misura di una osservabile A sulla miscela statistica data si ottenga il
valore a;, ¢

P (miscela) = Z:ij,;4 ((pj)
j=1

da cui

percio (A) ¢ la media delle medie A (g;).

Operatore  Data una miscela statistica che, notiamo, potrebbe essere composta da infiniti stati, definiamo
statistico
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operatore statistico della data miscela

W= Zm ;o ¢;)

Vediamo alcune delle proprieta salienti di W. In primo luogo stimiamone la norma

ol _ [Zsei )] 1S s llel
ol — I = I =20=

dunque W & limitato e percio continuo. Andiamo a calcolarne 1'aggiunto

C,ij(eoj,zb)soj :ij(sojW)(C,eoj): ij(soj,c)eoj,w =
J J J

(¢, W)

= Y0 (05:0) 05w | = (WG 0)
J

da cui W = W, e operatore statistico ¢ autoaggiunto. Infine, abbiamo

(¥, Wep) = w,ij 05 0) 05 | = D05 (03:0) (W) = 3 pi (o5 0) [ 2 0
J J

da cui W & un operatore non negativo.

Per concludere notiamo che cambiando i ¢; per una fase 'operatore W resta invariato

> 0 (€%, 0) e, = ij i) e Pieip =" pi(0;,0) 05 = W
7 7

Vogliamo mettere in relazione W con (A). A questo scopo intorduciamo la nozione di traccia
di un operatore, dato un sistema ortonormale completo {t;,} si pone

TrB=) (¢ Biy)
k

ora, per dimostrare che si tratta di una buona definizione dovremmo verificare che per ogni
s.o.n.c. il risultato del secondo membro & sempre lo stesso. Ora, questo non ¢ in generale vero.
Si dovrebbe infatti avere, se {(} é un s.o.n.c.,

> (W, Byy) ZZ Ui BG,) () ZZ Cos i) (W1, BE,,) = Z(cn,Bcn>
k

da cui la validita della definizione dipende dalla p0581b1hta di scambiare le serie. Ora, ¢ facile
vedere che le due serie (quella prima in k e poi n e quella prima in n e poi in k) sono il
riordinamento 'una dell’altra: affinché abbiano la stessa somma, dal teorema di Dirichlet, ¢&
sufficiente che una delle due abbia convergente la parte positiva o la parte negativa (ad esempio,
basta che una sia a termini positivi). Avvertiamo che nel seguito di questa trattazione, come
di consueto, non approfondiremo il discorso matematico sulla traccia che ¢ in realta molto
complicato.

Per quanto ci occore, vogliamo vedere I'invarianza per cambiamento di s.o.n.c. per 'operatore
AW per A hermitiano limitato. Cominciamo col calcolare AW

AWY =AY pi(pjo0) ¥ =2 p; (%) Ap; =D p; (Ap;00;) ¥
J J J
calcoliamone la traccia
- Zzpj ()0 ¥x) (Vr, Ag;)
ko J

un suo riordinamento &

D i () (Vi Avy) = D p; (0 Ay)

j ok J
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0< > 1o (o, Apy)| < 141 p; = IIA]
J J

che ¢ finito se A & limitato. Sicché
Tr (AW) = (A)

e si tratta di una quantita banalmente invariante per cambiamento di base. Cosi come per
A =1, caso che vediamo esplicitamente'

TTWZZZPM(%% ZZPJ %ﬂbk wka% Zﬂj PP Zijzl
ko F

dove le serie si scambiano perché p; |(’L/Jk, <pj)| > 0.
Ricapitoliamo le proprieta degli operatori statistici

Un operatore statistico é continuo, autoaggiunto, non negativo e ha traccia pari a uno.
Notiamo che vale anche Tr (AW) = Tr (W A), proprieta vera in dimensione finita, infatti,

WAY = ij p;op;) Ay = ij 0 AY) ;= ij Ap;, ) 05 =Y p; (90 Ap;) ¥,
J

inoltre

() = > r (49 ij Ap;,05) —ZZ/)J (Apj, ) (Vi 5) =
J

J

Zzpj (A ) (Vi ;) = Z %ij (Apj, ) ;| =Te(WA).
ko k j

Siamo ora in grado di caratterizzare stati puri e miscele statistiche in termini di W.
Consideriamo due operatori statistici W7 e Wa, presa una loro combinazione lineare convessa
W = a1 Wi 4+ aaWs con aq, a0 > 0 e a3 + as = 1, abbiamo che W & un operatore statistico
(la verifica & ovvia).

Lo spazio degli operatori statistici é convesso.

Adesso, uno stato v & puro se il suo operatore statistico associato W = 1 o4 non ¢é scrivibile
come combinazione convessa (non banale) di altri operatori statistici, cioé se & estremale
nell’insieme (che abbiamo dimostrato essere convesso) degli operatori statistici. Infatti, valga

W =a1 Wi + aaWs

Wl:zpj o e;), Za] $;° ;)
J

calcoliamo il valor medio di W e di ay W7 + ao W5 sullo stato v, abbiamo

1= aq (1/)7 Wﬂ/’) + o (wa W27;[}) )
ora, siccome 0 < (¢, W1 2¢) < [[Wi2||=1e1l=aj + as con ag,as # 0, si ha

(1/)7 W1,27;[}) =1

1= ij (e, 0) | = ZUJ' (¢, 0) [

da cui, essendo le somme dei p; e dei o; rispettivamente pari a 1,
deduce che, per ogni j

con

da cui

(50| (6, 9)| <1, s

1= (e;,%)]" = | (6;,%)

il che & vero se e solo se tuttiip; e i ¢; sono pari a 1) a meno di una fase, da cui Wy = W = W.
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Gli stati puri sono estremali nell’insieme degli operatori statistici.

Ora, consideriamo di nuovo l'insieme degli operatori statistici e sia W uno stato puro, allora
W =W, Tr W =1 e, in pitt, W? = W, cosa immediata da verificare

W2 = (Yo1) (¥,0) ¢ = (¥,¢) (¥, ) ¥ = (¥,¢) v = WC.

Vale pure il viceversa, sia cioé dato un operatore statistico con W2 = W, siccome W = W,
allora W & un proiettore ortogonale. Notiamo che se fosse Wu = 0 per ogni u Tr W = 0, sicché
esiste un sottospazio non banale sul quale proietta W, ne consegue che esiste ug normalizzato
per cui

Wug = up,
completato uy a una base ortonormale w,, si ha
1=TeW = (up, Wuo) + (ur, Wug) + ... =1+ (u1, Wuy) +
essendo (U, Wuy,) > 0 si conclude che per n # 0
0= (un, Wup) = (tn, W?up) = (Win, Wuy,) = [Wuy, || < Wu, =0

quindi W & un proiettore sullo spazio generato da ug e, dunque, rappresenta lo stato puro uyg.

Un operatore statistico rappresenta uno stato puro se e solo se ¢ idempotente.

In meccanica classica si definisce la funzione normalizzata p (p, ¢) di modo che il valor medio
di una osservabile f (p, q) vale

<f>=/dpdqp(p,q)f(p,q)

(1y=e(w)

Inoltre, in meccanica classica, grazie alle equazioni di Hamilton, si ha ’equazione di continuita,
se v ¢ il flusso hamiltoniano

analoga alla

d
av = — -ndS
dt Jy” /zpv "
da cui, dal teorema di Gauf3,
dp
di — =0,
iv (pv) + 5

d’altra parte
div (pv) =V - (pv) = (Vp) - v+ pV-v =(Vp)-v

sicché
_OpoH _9p0H  Op op
9 0p 0pag "ot P Hlest g
infine
dp
E = [P, H]PB

Ci aspettiamo, naturalemente, di trovare un’equazione analoga nel caso quantistico.
Abbiamo

t) = ij (%‘ (t)o Pj (t))

da cui

Zﬂj%(%—(t ZPJ ( =5 (1) ) +ZPJ 0, (6).9) 1, (1) =
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= —ij (wj (t), %w) @, (t) + ij% [(¢; (t),%) p; ()] =

ij [% ((pj (t)owp; () — (4)0.7‘ (t) o, (t)) %1 P

per cui

2[5 000,0] - 0.

laddove, come avevamo visto, in meccanica classica abbiamo

Infine, andiamo a vedere cosa succede per ’evoluzione dei valori medi sulle miscele: operiamo
nello schema di Heisenberg

Tr (AW (t)) = Tr (AU (¢t,0)W (0)U™ (¢,0)) = Tr (U (¢,0) AU (¢,0) W (0)) =
= Tr(A4u (1) W(0))

IV.8.3 Sistemi composti e miscele statistiche

Consideriamo ora un sistema composto da due sottosistemi descritti dagli spazi di Hilbert
Ha e Hp. Il sistema complessivo sara rappresentato su H = H 4 ®H g, cosi ogni vettore ¢y € H
si scrivera come

= Zcij@igj = Z (Zcij@) gj = Z@}gg‘
— - , 7
poniamo ¢; = ¢/ ||<p]|| e§; = ||<pj||§] troviamo
Y= Z‘ijj
J

da cui ogni vettore si sviluppa come sopra con i ¢; € Ha di norma 1 e con gli §{; € Hp
ortogonali:

(901')90]') = ]-, (5135 ) pz i

Prendiamo ora ¢ € ‘H di norma 1

Z‘Pifwz%fj Z(‘Pm 5175 sz ij ZPi

1,J

Sia ora F' una osservabile di H 4. Andiamo a calcolarne il valor medio sullo stato puro 1 del
sistema intero

%Fw Z@zngz(pJ = Z (%,F% Ezaf sz <)0'L’F(p] ﬁ(FW)
2
con

W= sz i °p;)

dunque stati puri di H sono miscele statlstlche di Ha o Hp per quanto concerne un’osservabile
del primo o del secondo sottosistema.

Consideriamo un sistema composto da due sottosistemi tali da non interagire per tempi
maggiori di 0. Allora, I’evoluzione a t > 0 sara data dalla somma delle hamiltoniane H 4 e
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Hp. Presa F' osservabile su ‘H 4, abbiamo
Ho+H Hy+H
o= (om () o o (Bt ) )

ora, H, e F commutano con Hp. Notiamo che prese le osservabili A, B che commutano si ha
[A,B] =0=exp(A+ B) =exp(A)exp(B)

la dimostrazione ¢ immediata: prendiamo I'insieme completo v, degli autostati simultanei di
A e B, su di essi

exp(A+B)y, = e“thiy, =eebiy,
exp(A)exp (B)¢; = e exp(A)i; =e"e,
Allora
W ) = <w0,exp (it%> exp (ZtH?> Fexp (it%) exp (zt > )

(wo,exp (it%) Fexp (it%) exp (—it%) exp (—zt > )

(wo,exp <t%> Fexp (—n—) wo) = (W0 Fir () o) = Tr (Fiu ()W (0)

IV.8.4 Distinzione di stati puri e miscele statistiche

Abbiamo gia evidenziato come il carattere statistico della teoria che stiamo studiando
ha due origini: quella quantistica, secondo cui ogni misura ¢ regolata da un distribuzione
di probabilita, e quella che abbiamo detto classica (perché era presenta pure in meccanica
classica), data dal fatto che non sempre siamo in grado di specificare esattamente lo stato in
cui ¢ il sistema prima di eseguire una data misura.

Ci chiediamo ora se i due aspetti statistici possono essere distinti fisicamente (i.e., in termini
pratici, almeno in linea di principio).

Consideriamo due stati ortonormali ¢, e 5. Il sistema si trovi nello stato puro

2 2
Y =cipy +capy, el tle|" =1

che ¢ pure un insieme statistico W,,, oppure il sistema sia descritto da una miscela data
dall’insieme statistico seguente

Wi = {(wl’ |61|2) ; (9"2’ |02‘2)}

La domanda che ci facciamo & se & possibile distinguere nella pratica gli insiemi detti, visto che,
per entrambi, ¢’¢ una probabilita |¢; |2 di trovare il sistema nello stato ¢,. Sia A una osservabile
qualsiasi e procediamo a misurarla sul sistema nelle due configurazioni date. Sull’insieme Wi,
il valor medio di A vale

(A) = |er]” (1, Apy) + leal” (102, Ap)
sull'insieme W), invece
A = (c1py +capa, c1Ap; + caAp,) =
= a1’ (o1, A1) + ol (02, Apy) + €165 (92, Aipy) + cfea (91, Apy) =
(A) +2Rele1c; (pg, Apy)]
e la differenza nelle due medie indica il fatto che nell’insieme W, gli stati ¢, possono interferire.

W, € una sovrapposizione coerente degli stati di partenza, al contrario di W,,. In un conto
sono rilevanti le fasi dei numeri complessi ¢; e co, nell’altro compaiono solo i moduli.

Detto questo vediamo come si procede ad eseguire la distinzione (che abbiamo dimostrato
essere possibile) usando un argomento teoricamente rigoroso.
Come detto a suo tempo, i proiettori, essendo autoaggiunti, sono osservabili: in particolare per
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ogni ¢ € H, si ha che A = ( o & un proiettore, quindi un’osservabile. Se andiamo a calcolare
il valor medio di A su una miscela W troviamo percio (A) = Tr (AW) = Tr((( o ) W), se
W = {(¢i,pi)}, vale

(A) =D pi (0 (G0) O =D pi (20, 0) (G0) = (C PIIACINS ) (¢, W¢)

In linea di principio questo consente di ricavare sperimentalmente, per ogni ( € H, il valore
di ({,W() che determina completamente W (se esistessero due operatori tali che su ogni ¢
(¢, A¢) = (¢, BC), allora per ogni vettore varrebbe (¢,(A — B)({) = 0 che implica, in uno
spazio complesso, A — B = 0).

Una volta ricostruito W per vedere se si tratta di uno stato puro, basta farne il quadrato e
verificare se ¢ eguale o meno a W.

IV.9 Misura in meccanica quantistica

Quello della misura ¢ il capitolo pit controverso (a tutt’oggi) della meccanica quantistica. Noi
lo lambiremo appena, esponendo solo i risultati piu standard.

IV.9.1 Misure non ripetibili e misure ripetibili

Sia data una osservabile F' con spettro discreto Sp F' = {f}. Dato uno stato ¢ sappiamo
che ¢ possibile svilupparlo in autostati standard di F’ 1/}56") dove per ogni n 1/11(:) & autovettore
di F' relativo all’autovalore fi. Allora, se eseguiamo la misura di F' sul sistema nello stato 1

abbiamo la probabilita

di trovare il valore fi per F'. Se definiamo il proiettore ortogonale Py sull’autospazio F (fi, F),

abbiamo
P =3l = 3 (w ) o = 3 (v 0wl ) v
da cui |
(¥, Prip) = Iyl ZCW - ‘m) — Pk ().
E'\n!

Il problema che ci poniamo adesso ¢ di determinare lo stato del sistema subito dopo aver
effettuato la misura. Dobbiamo subito porre una distinzione tra misure ripetibile e
misure non ripetibili. Le misure ripetibili sono tali che se eseguita la misura si & trovato
per F' il valore f, ripetendo subito la medesima misura si ottiene di nuovo, stavolta con
sicurezza, F' = fi. Abbiamo insistito sul fatto che la seconda misura deve esser eseguita
subito dopo affinché il sistema non abbia un’evoluzione temporale tra le due misure.

Un esempio di misura ripetibile ¢ dato dall’esperimento di Stern e Gerlach: un fascio ben
collimato di elettroni entra in un certo strumento e viene diviso in due fasci: uno che & stato
deflesso verso 'alto, ’altro che & stato deviato verso il basso. Lo strumento adoperato pud
essere considerato un apparato di misura di una quantitd ignota s, cui assegnamo lo spettro
{£1/2} Per gli elettroni deflessi verso l'alto diremo che s, = 1/2, per quelli deflessi in basso
diremo s, = —1/2. L’esperimento di Stern e Gerlach si rivela allora una misura ripetibile,
perché se ripetiamo la misura su uno dei due fasci uscenti otteniamo un solo nuovo fascio che &
deviato allo stesso modo di quello incidente. Percio ’apparato di Stern-Gerlach compie misure
ripetibili: se per un elettrone vale s, = 4+1/2 subito dopo la misura ritroviamo con certezza
sullo stesso elettrone s, = +1/2.

Un esempio di misura non ripetibile & la misura dell’energia in una camera di Wilson: si
misura l’energia a partire dalla traccia lasciata dalla particella, dopo la misura pero la particella
é stata fermata sicché E = 0 e la misura non ¢ ripetibile.
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D’ora in poi ci occuperemo di misure ripetibili (in alcuni testi solo le misure ripetibili sono
designate come misure).

Eseguiamo allora una misura ripetibile di F' sullo stato v, trovato il valore f; per F', il nostro
problema ¢ quello di determinare lo stato ¢, che assume il sistema subito dopo la misura.
Quello che postuliamo ¢ che 9 dipenda linearmente da ¢ (non vogliamo in alcun modo
rinunciare alla linearita). Sia f; non degenere. Siccome se eseguiamo di nuovo la misura
dobbiamo riottenere il valore f;, con certezza, 1, deve appartenere allo spazio generato da v,
cioé deve essere proporzionale a ;. Cio significa che

(I =c (),

con ¢ (1) funzionale lineare, dunque della forma ¢ (¢) = (¢, ). D’altra parte se prendiamo 1
ortognale a 1)}, la misura di F' non puo avere dato il risultato fj di conseguenza 1, puo essere
posto eguale a 0. Ne deriva che ¢ puo essere preso eguale a 1,,. Concludiamo che 1'operatore
Apche allo stato v associa lo stato ¢, corrispondente all’evoluzione dello stato v sul quale sia
stata effettuata la misura di F' che abbia fornito il valore fj &

Py 0y,

se 1, ¢ non degenere. Dunque Ay = Fx.
IV.9.2 Misure fortemente ripetibili

Il caso in cui f; sia degenere non & cosi immediato. Infatti, non esiste pitt un vettore
privilegiato in E (fi, F') che ha come base ortonormale il set numerato da n {1#5:) } Si deve

allora introdurre il concetto di misura fortemente ripetibile: se lo stato iniziale ¢ tale che
effettuata la misura di F si ottiene con sicurezza fi allora dopo la misura di F' lo stato resta
immutato.

Vediamo come & possibile stabilire, almeno in linea di principio, se un apparato esegue
misure fortemente ripetibili di F. Sia 1 tale che ottengo con sicurezza f; misuando F' su
1. Caratterizziamo lo stato ¢ andando a calcolare su v i valori medi di tutte le osservabili
del tipo ¢ o ¢, come detto nella sezione precedente, questo consente di ottenere v dal quale
risaliamo a ¢ 01 e quindi a ¢ (a meno di una fase che sappiamo essere del tutto ininfluente).
Adesso andiamo a misurare F' su ¢ ottenendo con sicurezza fj. Il sistema adesso si trovera
nello stato ¢, , procedendo come prima posso sperimentalmente ricostruire 9, e verificare se
Y, =1). Se questo avviene I'apparato esegue misure fortemente ripetibili.

Restringiamoci a considerare misure fortemente ripetibili. Come prima sia v lo stato iniziale
su cui effettuiamo la misura di /. Ammettiamo di ottenere il valore fy, cerchiamo 9, stato
evoluto ¥ nelle ipotesi dette. Imponiamo

¢+ = Aklp

con Ay lineare. Adesso andiamo a cercare Ai. Comiciamo con lo scegliere 1 autostato per
F all’autovalore f;. Per ipotesi ¢, deve rappresentare lo stesso stato di 1, percio deve
appartenere al raggio per 1. Ne deriva che

w+=a(w)1/)

siano ora 1; e ¥, vettori indipendenti nell’autospazio relativo a fi, per quanto detto sopra,

Yy =« (1) ¥y, Yoy = (¥2) Yo
da cui, preso ¢ = c19; + cat)y

Y, = cra(c1y + cahy) Yy + coa (19 + cathy) Py

ma, d’altra parte,

Yy = Ag (191 + cathy) = cra (1) ¥y + 2 (Pg) Py

dall’indipendenza di ¢, e 1), si ottiene

a(¥1) = aerhy +cathy) = a(¥y)
da cui a(¢) non dipende da ¢ € E(f;,F). Scegliamo adesso 1 ortogonale all’autospazio
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E (fy, F), allora non essendo possibile ottenere fj dalla misura di F' su ¢, evoluto di ¢ dovra
essere posto eguale a ¢, = 0, altrimenti cadremmo in una contraddizione (1) passa il test di
selezione relativo all’autovalore fi, dunque ¢ possibile misurare f su ). Ne abbiamo che
loperatore Ay ¢, a meno di un fattore «, il proiettore Py sull’autospazio relativo a f.

Ecco che la misura fortemente ripetibile ¢ quella che arreca il minimo disturbo al sistema (il
proiettato di un vettore essendo I’elemento appartenente allo spazio di proiezione pitl vicino
al vettore di partenza). Le misure fortemente ripetibili si dicono anche di minimo disturbo.

IV.9.3 Misure su miscele statistiche

Anziché effettuare la misura su uno stato puro, puo essere interessante andare ad eseguire la
misura su un insieme statistico W = {(p;, ;) }. Ciascuno stato della miscela viene mandato
in ¢ ,; = Prp,; di conseguenza l'operatore statistico viene mandato in

Wi =Y pi (Prp; 0 Pup)
Dunque, data la linearita e la hermiticita di Py

Wity =" p; (Prps ) Prp = Py = PWP,

Zpi (05, Petb)

Si noti che perd W non ¢ pitt normalizzato, dato che, in generale, Tr (P,W Py) = Tr (Pk2 W) =
Tr (P,W) < 1. Dimenticandoci dell’operazione di misura effettuata, 'operatore statistico che
descrive la miscela di stati selezionata da fj & percio

P,W P,
W' s ———.
© Tr (PW)

Si noti che la probabilita di trovare fr misurando F' su W e
Plf (W)= Zpiplf (ps) = Zpi (@i, Peip;) = Tr (W)

da cui

P.W Py
W' =
. (”)

k

IV.9.4 Commutazione temporale e algebrica di osservabili

Consideriamo, infine, due osservabili F' e G. Vogliamo calcolare le quantita P (f;,g;),
probabilita di ottenere prima f; e subito dopo g; misurando in sequenza F' e G.su un dato
stato W, e P (gj, fi), probabilita di ottenere prima g; e poi f; misurando sullo stesso stato G
e F. Diremo che F' e G commutano temporalmente se le due probabilita risultano eguali
per ogni coppia di valori in Sp F' e Sp G.

Cominciamo col calcolare
1
dove P; ¢ il proiettore su E (f;, F) e Q; ¢ il proiettore su E (g;,G).
Analogamente
in generale accade allora che le due probabilita risultano diverse, contrariamente a quanto
accade nel caso classico. Se invece vale

PQ;P = Q;PQ;

allora le due probabilita risultano eguali. Cominciamo col vedere che questo accade se P; e
; commutano. Infatti, usando ancora ’idempotenza dei proiettori

PQ;P; = P (PQ;)=(PP)Q; = PFQ;
Q;PQ; Q; (QjF;) = QP = PQ;
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Abbiamo dunque che le due probabilita si eguagliano su qualunque stato W se F; e @,
commutano. Se poi (); e P; commutano su ogni f; e g; si ha che le misure fortemente ripetibili
di F' e G commutano temporalmente. D’altra parte sussiste il seguente

F e G commutano se e solo se commutano i proiettori di ogni autospazio di F e G, cioé

F= Zfi-Pi
G= > 9P
j

5 [FaG}:O@[PLaQ]}:Ov%J

Se commutano tutti i proiettori commutano

[F,Gl=|Y_fiPy> giPi| =Y fig; [P, Q,] =0
: 7 0

Vediamo il viceversa, siccome F' e G commutano, hanno una base comune di autovettori che
chiameremo ¢, ;,,. Allora

F Pijn = ! iPijn
G%‘jn = G9jPijn
allora
F = Z fi (%‘jn ° ‘Pijn) = Zfz‘ Z (‘Pijn ° %‘jn) = Zfipi
i,7,n 7 Jm 7
G = Z gi (%‘jn ° %‘jn) = Zgj Z (‘Pijn © %‘jn) = Zngj
©,7,Mn 7 R 7
percio
P = Z (%‘j/n © %‘j/n) , Q5= Z (%’/jm o %‘/jm)
j'mn i m
sicché

PiQﬂ;[} = E Spij’n o gpij/n E <pi/jm o Qoi’jm 71[} = E cpij’n,? E (pi’jm o Qoi/jmw <pij’n =
j'n i'm J'm i',m

Z (‘Pij'm ‘Pz"jm) (%"jmﬂ/’) Pijin = Z 0701 0nm (‘Pi’jm?w) Pij'n =

i3 m,m i/, 3 m,m
= Z (@ijna w) Spijn = Z (Qoijn © @ijn) 1/)
n n

d’altra parte, in modo analogo

Questo comporta che se F' e G commutano algebricamente, allora commutano temporalmente.
Vale anche il viceversa.
Se per ogni W, 4, j si ha Tr (W P,Q; P;) = Tr (WQ; P;Q);), scegliendo per ogni ¢ € H, W = (o(,
siccome

Tr (Co¢A) = (¢, AQ)
vale

(¢, Q;PiQ;¢) = (¢, PQ;P() V(€ H

da cui per ogni 7,7 P; e (); commutano e per il teorema precedente commutano anche F' e G

Due osservabili commutano temporalmente se e solo se commutano algebricamente.
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IV.10 La notazione di Dirac

IV.10.1 Bra, ket e prodotto scalare

Fino ad ora abbiamo adottato notazioni comuni ai testi di analisi funzionale, evitando di
traumatizzare il lettore con la notazione di Dirac. Si tratta di una notazione semplificata molto
apprezzata dai fisici e molto poco digerita dai matematici. In effetti, le sue virtu matematiche
si riducono a compattezza ed estetica, mentre dal punto di vista teorico 'impostazione della
notazione alla Dirac comporta qualche difficoltd. Ad ogni modo & necessario che un fisico
sappia padroneggiare ambedue gli apparati. Non si pud percio fare a meno di dedicare una
sezione alla notazione di Dirac. Avvertiamo che, in questa sede, avremo modo di chiarire o
approfondire alcuni argomenti gia visti in precedenza.

Consideriamo il nostro spazio di Hilbert H, chiameremo ciascun elemento di H ket o vettore-
ket, e lo indicheremo con il simbolo [}, all'interno del quale porremo un segno distintivo. Ad
esempio se 1 & un vettore di H nella notazione usuale, potremmo indicarlo in notazione di
Dirac anche come [¢).

Consideriamo ora il duale algebrico di H}, ogni elemento x € H} si dice bra o vettore-bra,
e si indica con il simbolo (|. Dunque il bra (x| corrisponde all’elemento x € H} e si scrive

x ([9)) = O 1¥)

E noto pero (teorema di rappresentazione di Riesz, vedi MMF') che ogni spazio di Hilbert &
autoduale, cioé ¢ isometricamente isomorfo al suo duale topologico H*. In altre parole esiste
un isomorfismo isometrico, che indicheremo con 7', dallo spazio H allo spazio H* che é il
sottoinsieme del duale algebrico, costituito dai funzionali continui. Ne deriva che a ogni ket
|1}, corrisponde uno e un solo bra continuo (¢| = T'|¢) tale che

W le) = (1), @)y, Vo eH
In notazione di Dirac il prodotto scalare tra i ket [¢)) e |p) si scrive allora (¢ |p).

Notiamo anzitutto, si veda MMF, che H*, duale topologico di H ¢ uno spazio di Hilbert,
mentre il duale algebrico & semplicemente uno spazio vettoriale (di dimensione infinita).
Inoltre, notiamo che

A1) 10))ge = A" ([19) [0))gy = A" (¥ ) = (M [0)

poiché per definizione

A (Y] = (A
Allora al ket A |¢) = |[A) corrisponde il bra (Ap| = A* (1.

Il teorema di Riesz garantisce che a ogni ket corrisponde un bra e che a ogni bra continuo
corrisponde un ket. D’altra parte, per come abbiamo definito un bra, ¢ evidente che non
a ogni bra corrispondera un ket. Bastera considerare un bra (] non continuo: se a esso
corrispondesse un ket |d), tale che per ogni ket in H

(0 1) = (1), 1))

allora (0| sarebbe continuo, il che ¢ assurdo. Un esempio molto semplice ¢ dato dalla delta di
Dirac in L2, essa ¢ definita sul denso delle funzioni continue in un punto f, sulle quali si ha

(0ao |f (2)) = f (x0)

ma su tale denso (d,,| non ¢ limitata, percid non puo essere estesa per continuita. Se ci
limitiamo a L? (—1,1) e consideriamo zo = 0, ci basta valutare la § sulla successione di
funzioni f,, a scalino normalizzate a 1 alte n > 0:

{020 [fn)] = n — oo

Nondimeno & possibile, uscendo da H, introdurre dei ket generalizzati che corrispondano ai
bra discontinui. E quello che abbiamo fatto quando abbiamo incontrato osservabili con spettro
continuo: gli autovettori di tali osservabili non sono vettori di H, ma il loro prodotto scalare
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con gli elementi di H & ben definito. In questo senso chiameremo |d,,) il vettore che non
appartiene a ‘H ma tale che

(6 lp) = (16), )

Nell’esempio della delta di Dirac, sappiamo che nessun vettore di L? ¢ Riesz-corrispondente
alla J, tuttavia possiamo costruire una successione di ket, cioé di funzioni L?, tali che al limite
convergono alla . Un esempio di una tale successione approssimante ¢ dato dalla successione
fn definita sopra: se g (z) & una funzione continua nell’origine calcoliamo

1

lim B fn(z)g(z) dz =g (0)

n—oo

Infatti,

1/n 1/n
g/ g(m)dx—g/ g(0) dz

—1/n —1/n

n 1/n
<5 [ lo@ -9 do

—1/n

‘/_11 In (@) g () dm—g(O)‘ _

fissato ¢ esiste v € N tale che |g(x) — g (0)] < € se z € [-1/n,1/n] con n > v, allora, per

n>v

n 2e
—_—— =c
2n

‘/iﬂdmgwwm9®ﬂ<

IV.10.2 Operatori lineari in notazione di Dirac

Un operatore lineare, ovviamente, associa a ogni |¢) un altro |¢/> di modo che
') = Aly)
Se |¢) e |¢) sono due ket chiamiamo elemento di matrice di A tra |) e |¢) il numero

(ol Afy) = (ol (A1)

L’elemento di matrice dipende linearmente da [i)) e antilinearmente da |¢).

L’operatore  Abbiamo visto prima che semplicemente giustapponendo un bra e un ket si ottiene il prodotto
V) (¢l come Yo goqlare tra il ket corrispondente al bra e l'altro ket. Vogliamo allora dare un significato alla
scrittura

[¥) (ol

siccome un bra agisce linearmente sullo spazio H dando luogo a un numero complesso, [¢) (¢
agira linearmente su H a dare un complesso moltiplicato per [¢), cioe

V) (pl: H — H
x) = (e x)I¥)

[¥) (el (Ix)) = [9) @ Ix) = (e X)) [4)

In altre parole 1) (| & un operatore lineare e precisamente
[¥) {pl = o

Ne deriviamo che I'ordine nel quale vengono scritti ket e bra ¢ assolutamente rilevante: solo i
numeri possono essere spostati a piacimento all’interno di un’espressione.

IV.10.3 Il problema dell’aggiunzione

Azione di ~ Consideriamo un bra fissato (p| e un’applicazione lineare A. A ogni |¢)) si puo associare
. unoperatore  olamento di matrice di A su ¢ e 1. D’altra parte siccome la corrispondenza ¢ lineare in |¢)),
lineare su un bra , A
I’associazione

[¥) = (pl (A4))

¢ un funzionale lineare, cioé un elemento del duale algebrico di H. Denotiamo con (p| A questo
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nuovo bra ottenuto a partire dal bra (y| e da A, abbiamo, per definizione

(Pl A) ) = (ol (A[))

In questo modo, abbiamo costruito, tramite A, una applicazione di H in sé:

(ol = (pl A

I’applicazione istituita & lineare

[((erl+ A {2l A[9) = ((prl + A (@2]) (A1) = (a] (Al)) + A (o] (Al¥)) =
(Pl D)) + (A2l A) ) = (1] A) [9) + (A (o] A) [4)

per arbitrarieta di |¢) si ha

({1l + A{p2]) A = (o[ A+ Ao A
D’ora in poi, visto che ({¢| A) [¢) = (@] (A|%)) scriveremo direttamente (p| A [1)).

Ora, sia [1)) un ket e sia A lineare, allora |[¢') = A[¢) ¢ di nuovo un ket. Al ket [¢))
corrisponde il (¥| e a [¢') = A[y) corrisponde il bra (¢'|. Denoteremo il bra (¢'| come
(] A*.

Vediamo che lapplicazione (1| — (1| AT & lineare. Consideriamo il bra (1| + A (15, ad esso
corrisponde il ket |10) + A* [1)5), a quest’ultimo A fa corrispondere il ket A |1)1) + A" A J1)y), il
cui bra associato &

(1| AT + X (3, AT
Abbiamo cioé¢ il seguente diagramma (ﬁ & 'H allargato a contenere i ket generalizzati generati

dal duale algebrico)
A

—  |¢) = Al
ro
My o (U] = (o)At
AT & un operatore lineare definito dalla seguente proprieta
[V') = Al) & (¥'| = (¥ AT
Sia ora |p) un altro ket, abbiamo

(WIAT o) = (¥ o) = (¢ [¢/)" = (bl Al9)"

Osserviamo che se poniamo |Ay) = A|¢), dobbiamo ammettere che
(Ay| = (y| AT

L’operatore AT agisce sul duale di H, d’altra parte, siccome esso & isomorfo a H, si puo dare
un senso alla scrittura

AT [y)
allo stesso modo in cui abbiamo dato un significato a

(V] A

basta invertire i ruoli di H e di H}.

E facile vedere che
(AN = 4; WA = A" AT; (A+ B)" = AT + B, (AB)T = BT AT
Abbiamo visto come l'operazione di aggiunzione cambi l'ordine degli elementi in una
espressione, A 1)) diventa (| AT, (AB)T = BT A*t. Infine
(Ju) ()™ = [v) (ul
cioé |u) & sostituito da (ul, (v| da |u) e 'ordine & cambiato, infatti
el (lu) WD) [0)]" = [ [u) (v [)]" = (& o) {u |} = [(¥] (Jv) ul) )]

Risulta allora naturale definire hermitiano coniugato
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(i) di un numero A, il suo complesso coniugato A*;
(ii) di un ket |4}, il suo bra (¥|;

(iii) di un operatore, il suo aggiunto

Ne otteniamo che per ottenere I’hermitiana coniugata di una qualunque espressione si
devono mandare tutte le quantita nei rispettivi coniugati e invertire 'ordine.
Facciamo un esempio: calcoliamo ’aggiunto del seguente operatore

B = A{u[ Av) |w) (]
allora
B = [¢) (w] (v] AT [u) X" = N {v] AT [u) [¢)) (w]

e questo dimostra la comodita della notazione di Dirac.

Nonostante questo non sara sfuggito il fatto che la notazione di Dirac tende a nascondere
difficolta matematiche pesanti quali i problemi di dominio degli operatori. Per questo, in
una trattazione matematicamente rigorosa. la notazione di Dirac andrebbe usata solo per
operatori e funzionali limitati.

Sia dato un ket 9 normalizzato a 1, (¢ [) = 1. Consideriamo allora ’operatore

Py = [) (¢
Esso associa a ogni ket un vettore proporzionale a |¢)) con costante di proporzionalita data dal
prodotto scalare con |¢). Vogliamo vedere che si tratta di un proiettore ortogonale sullo
spazio generato da [¢). Infatti
P} =P,
poiché

() WD [¥) (@ l0) = |) (@ [9) (¥ [) = (|9) (&) )
(7 Plzr = Pd"
Data una base ortonormale {|¢,,)} si ha

o= (Wa o)) =D [n) (W, o)

n=1
cioe
o0

I=) " [¢.) (¥,

n=1

che ¢ la relazione di completezza.
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Capitolo V

L’equazione di Schrodinger

Abbiamo imparato che uno dei problemi pit importanti della meccanica quantistica & quello di
determinare autovettori e autovalori degli operatori che rappresentano le osservabili. Un punto
fondamentale & che ci interessano anche gli autovettori impropri che sappiamo non appartenere a
‘H. Si tratta allora di capire dove ha senso cercare questi autovettori: la questione & molto piu
complicata di quello che possa sembrare e noi non riusciremo a risolverla completamente, tuttavia
nello studio dell'equazione di Schrédinger unidimensionale, troveremo alcune importanti risposte.
Segnaliamo il debito che tutto questo capitolo ha con il capitolo 7 delle Lezioni di L. E. Picasso
(si veda la bibliografia).

Le prime cinque sezioni trattano il caso unidimensionale. Nell'ultima sezione ci si occupa del caso
tridimensionale in alcuni casi semplici (funzione d'onda a simmetria sferica).

V.1 Particella libera

V.1.1 Determinazione degli stati stazionari

In questo capitolo ci occuperemo del moto unidimensionale, per cui la particella libera sara
considerata vincolata su una retta. In questo modo ’hamiltoniana del sistema si riduce a

p2

2m
Ne deriva subito che H e p commutano. Esse hanno percio un insieme completo di autovettori
(impropri) simultanei. L’osservabile p ¢ non degenere, perché fissato p = p’ esiste, a meno di
una fase, un solo autovettore improprio relativo a p’, il vettore |p’). Questo significa che ogni
autovettore di p & anche autovettore di H. Quanto detto ¢ il risultato dell’applicazione del gia
enunciato, usato e dimostrato (ridimostrarlo non guastal)

Se [A, B] =0 e se Ay = at) allora B é ancora autovettore all’autovalore a di A, cioé
Y € E(a,A) = By € E(a, A)
Se poi a é un autovalore non degenere, allora esiste b

By =W = € E(b,B)

Abbiamo

A(BY) = B(A¢Y) = B (a)) = a(BY)
da cui By € E (a,A). Se poi a & non degenere allora E (a, A) = Span (1)) da cui

By = by

e Y é autovettore anche di B.

Ne consegue che gli autovettori 1, costituiscono una base di autovettori di H. Adesso ¢ facile
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calcolarne gli autovalori F
/2

2
p p
MMZHWF7EWF7EW>

da cui

B p/2

2m
e lo spettro di H ¢ Sp(H) = {E € R|E > 0}.. Da questo si deriva che H ha solo autovalori
impropri.

Vogliamo calcolare adesso la degenerazione dell’autovalore E. Questo equivale a contare gli
autovettori indipendenti che hanno come autovalore E. Banalmente la degenerazione ¢ 2 se
E # 0, perché se p’ = v2mFE gli autovettori corrispondenti all’autovalore E sono |p’) e |—p/).
Ne segue che tutti e soli gli autovettori di H sono del tipo

alp) +B|-p), aBeC

Il significato fisico della degenerazione & del tutto evidente in senso classico: lo stato |p’)
corrisponde al moto da sinistra a destra, lo stato |—p’), al moto nel verso opposto. Cio che
classicamente non ha del tutto senso € - ovviamente - la sovrapposizione dei due stati di cui
sopra. In termini ondulatori lo stato sovrapposto & invece facilmente comprensibile.

Il problema degli stati stazionari ¢ definitivamente risolto. Si noti come non si ¢é fatto uso di
alcuna rappresentazione particolare.

V.1.2 Stati stazionari in rappresentazione di Schrédinger

L’equazione di Schrodinger per la particella libera é
52 d2
 2m da?

¥ () = B (x)

da cui

¥ (@) = -2 (2)

e la soluzione piu generale di questa equazione ¢, se £ € C

¥ (x) = aexp (z 2;nEw> + Bexp (—i Q;:E

x>7 a,8eC

Cosi, a differenza di quanto ottenuto nella sottosezione precedente, qui otteniamo una soluzione
(impropria) per ogni valore di E, anche complesso. Come abbiamo scritto nell’introduzione di
questo capitolo, cio & dovuto al fatto che non abbiamo chiarito bene dove cercare la soluzione
impropria dell’equazione differenziale. Ora, siccome in rappresentazione delle coordinate si
deve riottenere quanto sopra, dobbiamo eliminare i valori negativi e immaginari dell’energia. In
effetti la differenza tra gli £ > 0 e gli altri valori di F, sta nel fatto che se accettiamo F negativi
o E con componente immaginaria abbiamo soluzioni che scoppiano all’infinito. Sembra allora
che la ricerca delle soluzioni vada eseguita tra le funzioni d’onda che si mantengono limitate
per x — Foo. In altri termini

Se vogliamo determinare autovalori e autovettori impropri di una osservabile, dobbiamo
accettare solo quelle autofunzioni che, in rappresentazione delle coordinate, si mantengono
limitate all’infinito.

Come deve essere, scelto E£ > 0, ritroviamo la degenerazione doppia dell’hamiltoniana. Si noti
infine che I'autofunzione scritta ¢ la funzione d’onda relativa a « |p') + 8|—p’).

V.2 Operatore di inversione spaziale

V.2.1 |l teorema di degenerazione

Per determinare informazioni importanti sulla degenerazione di osservabili di cui, per esempio,
non siamo in grado di individuare esplicitamente gli autovettori, & utile il seguente
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Se due osservabili B e C' commutano entrambe con una osservabile A, ma non commutano
tra di loro, allora A é degenere.

Infatti, se A fosse non degenere, ogni suo autovettore sarebbe autovettore simultaneamente
di B e C come deriva dal lemma della sezione precedente. Da questo si ricava che B e C
avrebbero un set completo di autovettori simultanei (quelli di A). Ne deriverebbe [B,C] = 0,
contro l'ipotesi.

Prima abbiamo visto che ’hamiltoniana della particella libera & degenere. Possiamo
inferire questo risultato dal teorema di degenerazione se troviamo un operatore autoaggiunto
diagonalizzabile tale da commutare con H, ma non con p. Un tale operatore ¢ l'inversione
spaziale, I. Torneremo su questo esempio dopo aver studiato I.

V.2.2 L'operatore di inversione spaziale

La definizione di operatore di inversione spaziale si da solitamente in rappresentazione delle
coordinate: I associa a 1 (z) la funzione ¥ (—z) (facendo l'ipotesi di lavorare o su tutta la
retta, oppure su un dominio simmetrico nell’origine).

Analizziamo di seguito le proprieta di I:

Si ha I%¢ (x) = Iy (—x) = ¢ (x) per ogni ¢ (x) € L% da cui I? = I. Chiaramente I ha
norma 1 e percio & continuo.

Dati due stati A e B calcoliamo
AI11B) = [ 44 @) (~a) do = [ 6 (-0 ) dy = (BIT|A)
da cui
I=1"

si noti come l'ipotesi per cui I'intervallo di integrazione & I-invariante sia essenziale ai fini della
hermiticita di I. Dato poi che I e I sono definiti su tutto L?, si ha che I & autoaggiunto.
Ne consegue che I ha autovalori reali

(AT |AZ AJA)
(AlT]4)" = A" [A)

I14)=X|4)= =A=X"=)XeR

Siccome I ¢ autoaggiunto e idempotente, si conclude che ¢ unitario, I? = It = 1] = L.
Ma un operatore unitario ha autovalori (se esistono) di modulo 1:

I1A) = XA) = I = T[] = AT = (Al =1

D’altro canto se I ha autovalori, questi sono reali, percio lo spettro di I ¢ ridotto al piu a
{£1}. 1l fatto che esistono autovettori di I agli autovalori specificati ¢ immediato. Le funzioni
pari sono autovettori relativi a 1, le funzioni dispari sono autovettori relativi a —1.

Inoltre, le autofunzioni di I costituiscono un set completo, infatti ogni f (z) € L? si puo
scrivere come combinazione lineare di una funzione pari e di una funzione dispari

f=i@IED @S

Siccome I ¢ unitario esso induce un cambiamento di rappresentazione sulle osservabili del
sistema. Percio, ¢ interessante vedere come agisce sulle p e sulle q. Facciamo il calcolo in
rappresentazione di Schrodinger:

Iql 9 (z) = Iq¢ () = T2 (—2) = 29 (z) = —q¢ (2)
da cui

Iql = —q,
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per quanto riguarda I'impulso si ottiene, posto ¢ (z) = ¢ (—z) = I (z)
- dy ay
Ity (@) = Ipih(a) = 150 (2) = 5 (~)

d’altra parte

d d d
Iz (9 (x)) . = d_y (v) ot Ir (z) . =
dy d _d
&| 'Y =Y
da cui
dv/ d
IpI¢(x) = d—i} (—z) = —d—i (x) = —pv

da cui I anticommuta con le p e le ¢:

Ipl' = —p, Iql = —q
Siccome I cambia segno alla coordinata e all’impulso, prende proprio il nome di inversione
spaziale.
Quanto detto vale - parola per parola (a patto di aggiungere un pedice i a p e q) - pure nel
caso a piu dimensioni.
L’operatore di inversione spaziale & spesso molto utile nella ricerca degli stati stazionari di una
hamiltoniana. Vale per esempio la seguente

Se H ha autovalore E non degenere, e H commuta con I'operatore di inversione spaziale I,
allora gli autostati di H all’autovalore E sono a parita definita (i.e. in RS sono funzioni pari
o dispari).

Discende dal lemma V.I dimostrato sopra. Se ¢ ¢ autovettore di H a FE, allora anche I ¢
autovettore di H a E. Ma tale autospazio ¢ unidimensionale percio

Iy = by

ma b = %1, sicché ¢ & pari o dispari.

Nel seguente esempio si vede invece un caso - in certo modo - opposto: si usa I per mostrare
che I’hamiltoniana & degenere.

Come promesso, torniamo al problema della particella libera unidimensionale. Avevamo
detto che H commuta con p e che avremmo trovato I che commutasse con H, ma tale da non
commutare con p. Allora, 'operatore di inversione spaziale fa al caso nostro: come detto non
commuta con p, inoltre

Ip*I = IpI IpI = —p(—p) = p*
da cui [H,I] = 0. Dal teorema di degenerazione si ricava subito che H ¢ degenere (come
avevamo gia visto in altri due modi).
Gli autovettori di H sono gli autostati dell’impulso |p’) che in RS si scrivono come onde di
de Broglie, e */" da cui, operando una inversione spaziale, si ha
Ieip'm/ﬁ — efip'm/ﬁ
percio
Ip') = |-p)
Ma, siccome H e I commutano, si ha che pure |—p’) & autostato dell’energia allo stesso
autovalore di [p’). Come autostati dell’impulso ad autovalori diversi, |p’) e |—p’) sono pero
ortogonali, da cui si ottiene che energia (se diversa da 0) ha degenerazione almeno due.

Puo interessare trovare le autofunzioni simultanee di H e I. Siccome le autofunzioni di H
sono tutte e sole le onde di de Broglie, decomponendole in funzioni pari e dispari si ottiene che
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gli autostati dell’energia pari sono

P
|p'y ) + cos (zﬁx)

|p_) > sin <z%x>

V.3 Caratteristiche delle soluzioni dell’equazione di Schrédinger

mentre quelli dispari sono

V.3.1 Caratteristiche generali delle autofunzioni d’onda

Dopo aver affrontato questioni introduttive come il caso della particella libera, ci
occupiamo adesso di descrivere le caratteristiche piu generali dell’equazione di Schrodinger
unidimensionale.

In rappresentazione delle coordinate essa si scrive

"0V |y (a)g(x) = B (2) > 0 (1) = 22 (V (2) - E) o ()

2m Ox? - h2
si tratta di una equazione differenziale ordinaria lineare e omogenea del secondo ordine: come
tale, per ogni ¥ € C, ammette due soluzioni indipendenti. Come annuciato nell’introduzione
e come abbiamo visto nella prima sezione di questo capitolo, a noi interessano le soluzioni
dell’equazione che soddisfino una delle due seguenti proprieta

2m

(i) appartengano a L? (R), si tratta allora di autovettori propri, che rappresentano stati
propri del sistema;

(ii) se non sono L? si mantangano limitate per z — o0, si tratta delle autofunzioni im-
proprie, come vedremo corrispondono a spettri continui dell’energia.

Un aspetto molto interessante dell’insieme delle soluzioni che ci interessano € che ci si puo
limitare a considerare quelle a valori reali: infatti, se 1 (z) & soluzione tale & pure ¥* (z) percio
sono pure soluzioni le loro combinazioni Re (z) e Im ) (x) (che tra laltro sono indipendenti
se ¢ non ¢ reale o reale moltiplicata per una fase).

Dato il potenziale V () conveniamo di dividere 1’asse delle x in regioni in cui

(i)se V() — E <0 (cioé E > V), regioni di tipo I;
(ii) se V (z) — E > 0 (cioe¢ E < V), regioni di tipo II.

Classicamente, le regioni di tipo I sono quelle in cui il moto ¢ possibile (visto che F —V =
K > 0), mentre quelle di tipo IT sono inaccessibili al sistema. I punti in cui F = V () si
chiamano punti di inversione (in meccanica classica sono infatti i punti in cui la particella
invertiva la direzione di moto- - -).
Quello che ci interessa & che nelle regioni di tipo I, risulta
12
Y <o

percio se la funzione sta sopra l'asse delle = la concavita é rivolta verso basso, viceversa, verso
I’alto.
Nelle regioni di tipo II risulta invece

’l/)”

— >0

(0
sicché le funzioni d’onda sono a concavita rivolta verso 1’alto solo se v & positiva. Nei punti
di inversione e nelle intersezioni della funzione d’onda con l'asse delle = si ha ¥ = 0, percid
la funzione presenta un flesso.
In conclusione, nelle regioni di tipo I la funzione d’onda ha un comportamento oscillante
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intorno a 1 = 0. Nelle regioni di tipo II la funzione si mantiene sempre sopra o sotto la
tangente finché ha segno costante, percio se attraversa 1’origine lo fa una volta sola.

Uno dei punti fondamentali dell’equazione di Schrédinger & la linearita. Dalla teoria delle
equazioni differenziali lineari (si veda Analisi II per Fisici) sappiamo che su ogni intervallo
chiuso in cui V & continuo la funzione d’onda ¢ definita, limitata e di classe C2. Se V' & continuo
la 9 puo scoppiare solo all’infinito.

Sia ora xo un punto di discontinuita per V (discuteremo in seguito, quando ci occuperemo
di buche di potenziale, il significato fisico di questa discontinuita visto che i potenziali sono
continui per costruzione) in cui V' ammetta finiti i limiti destro e sinistro. Da una parte e
dall’altra di zg sono definite due equazioni differenziali lineari a coefficienti continui. Per il
teorema di esistenza e unicita globale, dovranno esistere le soluzioni C? a destra e a sinistra
di xg, su intervalli, cioé, chiusi in zy. Questo comporta che ¥ non pud scoppiare neppure in
zg. Se ne conclude che se 1 scoppia allora lo fa nei punti in cui V scoppia

Adesso ¢ facile vedere che nei punti di discontinuita di cui sopra la funzione 1 & C!, ma
evidentemente non C2. Infatti, consideriamo un intervallo di ampiezza ¢ a cavallo di zg e
integriamo 1’equazione su tale intervallo

2m [Tote

n” J,,
siccome l'integranda & limitata per quanto detto sopra, si ha che il limite per ¢ — 0 del
secondo membro & nullo, percio la funzione d’onda ¢ C! (& noto che se esiste il limite in
della derivata, allora la funzione & derivabile - e quindi continua - in zge ivi la derivata & pari
al limite detto: in o la funzione & C*).

U (@0 +) =¥ (z0) = (V(z) - E) ¢ (2) dz

In tutto quanto visto sopra non abbiamo utilizzato il fatto che ¥ € L? sulla retta, percio in
particolare ¢ L? e L' su qualsiasi compatto. Preso allora un punto qualsiasi o € R abbiamo

2m xo+e

= 5 (V(z)— E)¢ (z) do

¥ (w0 +€) =4 (z0) =
e sull’insieme D = [xg,z + €] ¥ (x) € L'. Se nell'intorno di zg, V ¢ una funzione limitata,
l'integranda & L' in D. Per passare al limite nel secondo membro si pud procedere come segue

xo+e

lim, (V(2) = E)¢ (2) de = lim | (V(z) = E) ¢ (¢) xp dz
xo Do

dove Dq corrisponde a [zg, z¢ + €o] intervallo su cui V sia limitato. Ovviamente

(V(z) = E)¢ (2) xp < (V (2) = E)¢ (z) xp, € L' (Eo)
visto che al limite per € — 0 l'integranda va a zero, possiamo applicare il teorema di Lebesgue
per cui

lim (V(z)—E)¢Y(x)xpdx =0
e—0 Do

dunque si ha che dove V & limitato 1 & C! e, in particolare, non puo scoppiare. Ricapitolando

Le autofunzioni d’onda sono di classe C' nei punti in cui il potenziale é limitato, sono di
classe C?nei punti in cui il potenziale é continuo.

Se un’autofunzione d’onda scoppia in un punto, allora anche il potenziale dell’hamiltoniana
corrispondente diverge nel punto detto.

Consideriamo un potenziale che sia limitato inferiormente dalla costante M. Vogliamo
dimostrare che non esistono autofunzioni proprie corrispondenti ad autovalori E < M (nota
bene che questo non succede in generale, ma solo per determinate condizioni al bordo dettate
sull’equazione di Schrodinger).

Infatti, se andiamo a calcolare il valor medio dell’energia su un autostato a |E) troviamo

E = (E|H|E)=—(E|p°|E)+ (E|V|E) =

1
2m
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da cui F > M. Come anticipato questo vale perché nell’integrazione per parti si possono
trascurare i termini di bordo (stiamo lavorando sulla retta) della v che essendo L? va a zero
per x — +00

V.3.2 Autovalori discreti

In questa e nella prossima sottosezione passeremo in rassegna una serie di potenziali di diverso
tipo. Salvo avviso contrario consideremo potenziali continui (che hanno un senso fisico ben
fondato), riservandoci di discutere in seguito il caso di buche con potenziale discontinuo (in
parte gia considerato nella sottosezione precedente)

Il primo caso che andiamo a considerare ¢ quello di potenziale che diverge a 400 per x — Fo0.
Se il potenziale & continuo, allora esiste un valore minimo per V che denoteremo con Viuiy

Se E < Vi, allora tutto ’asse reale ¢ di tipo II. Come discusso sopra, in questo caso, se
1 & positivo sta sempre sopra la tangente, viceversa, sta sempre sotto. Sicuramente esiste un
punto g in cui ¥ (o) # 0 e supponiamo ¥ (zo) > 0 (altrimenti ci basta moltiplicare 1) per
—1 il che & lecito poiché I’equazione di Schrodinger & omogenea). Se ora v’ (zo) > 0 allora
a destra di 2o 9 (zo) sta sopra la tangente che diverge, percio ¢ (z) diverge a +00; se invece
Y’ (wg) < 0, allora a sinistra di zg 9 (o) sta sopra la tangente che diverge, percio 9 (x) scoppia
per £ — —oo.

In nessun caso, dunque, ¥ (z) & accettabile.

In questo caso esistono sicuramente due regioni all’infinito, |—oo, x|, ]2, +o0[, in cui
V > FE (tipo II). Fra queste due regioni ne esiste almeno una di tipo I. Nei due intorni
di oo di tipo IT la soluzione o tende a un limite finito o diverge, percio non puo piu oscillare.
Analizziamo il caso di limite finito. 1, concava, tenda a £ # 0, allora ¢’ e 1"’ tendono 0, ma
dall’equazione differenziale si ha che 9" tende all’infinito. Se ne ricava che i comportamenti
possibili all’infinito sono la convergenza a 0 oppure la divergenza. La soluzione & accettabile
solo nel caso in cui si abbia la convergenza.

Stabiliamo adesso il seguente

Sia E tale che gli intorni di +o00 sono regioni di tipo II (cioé V' > E) allora gli autostati
dell’hamiltoniana all’autovalore E sono propri, i.e. |E) € H.

Analizziamo il comportamento, per esempio, a +o0o. Come sappiamo & sempre possibile,
preso zo nell’intorno B di oo che ¢ di tipo II, scegliere ¢ (zg) > 0. Allora in B la funzione
d’onda ¢ convessa. Dunque, o 9 diverge, e allora non ¢ accettabile, o ammette limite finito.
Ma allora ©” e ¢’ tendono a zero.

Per 'andamento del potenziale si presentano tre casi

(i) il potenziale diverge;
(ii) il potenziale non ammette limite, ma si mantiene limitato;

(iii) il potenziale converge;

Vediamo prima (i). Per fissare le idee il potenziale diverga a +o0o0. Confrontiamo v con x.
Per il teorema dell’Hopital, il limite

lim zv) (x)

¢ eguale al limite, se esiste,
lim
v—oo d/dx (1/1)

visto che

lim 1 (z) = 0

r—00
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(come abbiamo visto prima, altrimenti ¥ (z) — oc). Calcoliamo allora il secondo limite,

abbiamo
1 2
llm ———— = — lim

oo dfda (1)) w0 ¢

riapplicando il teorema dell’Hopital,

lim ———— = — lim M
A e (1) T e

ma, siccome V — o0

Y
ot
e, essendo ¢ — 0, abbiamo
2 /
or g
In definitiva
lim z¢ (z) =0
percio, da un certo punto in poi
€
< —
(@) <
da cui
< £
¥ (@) < =

Nella regione B¢, la funzione d’onda ¢ continua percio L?, in definitiva ¢ € L?.
11 caso (ii) ¢ analogo. In B, si ha che

2m

O<E<§[V($)—E]<M

dunque, in B,
P 1
|¢”| =y >ep = ‘W < z

N / .
percio, essendo ¢ — 0, si ha ancora

e la conclusione ¢ quella del caso (i).
Resta da esaminare il caso (iii). Stavolta ¢ sufficiente notare che in B ’equazione si riduce a

2m
V' (z) = el (Vo — E)¢ ()
dove Vy > E & pari al limite di V per x — oo. La soluzione, asintoticamente, ¢ la
sovrapposizione degli esponenziali

2m
+kx .
€ 3 k = _h2 (VO — E)
scartato I’esponenziale divergente, ci rimane una soluzione L2.

(c.v.d.)  In ogni caso ¢ € L? e percio |E) € H.

In particolare, si ha che in questo caso tutti gli autostati possibili sono propri. Ne consegue
che si ha che fare con uno spettro discreto.

Discretizzazione Vediamo qualitativamente come avviene la discretizzazione dell’energia. Ridefiniamo
dello Sp'ffitrEO Penergia, il che & sempre possibile affinché Vi, > 0. Nel caso in esame possiamo accettare
solo soluzioni L? (R). Fissiamo un valore E per Ienergia. Prendiamo z nella regione II di

sinistra e fissiamo v (o) > 0 (sempre possibile per 'omogeneita dell’equazione differenziale).
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Figura 1. Comportamenti asintotici dato 1 (zo) al variare di 1’ (zo)

La soluzione ¢ adesso univocamente determinata una volta fissato 1’ (zo). Il comportamento
di ¢ (z) per £ — —oc dipende dal valore di ¥ (z9). Se ¢’ (zo) & negativo allora per grande
e negativo z, la ¢ diverge a 400 e percid non & accettabile. Se 1’ (x9) & positiva possono
verificarsi tre casi, sempre per il comportamento a x < xg: se il valore della derivata & troppo
grande la funzione puo intersecare l’origine e andare a —oo; se la 9’ (zg) ¢ troppo piccola
la funzione pud andare a +oo restando sopra ’asse delle x; esistera un valore intermedio di
Y’ (wg) per cui ¢ (x) va a zero per £ — —oo (per una esemplificazione si veda la figura V.1).
Non possiamo che scegliere quest’ultimo valore. Adesso vediamo cosa accade per £ — +00.
Per semplicita supponiamo che esista una sola regione di tipo I tra x; e x2. In quest’intervallo
la funzione d’onda ha un comportamento oscillante. Se prendiamo un valore di F vicino a
Vnin equazione differenziale si approssima come segue

'L/}H = T 15 (E - Vmin) 1/1

percio ¥ & praticamente armonica con lunghezza d’onda tanto pitl grande quanto piti & piccola
la differenza tra E e V. Allora possiamo pensare che, scelto E sufficientemente prossimo
a Viin, la soluzione si mantiene sempre positiva e percido convessa. In z3, in cui ¢ ha un
flesso ed & - per costruzione - positiva, si ripresenta una situazione simile a quella discussa
in xo. Ci sono valori di ¢’ (x3) per cui la soluzione nella regione di tipo II va all’infinito
rimanendo positiva, e valori per cui attraversa I’asse x e conseguentemente scoppia a —oo (per
x — o0). Per passare dalla prima alla seconda situazione si deve aumentare il modulo di
Y’ (13), percio esistera un valore intermedio (sicuramente negativo) per cui la funzione 1 va
a zero all’infinito. Dall’equazione di Schrédinger si vede che aumento di ‘1/)/ (x2)| si ottiene
aumentando la curvatura (rendendola piu negativa), percido aumentando lenergia.
Dall’intera discussione svolta si comprende come 1’autofunzione al piu basso valore dell’energia
non abbia zeri, o nodi. D’altra parte siccome gli autovettori di H devono essere ortogonali si
capisce come il numero dei nodi deve crescere all’aumentare dell’autovalore discreto E.
Tutto quanto discusso sopra in termini qualitativi e per il caso di autovalori discreti generati
da un potenziale con una struttura particolare trova sistemazione precisa nel seguente teorema
sul quale torneremo in seguito

Per un sistema unidimensionale siano Fg,FEy,...,E,,... gli autovalori discreti
dell’hamiltoniana ordinati in senso crescente, e siano 1tg,...,9¥,,... le corrispondenti
autofunzioni. Allora 1), (x) non ha nodi (non si annulla mai all'interno del suo dominio di
definzione), 1, (x) ha un nodo, -- -, ¥,, () ha n nodi.

Non ci resta che occuparci della degenerazione degli autovettori trovati, per fortuna sussiste
un risultato del tutto generale che ci giunge in aiuto

Per ogni sistema unidimensionale gli autovalori discreti dell’hamiltoniana sono non degeneri.
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Siano ¢, e @, due autofunzioni relative allo stesso autovalore discreto E dell’energia.
Moltiplichiamo le due equazioni differenziali per ¢, e 1, rispettivamente e sottraiamo membro
a membro
2m

Yoty () = 7z (V(2) = E) ¥ (2) ¥y (2)
= Y1y — P3Py =0
2m

Vi (2) = =5 V(@) = B) ¢y (2) ¢y (2)
da cui
d
Tr (77[1/11/}2 - 7/)17»//2) =0 iy — iy =C
ora, siccome all’infinito il primo membro si annulla si ha C' = 0, da cui

/ / d
Z_i - z_i < @(IOgﬂ}l —log®,y) =0 ¢, (z) = Cy, ()

percid ¢, e 1, non sono indipendenti ed £/ ¢ non degenere.

Si noti come 'ipotesi fondamentale nel teorema non & tanto il fatto che Pautovalore E sia
discreto, quanto che a +00 0 a —oo le autofunzioni di F si annullino. Avremo modo di usare
piu tardi questo fatto.

In conclusione consideriamo un caso notevole. Il potenziale sia pari. Allora la hamiltoniana

commuta con l'operatore di inversione spaziale. Come avevamo dimostrato sopra (in
conseguenza del lemma V.1) questo comporta che se 9 (z) & un’autofunzione anche ¢ (—x) &
un’autofunzione. Siccome poi gli autovettori sono non degeneri (poiché gli stati considerati
sono ad autovalori discreti), Iv (x) = ¢ (—x) ¢ proporzionale a v (x) per cui ¢ () = £ (—x)
e tutte le autofunzioni trovate hanno parita definita.
Torniamo a lavorare nel caso generale di autovalori discreti e potenziale qualsiasi ma pari e
limitato al finito. Allora sia ¢ un’autofunzione. Se essa ha uno zeri (contato con la propria
molteplicita) in z # 0 allora ne ha un altro in —z. Se ¢ & dispari ha un numero dispari di
zeri perché z = 0 & necessariamente uno zero. Se invece v ¢ pari essa ha un numero pari di
nodi, perché se si annulla in z = 0 lo fa con molteplicita pari. D’altra parte se ¢ ha uno zero
con molteplicitd maggiore di 1 allora ha nello zero derivata nulla e per il teorema di Cauchy
1 = 0 il che & assurdo. Ne consegue che 1 non puo averi zeri di molteplicitd maggiore di 1.
Percio le funzioni ¥ pari non hanno zeri nell’origine.

Se ora usiamo il teorema di oscillazione di Sturm-Liouville, abbiamo che, ordinati in modo
crescente gli autovalori discreti dell’hamiltoniana, i rispettivi autovettori di ordine pari sono
funzioni pari e quelli di ordine dispari sono dispari. Ne deriva, tra I’altro, che lo stato a energia
piu basso, cio¢ Io stato fondamentale ¢ pari.

V.3.3 Autovalori continui

Riprendiamo la discussione a partire da un potenziale che diverga per x — —oc e che asintotizzi
a un valore finito che possiamo sempre prendere uguale a 0 per £ — oo. Sia poi Vi, < 0. Un
esempio & fornito in figura V.2.

Ancora, se F < Vi, tutto Passe z & una regione di tipo IT percio tutte le soluzioni divergono
all’infinito (da una parte o dall’altra). Percio non ci sono autostati a energia inferiore a Viyiy.

Posto Vinin < E < 0 si ha che esistono due regioni di tipo IT intorno a +o0o0, mentre la regione
centrale, 1 < x < x2, ¢ di tipo I. Siamo allora nelle condizioni studiate nella sottosezione
precedente: esistono solo autovalori discreti dell’energia cui corrispondono autovettori non
degeneri.

Siccome V' & infinitesimo per £ — 400, quando V' <« FE la soluzione generale dell’equazione di
Schrodinger vale

ae«/?m\E\z/h +B671/2m|E\z/ﬁ’ Oz,ﬁ e (C, z — 400

Si noti che solo quando a = 0 la soluzione & accettabile.
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Figura 2. Primo potenziale per il caso di autovalori continui

Se E > 0 la retta reale ¢ divisa in due semirette di origine x1, quella corrispondente alle x
grandi e negative (x < x1) & di tipo IT Come discusso nella precedente sottosezione (figura V.1)
& sempre possibile scegliendo opportunamente ¥ (x¢), con ro < 21, ottenere una autosoluzione
che vada a zero per x — —oo. Siccome il resto della retta reale ¢ di tipo I sappiamo che la
soluzione si manterra comunque limitata per x — 400, percio sara accettabile. D’altra parte si
ha subito che la soluzione all’infinito sara oscillante, poiché assume la seguente forma asintotica

aeiw/27n|E|m/h +Be*i\/2mEm/h’ O‘aﬁ c (27 T — 400

Da quanto detto si ricava che per ogni fissata E > 0, esiste una soluzione dell’equazione
di Schrodinger che é accettabile e che all’infinito non tende a 0, ma presenta andamento
oscillante. Percio lo spettro dell’hamiltoniana contiene tutta la semiretta £ > 0 e a ogni
valore di F corrisponde almeno un autovettore improprio. Si noti che siccome le autofunzioni
considerate vanno a zero per £ — —o0, per il teorema di non degenerazione (e per I’osservazione

successiva), gli autovalori E > 0 sono non degeneri.

Analizziamo ora un potenziale che abbia un andamento tipo buca: il potenziale asintotizzi a
Vo per z — —o0 e a V] per x — +00. Si abbia pure un minimo Vi, < Vo < V4.

Banalmente, se £ < Vi, non si hanno autofunzioni accettabili e percido E < Vi, non €
autovalore.

Gli intorni di 00 sono di tipo I, in mezzo c¢’¢ almeno una regione di tipo I (in figura V.3
ce ne ¢ solo una). Sono allora possibili autovalori discreti e percio degeneri.

Per x grandi e positivi si ha una regione di tipo II, per x grandi e negativi, I’asse x &
invece di tipo I. Tutti gli F sono autovalori dell’hamiltoniana che presenta un intervallo di
spettro continuo cui corrispondono autovettori impropri non degeneri (si veda la discussione
precedente).

Certamente, per |x| grande si hanno regioni di tipo I. In mezzo dipende dalla forma specifica
del potenziale. Se consideriamo un potenziale tipo buca, come quello disegnato in figura V.3,
tutto Passe delle x ¢ di tipo I. In ogni caso all’infinito la soluzione si mantiene limitata perché
di tipo I (quindi oscillante intorno a 0). La cosa emerge anche andando a calcolare la forma
asintotica delle autosoluzioni: siccome FE — V & costante all’infinito, 'equazione & lineare a
coefficenti costanti con radici negative del polinomio caratteristico. Per 1 si hanno percio
combinazioni di esponenziali immaginari che certo sono limitati.

Ogni E appartiene allo spettro di H, ancora a spettro continuo corrispondono autovettori
impropri.  Ancora dall’esame delle forme asintotiche delle autosoluzioni si rinviene la
degenerazione doppia degli autovalori a £ > Vj.

V.3.4 Conclusioni

Abbiamo visto che dato un certo potenziale e un intervallo di energie possibili, il
compartamento delle autosoluzioni ¢ dovuto fondamentalmente ai tipi di regione in cui si



124 V L’equazione di Schrédinger

Figura 3. Potenziale tipo buca continua

va a suddividere ’asse delle z. Dall’intera discussiano deduciamo i seguenti punti

(i) tutto lasse x & di tipo II: nessun autovalore;
(ii) regioni attorno all’infinito entrambe di tipo II: autovalori discreti non degeneri;

(iii) regioni attorno all’infinito rispettivamente di tipo I e II (o viceversa): autovalori con-
tinui non degenerti;

(iv) regioni attorno all’infinito entrambe di tipo I: autovalori continui doppiamente degenert;
L’interpretazione classica della degenerazione quantistica ¢ la seguente (con riferimento
all’elenco di sopra)

(1) il moto non ¢ consentito;

(ii) il moto ¢ oscillante attorno a due punti di inversione: ¢’¢ un solo modo possibile per il
moto;

(iii) la particella arriva dall’infinito e viene rilanciata all’infinito dalla barriera di potenziale:
un solo modo possibile di moto;

(iv) la particella puo ora muoversi in due modi possibili: da destra a sinistra e viceversa.

V.3.5 Altre considerazioni

In questa sottosezione esamineremo di nuovo una buca continua, in modo da mettere in
luce alcuni aspetti fondamentali dell’analisi dell’equazione unidimensionale di Schrodinger.
In particolare vedremo una nuova giustificazione del perché si devono escludere le soluzioni
esplodenti dall’insieme delle autofunzioni.

Scelta di un Sia il nostro potenziale costantemente eguale a Vy per x < x,,, < 0 e nullo per > 0 (il

ppa(;tt?gjll:ig comportamento detto potrebbe pure essere asintotico, ma non & questo che ci preme ora).
Inoltre, il potenziale decresca fino a Vi, < 0 per poi crescere monotonamente fino a x = 0.
Caso 0< E <V Se Viin < F < 0 ritroviamo stati propri e non degeneri. Consideriamo allora il caso

0 < E < V. In modo esatto, allora la soluzione per = < z,, sara data da

e/ 4 Be= /M 0. BEC, x < T
con kK = /2m (Vo — E)/h. Adesso si tratta di scegliere «, 5. Finora abbiamo deciso di
escludere comportamenti asintotici divergenti e percid abbiamo posto § = 0. Vogliamo vedere

cosa implica, dal punto di vista matematico, porre 8 = 0 e cosa implicherebbe fare una scelta
diversa.
Comportamento  Posto 8 = 0 la soluzione dell’equazione di Schrédinger ¢ univocamente decisa (si tratta ora

a +oo, non
degenerazione
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di un problema di Cauchy) e cosi o a +00 la soluzione si mantiene limitata oppure dobbiamo
escluderla. Ma per = > 0, la soluzione ¢& di tipo

ae’te/h 4 pe=tke/h g b e C, x>0

con k = +/—2mE/h. Ovviamente la soluzione ¢ accettabile per ogni valore di a,b e questo
implica che la soluzione ¢ decisa dal solo parametro «, cosa consistente con il teorema di non
degenerazione (la 9 si annulla a —oo, il wronskiano di due soluzioni a E & nullo).

Se la soluzione ¢ non degenere allora 1", che & ancora soluzione, ¢ multipla di ¥, cioe @ &
una funzione reale moltiplicata per un numero complesso

Vi=ch=> Y-yt =(01-0)v

con f=2Imvy € R, percio ¢ = af. Ora, questo comporta che per z > 0 devono esistere due
costanti complesse A = a/a e B = b/« tali che

Aeik::v/h +Be—ik)$/h R
da cui
Aetke/h | ge—ike/h _ (Aeikz/h +Be—ikz/h)* — Are—the/h | pxgika/h

siccome €%/ ¢ il suo coniugato sono indipendenti, si conclude B = A* e la funzione d’onda

per x > 0 diventa

V(x> 0) = ae*@/h 4 g*em koM = Agin (kx + 6 (k)
Quello che ci proponiamo di vedere ¢ che, nel caso in cui siamo, nel quale cio¢ abbiamo
escluso la soluzione esplodente, e solo in questo, gli autostati impropri sono ortogonali cioé
¢ possibile scegliere A di modo che

“+oo
/ dl‘@/)kld)k? :5(]’(327]’(31)

— 00

V.4 Buche discontinue di potenziale: un esercizio notevole

In questa sezione risolveremo un esercizio in grado di chiarirci un po’ le idee su quello che
abbiamo fin qui visto.

V.4.1 Buche discontinue di potenziale

Come abbiamo pit volte sottolineato il potenziale & una funzione continua, tanto piu che in
fisica non ha senso parlare di quantita discontinue dal momento che non si & mai in grado di
effettuare limiti per dimensioni che vanno a zero (i nostri strumenti hanno tutti una risoluzione
finita per quanto piccola). D’altra parte pud accadere che il potenziale subisca brusche
variazioni, cioé vari in un intervallo di lunghezza ¢ da V; a Vs. E il caso dell’interazione
di un elettrone vicino alla superficie del metallo con gli ioni positivi del metallo stesso: in
pochi Angstrom il potenziale aumenta di una quantita pari all’energia di estrazione. In queste
situazioni, sia per semplicita che per ignoranza del modo, continuo, in cui questa variazione
occorre, si schematizza il potenziale con una funzione discontinua, magari a gradino. In altri
casi puod accadere che V5 > Vi sicché la schematizzazione puo diventare Vo = oo.

D’altronde abbiamo avuto modo di vedere che, in ogni caso, nel punto di discontinuita
la funzione d’onda deve essere C! il che colma la lacuna di informazione portata dalla
discontinuita del potenziale. Tra I’altro, il fatto che le funzioni d’onda dovessero restare C*, si
sarebbe potuto dedurre imponendo ’autoaggiunzione dell’operatore hamiltoniano H.

V.4.2 Buca rettangolare: stati legati

Cominciamo il nostro esercizio dallo studio di una buca rettangolare di potenziale. A meno
di innalzare tutti i livelli di una costante & sempre possibile porre Vi, = 0 (cosa che abbiamo
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ampiamente gia visto). Allora, il potenziale abbia la seguente forma
- ‘/07 ‘xl 2 a
V(x)f{ 0, |z|<a
con Vg > 0. Questo comporta che I'equazione di Schrédinger assume la seguente forma

v (@)= By ) e fal 2

2mE

V' () = Tz
Come sappiamo se ' < 0 non esistono autosoluzioni accettabili del problema. Se invece
0 < E < V) allora esistono solo livelli discreti di energia ' che corrispondono ad autosoluzioni
proprie e non degeneri. Infine, se £ >V} lo spettro & continuo, gli autovettori sono impropri
e doppiamente degeneri.

P (z), selz|<a

Cominciamo col determinare gli autostati legati. A questo proposito notiamo subito che
V (z) & pari e percio 'hamiltoniana commuta con operatore di inversione spaziale. Siccome
tutti gli autovalori in questa regione dello spettro sono non degeneri, allora sono a parita
definita.

Teniamo conto di quanto detto e calcoliamo la soluzione generale dell’equazione,per |z| < a
vale (si rammenti che E > 0)

1 = Acos (kz) + A’ sin (kx)

con
2mE
]{j =
h/ )
siccome F < V4, abbiamo
Y (x) = Bexp(—kx)+ B'exp(kz), sex >a
¥(z) = Cexp(kz)+C exp(—kx), se x < —a
dove
o — 2m (7‘;0 — E) .

Ora, sappiamo che la soluzione deve mantenersi limitata per x — +oo percid dobbiamo
imporre B'=0e¢ C' = 0.

Adesso studiamo gli autovettori pari: questo comporta immediatamente A’ = 0e B = C,
ne consegue che le autosoluzioni legate a parita positiva sono

Bexp(kz), sex< —a
Py (x) =< Acos(kx), se |z <a
Bexp(—kx), sex>a

non ci resta che imporre le condizioni di continuita per la 1, e la sua derivata, ovviamente
bastera imporre la continuita in a essendo per parita automaticamente verificata in —a

Be " = Acos (ka) o cos (ka) —er@ AN 0
kBe " = kAsin (ka) ksin(ka) —re "¢ B )
si tratta di un sistema lineare omogeneo nelle incognite A, B. FEsso ha come soluzione
A = B = 0 se il determinante ¢ diverso da 0. In questo caso ¥ (z) = 0 e la soluzione
non ¢& accettabile. Dunque, affinché la soluzione descriva uno stato del sistema dobbiamo
imporre che il determinante del sistema sia nullo
—kcos (ka) + ksin (ka) = 0 < ktan (ka) = k

Percio saranno autofunzioni accettabili solo le soluzioni per le quali E (k e k sono funzioni di
E) soddisfa I’equazione di sopra.
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Figura 4. In blu la {tan & (stati pari, +), in rosso la —¢/tan ¢ (stati dispari, —)

Vediamo che accade per gli stati legati dispari. Si ricava A =0 e B = —C percido

—Bexp(kz), sex < —a
Y_(x)=1¢ Asin(kz), se |z] <a
Bexp(—kx), sexz>a

e le condizioni di parita diventano

Be "* = Asin (ka) - sin (ka) —ef® AN 0
—kBe " = kAcos (ka) kcos (ka) ke "® B )

e imponendo ancora che il determinante sia nullo troviamo
ksin (ka) + kcos (ka) = 0 & k/tan (ka) = —k

Ovviamente, per risolvere le equazioni trovate dobbiamo usare un metodo grafico. definiamo
allora le variabili adimensionali

E=ka n=ka
percido dobbiamo risolvere
n = &Etané
no o= - <
tan &
Ma n a £ che non sono indipendenti, infatti si ha
52 o 2ma2E
= — 7
2 2ma® (Vo —E)
77 - h2
percio
2ma?
&+’ = 2 Vo =7°

cioe ¢ definitavemente fissata a r2 la quantita €2 +n2. Si tratta allora di trovare l'intersezione
delle curve di sopra con la circonferenza di raggio fissato r2 nel primo quadrante (x,k > 0
percio &, > 0).

Dalle intersezioni della circonferenza con i rami positivi delle curve di sopra si ricavano i
possibili valori di k e percio di E per gli stati legati. Dalla figura V.4 si vede poi che il
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numero di stati legati é sempre finito per qualsiasi energia. Un altro punto importante
¢ che esiste sempre uno stato legato (il primo & pari, come deve essere). Si noti che r deve
essere maggiore di w/2 affinché esista pit di uno stato legato, cioé deve essere

Interessante & vedere che cosa accade per Vy — oco. Numerando lo stato fondamentale con
n = 0, ascissa dell’intersezione dello stato n-esimo tende a (n + 1) /2 cioe si ha

22
ka:(n—l_l)ﬂ:\ﬂmEa:(n+1)7T:>En=(n+1)2 hm N
2 h 2 2m (2a)

Adesso vediamo come si modificano le funzioni d’onda al limite per Vj — oo: siccome
ka — (n+1)7/2 le condizioni in & = a sono

(2m+1
s

2

da cui la funzione d’onda dello stato 2m &

1
o @0 =cos (m+3) =, el <a

w2m (:I") = Ou |-’IJ‘ >a

77) =0, sin(mmr)=0

per lo stato 2m + 1

. ™
{ Yomyr (@) =sin(m+ 1) =, |z|<a
Vomy1 (@) =0, | > a

D’altra parte U'insieme delle v, (z) & completo percio ogni funzione d’onda ¢ nulla per |z| > a,
al contrario di quello che accadeva per Vj finito. In questo caso si dice che la particella
¢ vincolata a muoversi sul segmento lungo 2a. Ne ricaviamo che se la particella ¢
vincolata ci possiamo disinteressare di quello che accade fuori dall’intervallo [—a, a] e risolvere
I'equazione di Schrodinger con le condizioni al contorno di annullamento al bordo (buca di
Dirchlet). Questo & un fatto generale: qualsiasi sia il potenziale, per la particella vincolata
vale I'equazione di Schrédinger con la condizione di annullamento al bordo (questo perché,
per esempio, le condizioni al bordo garantiscono 'autoaggiunzione di H).

V.4.3 Importanza delle condizioni al contorno: un altro problema

Come ¢ ben noto, risolvendo il problema di una particella in una scatola (unidimensionale
di lunghezza 2a) si riottengono, con le condizioni di Dirichlet dette, le autofunzioni di sopra.
Una scatola ¢ allora schematizzabile come una buca infinita di potenziale.

Abbiamo visto qual & I'importanza delle condizioni al contorno in una equazione differenziale
come quella di Schrédinger. In particolare tutta 1’analisi fatta nelle sezioni predenti era valida
perché si richiedeva che le autofunzioni fossero L? oppure fossero limitate all’infinito. Dunque,
anche nel lavoro di prima avevano una importanza determinante le condizioni di bordo. Come
vedremo ancora tra un po’ e come dovrebbe essere noto dal corso di Metodi, le condizioni al
bordo sono anche legate al dominio di definizioni di H e come tali non possono essere scelte a
caso ma devono garantire 'autoaggiunzione.

Per puntualizzare meglio quanto detto, modifichiamo la buca di Dirichlet, passando a
considerare le condizioni alla Robin. Il problema che ci poniamo ¢ il seguente

o @) = B (@)

Y (£a) = ti¢(+a)
che sembra rappresentare, seppure con strane condizioni al contorno, la particella libera
vincolata su un segmento ancora lungo 2a. Vediamo che si puo dire se t+ € C. In primo
luogo, richiediamo che H sia autoaggiunto, altrimenti il problema non & fisico. Per questo,
come al solito, ci accontentiamo di imporre I’hermiticita: ci basta che a essere hermitiana sia
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la derivata seconda
d? a a a
a * * a a
(f,@Q) — f*g/l: f*g,‘,a— fl gI: f gl|7a_ fl*g|7a+ fl/*g
—a —a —a
da cui la condizione per I’hermiticita ¢
Fo1l =92, & fg'(a) = g (—a) = f"g(a) — f"g(~a)
tenendo conto delle condizione al contorno
tygf*(a) —t_gf* (=a) = 4 fg(a) =t fg(-a)
(t+ =t3) f79(a) (t- —t2) frg(~a)
per soddisfare la quale ci basta t,,t_ € R.
Non vogliamo rinunciare neppure alla commutativita con I (in fin dei conti si tratta ancora di
una particella libera), ma questo implica che ¢, = —t_ =t € R. Infatti, per poter verificare

che H e I commutano & necessario che I (z) appartenga al dominio di H, ma questo &
possibile solo se t4 = —t_.

Le condizioni al contorno sono diventate quelle di Robin:
h2
—>—U" (z) = Ev(x)

2m

Y (+a) = =+t (+a), teR

Ora, vediamo che gli autovalori di H sono non degeneri: ripercorrendo la dimostrazione del
teorema di non degenerazione ci basta vedere che

1/1/1@[’2 - 77[’1"’//2 =0
in un punto: ci basta prendere x = a e abbiamo
wlﬁpz - 1/)11/)/2 =ty — 1y =0

da cui abbiamo che gli autostati di H sono ancora a parita definita.
La soluzione generale dell’equazione differenziale &

¥ (x) = Aexp (#x) + Bexp <—$m)

Sia ora E < 0 allora la soluzione ¢ la sovrapposizione di due esponenziali reali. Cominciamo
con il selezionare quella pari:

k= —‘QTZ'E‘ =9, (v) = Acosh (kx)

imponiamo le condizioni al contorno
¢, (a) = tAcosh (ka) = kAsinh (ka)
da cui si ottiene la condizione
t cosh (ka) = ksinh (ka) < t = ktanh (ka)
Veniamo agli stati dispari a £ < 0
_ (x) = Asinh (ka)
le condizioni al contorno diventano
k
tanh (ka)
Adesso dobbiamo vedere se per qualche t le condizioni determinate possono essere soddisfatte
la qual cosa implicherebbe D'esistena di stati a energia negativa (da cui ’hamiltoniano non
potrebbe essere considerato autoaggiunto). Usiamo ancora un metodo grafico: in ordinata
riportiamo 7 = ta e in ascissa £ = ka e intersechiamo le funzioni di £ con la retta fissata di
ordinata ta. Poiché ka > 0 e le funzioni in questione sono positive possiamo limitarci al primo

quadrante. Siccome troviamo delle intersezioni se t > 0, si veda figura V.5, esiste almeno uno
stato (pari) a ' < 0. Dal grafico si deduce che se 0 < ta < 1 allora si ha solo lo stato pari, se

Y’ (a) = tAsinh (ka) = kAcosh (ka) &t =
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Figura 5. In blu lo stato pari ({tanh§) in rosso lo stato dispari (§/tanh¢).

ta > 1 esistono due stati, uno pari e uno dispari a energie sempre pill vicine man mano che ¢
aumenta. Siccome k_ < ky si ha che |[E_| < |E4| da cui, essendo E_,E; <0, Ef < E_ e
ancora lo stato fondamentale & quello pari.

Passiamo a considerare le energie positive. Le soluzioni sono ora trigonometriche
¥ (x) = Acos (kz) + Bsin (kz)

quella pari & di tipo coseno, quella dispari di tipo seno. Andiamo, come al solito, a imporre le
condizioni di bordo:
Y (a) = t, (a) = —kAsin(ka) = tAcos (ka) = —ktan (ka) =t

k j—
tan (ka)
Usiamo ancora il metodo grafico (figura V.6). Stavolta dobbiamo incluedere valori negativi
dell’ordinata. Dal grafico otteniamo che per ogni valore di t troviamo stavolta infiniti stati
legati.
Se adesso mandiamo t — —t e ribaltiamo tutti i grafici ottenuti abbiamo per il caso £ > 0
le funzioni che avevamo trovato trattando la buca rettangolare, stavolta intersecate con una
retta anziché con una circonferenza. E utile ricapitolare quanto ottenuto, graficando tutte le
funzioni in esame in un’unica figura (V.7), ancora, a differernza che per la buca rettangolare,
dobbiamo includere ordinate negative
Come si vede, la parte positiva del grafico rappresenta la figura che avevamo ottenuto per
gli stati legati della buca rettangolare. Ancora, notiamo che se ¢ — oo ritroviamo la buca di
Dirichlet, ka — (n + 1) 7/2 e le soluzioni sono trigonometriche.

Y (a) = t_(a) = kAcos(ka) =tAsin (ka) =

Per ¢t — 0 troviamo invece la buca di von Neumann, che prevede condizioni al bordo di
annullamento per la derivata, dato che

ka%n—;,nEN

e le soluzioni sono ancora trigonometriche. I livelli energetici per la buca di von Neumann
sono

5 mh?

E,=n"———.
2m (2a)

V.4.4 Buca rettangolare: autostati impropri

La lunga digressione sulle condizioni al bordo ha interrotto l’esercizio della buca rettangolare:
vogliamo adesso detrminare gli stati a energia maggiore di V3. Come sappiamo dall’analisi
qualitativa, lo spettro a F2 > Vj & continuo e gli autovettori corrispondenti sono impropri e
doppiamente degeneri. La soluzione generale ¢ adesso

b = Aexp (ikz) + A'exp (—ikx), |z| <a
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Figura 6.
con
2mE
k =
h K
inoltre
Y (z) = Bexp(—ikz)+ B exp (ikz), se x> a
Y (z) = Cexpl(ikz)+ C'exp(—ikz), se v < —a
dove

VI (E—To)

R=——7FT.

h

Stavolta non possiamo eliminare le soluzioni per paritd (gli stati sono degeneri) né per
andamento all’infinito: le soluzioni si mantengono tutte limitate. Non ci resta che applicare
le condizioni di raccordo per continuita. Quest’ultime costituiscono un sistema di 4 relazioni,
mentre noi abbiamo 6 incognite: cid conferma che tutti gli autovalori sono doppiamente
degeneri. Per determinare una soluzione a F fissata, possiamo porre

B= 0
C= 1

B= 1
cC= 0

e determinare di conseguenza gli altri quattro parametri, imponendo le condizioni di continuita.
Si noti che la prima soluzione corrisponde a un’onda che arriva da sinistra, giunge sulla buca,
in parte torna indietro e in parte si trasmette. L’altra soluzione & esattamente la stessa ma
invertita spazialmente: siccome H e I commutano le due soluzioni corrispondono allo stesso
valore di F, cioé appartengono allo stesso autospazio. D’altra parte sono indipendenti, ma
essendo due, formano una base per I'autospazio all’energia E maggiore di Vj.

oppure

Si noti, infine, che non ¢ comunque possibile che B e B’ (o C' e C’) siano contemporaneamente
eguali a 0: altrimenti la soluzione si annullerebbe su un intervallo assieme alla sua derivata:
il che comporterebbe soluzione nulla su tutta la retta: il che & assurdo.

Torneremo su questo caso nella prossima sezione.
V.5 Effetto tunnel

V.5.1 Barriera di potenziale

Consideriamo il seguente profilo di potenziale unidimensionale: V (x) abbia supporto tra 0
e a e sia compreso tra 0 e Vo > 0 (si veda la figura V.8)
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Figura 7. Grafico complessivo: stati pari in blu, dispari in rosso

Nell’analogo problema classico, la particella che giunga (da sinistra o da destra) in prossimita
della barriera di potenziale viene riflessa se la sua energia totale ¢ minore di Vj, mentre riesce
sicuramente ad attraversare la barriera se la sua energia ¢ piu grande di V. Dal punto di vista
quantistico, gli stati consentiti sono, come nel caso classico, quelli a energia positiva, tuttavia,
una particella che abbia un’energia minore di V;; ha probabilitda non nulla di attraversare
la barriera di potenziale: altrimenti la funzione d’onda della particella sarebbe nulla su una
semiretta e, per il teorema di Cauchy-Lipschitz, sarebbe nulla su tutta la retta: il che & assurdo.
Questo fatto, tipicamente quantistico, prende il nome di effetto tunnel e sara 'oggetto della
presente sezione.

Studiamo gli autostati dell’hamiltoniana. Siccome le regioni asintotiche presentano energia
maggiore del potenziale, lo spettro dell’energia ¢ continuo (E > 0) e corrisponde ad
autovettori impropri e doppiamente degeneri. In particolare, tutto quanto diremo &
valido anche se rimpiazziamo la barriera con una buca a supporto in [0,a] pur di prendere
E > Viax.

Nelle regioni al di fuori del supporto di V' le soluzioni sono

vy (2) = A’ exp (ikz) + Aexp (—ikx), x <0
E\E) =\ Cexp(ikz) + C'exp (—ikz), = >a

con

Come avevamo trovato per la buca di potenziale, solo due dei quattro coefficienti sono
indipendenti e coefficienti nella stessa regione non possono essere contemporaneamente nulli
(lo abbiamo piu volte notato). Dunque, sara possibile scegliere due soluzioni indipendenti
ponendo prima A’ =1e(C' =0epoiC'=1e¢ A’ =0.

Consideriamo il primo caso abbiamo

vy (z) = { exp (ikz) + Aexp (—ikz), <0
5 () =

Cexp (ikx), x>a
che si dice funzione d’onda di scattering. La ¢ scritta come sopra rappresenta un’onda
incidente (e””’) proveniente da sinistra, in parte riflessa (Ae_’k“')e in parte trasmessa (Cem ):
. 2 . < . 2 . . .
allora definiamo |A|” coefficiente di riflessione e |C|” coefficiente di trasmissione.

Ora, i valori di A e C dipendono dalla barriera di potenziale, ma, per ogni profilo e ogni
energia, vale

AP+ =1
se inviamo molte particelle sulla barriera, il numero di particelle inviate (proporzionale a |A’ |2)

eguaglia il numero di particelle riflesse pitl quelle trasmesse: si tratta dunque di una legge di
conservazione.
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Figura 8. Barriera di potenziale

Per dimostrare 'ultimo asserto consideriamo il caso tridimensionale n = 3:

52
—%AQ/)E + Vg =Eyg

moltiplichiamo per 9" e la sua complessa coniugata per 1, poi sottraiamo
VplYp — Yplpy =0= div (Vg —gVig) =0

per cui, posto

ih % N *_A . i *
%~ 0"V =070 = (0 e o)

troviamo
divj(x) =0

che ¢ una equazione di continuita (sulla quale torneremo per vedere il caso dipendente dal
tempo).

Nel caso unidimensionale, si ottiene

d * *

o (77/1157//]5 - %wb) =0
integriamola tra x; e xo e otteniamo

V¥l — eVl = 0
Yty (22) — Vil (12) = Ypdp (T1) — Y (21)
Im (Y5075 (22)] = Im [¢5¢E (21)]

Poniamo ora z; < 0 e z5 > 0, troviamo

Im [(exp (—ikxz2) + A™ exp (tkxs)) ik (exp (ikxe) — Aexp (—ikxz2))] =

Imik [1 — |A]® + 2i Tm (A* exp (Qikxg))} — & (1 - |A|2)
mentre
Im [C* exp (—ikz1) ikC exp (ikz1)] = k|C|°
da cui
L=[A] +|CP?
In conclusione, vogliamo compiere un’altra

annotazione imporantissima: indipendentemente dal profilo di potenziale a supporto in
[0, a], i coefficienti di trasmissione e riflessione sono gli stessi sia che la particella incida da
destra a sinistra che da sinistra a destra.

Notiamo che la cosa & del tutto ovvia se scegliamo una barriera simmetrica, perché, traslando
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gli assi, V' diventa pari e allora se a una certa fissata F la soluzione &

vy (2) = exp (tkz) + Aexp (—ikx), x< —a/2
EAYT Cexp (ikx), x>a/2
allora alla stessa E un’altra soluzione &

Ve (z) = Cexp (—ikz), x < —af2
EAYT exp (—ikz) + Aexp (ikz), x>a/2
Ora, abbiamo che ¥ () e ¥y (x) sono due soluzioni indipendenti - alla stessa energia - ma
propagantisi in versi opposti. Per queste due soluzioni i coefficienti di trasmissione e riflessione
sono eguali (sono gli stessi proprio A e C, come numeri complessi!).

Vediamo come si fa la dimostrazione nel caso generale. Se
exp (ikz) + Aexp (—tkx), <0
o) = { SpLike) 1 Aewp (k)

Cexp (ikx), x>a

¢ autovettore di E anche
W (@) = exp (—ikz) + A* exp (ikz), x <0
EAXY T C*exp (—ikx) r>a

¢ soluzione, poiché I’equazione differenziale é reale. Inoltre, siccome la 15 non & reale, neppure
a meno di una fase (si veda "andamento per x > a), si ha che ¥ e la sua complessa coniugata
1y sono indipendenti e formano una base dell’autospazio relativo a E. Percio la soluzione
¥y () si esprime come combinazione lineare delle due trovate cioe

— | (a4 BA*) exp (ikz) + (@A + B) exp (—ikz), x <0
Vi (2) = aCexp (tkx) + SC* exp (—ikx), rT=a

con « e § complessi tali che
BC* =1, a+pA" =0
dacuio=—-A*/C* e §=1/C*.
1l coefficiente di trasmissione & T = |aA + 8>, ma cA + 8 = 3 (\A|2 + 1) = B|C)? da cui

— ]' —
T =BrICl = s 1C) =IO =T,
Cl
il coefficiente di riflessione R~ = |aC|* ma
A2
R™ =|aC|’ = 1AL IC)* = A =R,

Cl

Detto questo é interessante andiamo, per esercizio, a calcolare i coefficienti in un caso
particolare, come quello della barriera rettangolare: posto

0, O<zex>a
V(m)—{ Vo, 0<zxz<a

nel caso in cui 0 < E < V; la soluzione generale ¢

exp (tkx) + Aexp (—ikx), =<0
Vg (x) =4 Bexp(kz)+Bexp(—kz), 0<z<a
Cexp(ik(z—a)), xz>a

. . 4 . . . . 2 .
dove abbiamo mandato C' in e~**“(C' il che non comporta variazioni per T' = |C|”. Ovviamente

V2mE V2m (Vo — E)
k= A=

h
imponendo le condizioni di continuita ¥, C! in 0 e a si ottengono le equazioni
1+A= B+ B C= Be" 4 Be "
. ]{7 ’ K ra ! ,ka
i—(1-A)= B-B C= fZE(Be — B'e")
K
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Figura 9. Coefficiente di trasmissione |C|? in funzione di E/Vy per 2mVoa?/h? = 3

Considerando il secondo sistema abbiamo
C= (B+ B')coshka+ (B — B')sinhka

C= —i% [(B + B')sinh (ka) + (B — B’) cosh ka]

da cui, sostituendo le quantita ottenute dal primo sistema,

C= (14 A)coshka+ k (1 — A)sinhka
K

ik
C= —iZ (14 A)sinh (ka) + % (1 — A)coshka
sicché
ik
C= (14 A)coshka+ % (1 — A)sinhka
1K .
C= (1—A)coshka— i (14 A)sinh (ka)
da cui si ricava
ik
C= (14 A)coshka+ % (1 — A)sinhka
1K .
C= (1—A)coshka— i (14 A)sinh (ka)
da quest’ultimo sistema si ottengono i valori cercati:
e 4E (Vo — E)
"~ 4E (Vo — E) + V2sinh® ka 5 5
o= (;0 L B<vi
Al = Vi sinh? ka
"~ 4E(Vy — E) + V@2sinh® ka
Analogamente, nel caso in cui sia E > Vj,
|C’|2 B 4F (E - V)
 4E(E - Vp) + V@sin? ka —
5 K = 2m (f %) s FE Z VQ
\A|2 _ Vi sin? ka

AE (E — Vo) + Vi sin? ka

. . . 2 . . .
Come si vede dal grafico tracciato in figura V.9, |C|” & sempre diverso da 0 (per energie non
nulle), inoltre esiste un valore di E/V} per cui la riflessione parziale si azzera e 1'onda viene
completamente trasmessa.
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V.6 L’equazione tridimensionale

V.6.1 Corrente di probabilita ed equazione di continuita

Consideriamo ’equazione di Schrodinger dipendente dal tempo, abbiamo
0 p?
h— =H =(—+V
iy ) = 1) = (54 V(@) ) 0

In rappresentazione di Schrodinger, essa diviene

- 0 (q, ) h?
Ay (A
Prendiamo il complesso coniugato di ambo i membri
Lo (q,t) (B .
moltiplichiamo le due equazioni ricavate per 9™ e per 1, rispettivamente, poi sottraiamo
. L0 on* h?
h — =—— (Y*AY — YpAY”
z(«watwat) o (V7 — 6 Ay
da cui ricaviamo
il o) =~ e - eve)
ot N 2m

9, . ik ) .
E(W/f) = %V'Wvﬂf—wvw)

quindi
D () + o div (1" (~ihV) & — ¥ (~ihV)¥") = 0
ot om N
a * : * ﬁ ﬁ * .
o () + div (w ) w2mw> = 0
se definiamo p (q,t) = ¥ (q,t), densita di probabilita, e
St = (0 Py — P ) = v — v
jlat) = (w T~y ) =~ (VY — yVy)
corrente di probabilita troviamo la seguente equazione di continuita

Ip

ot
che si riduce all’equazione trovata alla sezione precedente, divj = 0, per gli stati stazionari.
L’equazione scritta esprime la conservazione della probabilita.

+divj=0

V.6.2 Potenziali centrali esplodenti nell’origine

Ammettiamo di avere (non ci interessa adesso come) una funzione d’onda tridimensionale che
dipenda solo dalla distanza da un centro di forza. ¥ = 1 () debba cioé risolvere ’equazione

52
—%Alb +V(r)y(r)=FE
ma, come sappiamo (per esempio dal corso di Fisica Generale II),

8= 2L ) = 2L ) = L e ) =04 2
r dr? rdr T r
Vogliamo analizzare il comportamento delle autosoluzioni nel caso di potenziali esplodenti
(poniamo nell’origine) come

e2

V(r)=—-——

TtS
che, ad esempio per s = 1, ¢ il potenziale di interazione del protone e dell’elettrone nell’atomo
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di idrogeno.

Ragionamento Cominciamo con un ragionamento qualitativo: confiniamo la particella in una sferetta di
alla Landau  pa00i g attorno all’origine. Dal principio di indeterminazione abbiamo che impulso deve
essere dell’ordine h/rg percio Penergia deve essere circa
h? e?

~ pR—
2mry 1§

da cui, se s > 2 ’energia non & inferiormente limitata, percio il sistema non & stabile.
Troviamo allora, per una via non rigorosa, la stabilitd dell’atomo di idrogeno.

Dimostrazione  Adesso vogliamo formalizzare il risultato (giustissimo!) ottenuto alla Landau. Consideriamo
TIgorosa 1, seguente funzione d’onda normalizzata di prova, dipendente dal parametro 7 (che svolge il
ruolo dell’ry di sopra)

L. 1 r
Y (r) = TS/Q r f <T0>
con f reale a supporto compatto e C5°. Dalla normalizzazione di )
1 2 o0 d o0
lz(w,fz/}):—3/d(r,0,go)r251n9r—gf2(L):47r/ f(i> —r:47r/ I (z) dz.
o T To 0 To To 0

Adesso andiamo a calcolare il valor medio dell’energia cinetica su ¢, (¢, T%). Cominciamo col
calcolare T, troviamo

h2 h2 11 d2 r h2 1 1 r
TY)=—NAp=——-— - —f|— )| =——— =" —
v 2m v 2mré/2rdr2f <7’0> 2m7n(5]/2 rf <r0>
percio

400 2 +o0 2 +oo
were) = an [ artvre = cangos [T (D) (L) = [T @)1 @)

2mr3 Jo 7o ro ro 2mr3

_ _47T_h2/+oodxf(x)f"($)_4ﬂ_h2/+oodx [f’(x)]ch—i7 cp €R
0 0 7o

2 = 2
2mrg 2mrg

Passiamo al valor medio del potenziale che ¢ moltiplicativo

wve) = an [ arrvipP—we [ ELp (L) e [T Ea ()
0 0 ro T8 70 g Jo ro T8 70

dme? [T 1 c3
= —— / d:c—sz(x):——z,, c2 €R
rs Jo x ry

percio sugli stati ¢ costruiti tramite la f a supporto compatto risulta

02 02
Hy) =L _2
(0 HY) = 35 =

da cui se s > 2 il valor medio dell’energia pud diventare arbitrariamente negativo.

Proposizione V.2 Dato un potenziale attrattivo centrale esplodente nell’origine come

62

s
esso da luogo a sistemi instabili se s > 2.

Dimostrazione Abbiamo eseguito la dimostrazione (la parte rigorosa!) solo nel caso in cui ¢ fosse funzione di
r. Quando avremo completato la teoria del momento angolare e affronteremo i campi centrali,
vederemo che quanto dimostrato in questo caso & vero (dalla meccanica analitica sappiamo
infatti che in quei casi il termine cinetico dipendente da 6 viene inglobato nel potenziale
effettivo tramite il momento angolare con un termine che diverge all’origine come L?/r?, ma

(c.v.d.) se s> 2 la divergenza ¢ dominata da 1/r%).
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Medie e spettro Il fatto che esistano medie arbitrariamente negative di H implica che lo spettro dell’energia
non ¢ limitato inferiormente. Infatti, per ogni M < 0 esiste ¢ normalizzato talché (v, Hy) <
M. Ora, dato un s.o.n.c. di autovettori di H {g,}, per ogni N < 0 esiste una successione in
2%, {a;} talché ¥ = Y a;¢p; con

Z|a1|2El <M<:>Z|GZ‘QEZ <MZ|G,1|2<:>Z|G,1|2 (EZ—M) <0

da cui esiste almeno un j per cui £; < M per ogni M < 0. Dunque lo stato fondamentale
di un sistema per cui il potenziale diverge come —e?/r® con s > 2 ha energia infinitamente
negativa: la particella cioé cade sul centro di forza, di qui 'instabilita.

Comportamento  Nella proposizione non si chiarisce che cosa accade per 0 < s < 2. Cominciamo col considerare
per s <2 ] caso 0 < s < 2 per funzioni d’onda sferiche.

Data la funzione d’onda v definiamo funzione d’onda ridotta la ¢ = . Se ¥ & uno stato
legato la ¢ si annulla all’infinito e nell’origine

52 +oo d2§0 h2 +oo 9
T) = —— Amdr p—2 = — "2y
0.70) = —5 | dmiroTE o [ () drr

da cui T ¢ positivo (p ¢ nulla per » — oo, la assumiamo nulla all’origine).

D’altra parte sara positivo anche l'operatore K che si ottiene rimpiazzando nell’ultimo
integrale d/dr con

Calcoliamo K, tralasciando le costanti

dr r dr r

per trovare K sviluppiamo l'integranda e integriamo per parti nel membro intermedio
do* dp adp / a dp* / a?
*Kodr = — ——d = d f—pdr =
/90 par /drdr—’—/(prdrr—’_ o dr i Y Rrer
d 2
— ggp) d7’+/<p*a—gpdr:
dr \r r2
o
r

2
—d—<pdr+/4p*<pg<pdr+/g0*a—<pdr:
dr r2 r2
. ?  o?+a
dr:/“’ (‘W* 2 )9"

?  o?+a
K=—+ —+
dr? r2
& un operatore positivo per ogni a € R. In particolare & positivo per il minimo di o + « che
coincide con & = —1/2, da cui & un operatore positivo

d? 1
K= <_W_4_r2)

Allora preso un potenziale del tipo —e?/r* con s < 2 abbiamo,

“+o0 ﬁ2 d2 2
(¥, Hy) =/0 dredr o* <——— _E )w

omdr2 s

SD*

|
|
— — —
SN
ﬂﬁﬁw|‘6
+
t o~
s, 6
S
SHES
2
|
6 Y

da cui

ora, ’operatore che agisce sulle ¢ &

BRE e__RE SR i3 R <_i _ L) (L _ 6_2>
dr?  4r? 4r2 (2m) rs

il primo addendo & positivo per quanto detto sopra, il secondo addendo & un operatore di

moltiplicazione che, nel caso in cui s < 2 & sempre limitato inferiormente. Ne consegue che
tutti i valori medi sono limitati, in particolare lo spettro di E ¢ limitato.
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Dato un potenziale attrattivo centrale esplodente nell’origine come

62

s
esso da luogo a sistemi stabili se s < 2.

Il caso s = 2, lo rimandiamo alla trattazione non rigorosa (figuriamoci) che si trova nel §35
del testo di Landau.

V.6.3 Potenziali centrali a grandi distanze

Consideriamo ancora un’andamento all’infinito del tipo —e?/r® con s < 2. Torniamo a

considerare la funzione d’onda
1 rg 7
Y (r) = TS/Q r f <T0>

f abbia supporto tra 1 e 2. Prendiamo ry = 7 il primo valore della retta reale tale che

d_ &
(o, Hp) = =5 — = <0
o To
Allora 1, avra supporto tra 7o € 2rg. Ora prendiamo una nuova 1, ponendo ry = 27,

otteniamo una funzione a supporto tra 2ry e 4ry e continuiamo cosi. Costruiamo cosi un
sistema ortonormale di infinite funzioni sulle quali H ha valor medio negativo

Hﬂ, : (wnﬂ H/l;[}n,) < O
Siccome poi H ¢ locale Hv,, mantiene il suo supporto di modo che

(w?n? H'Lbn) = 0'

Se s < 2 (come nel caso dell’idrogeno) vogliamo dimostrare che esistono infiniti stati legati.
Siccome da un certo punto in poi il potenziale va come —e?/r*, gli stati legati sono quelli a
energia inferiore di 0.

Procediamo per assurdo e supponiamo esista un numero finito di autostati a energia negativa.
Il set di autovettori dell’hamiltoniana sia dato dalle ¢,, e (,, tali che

Hcm: Emcnm Em<0,m€JN

siccome si tratta di un s.o.n.c. sviluppiamo le ¢, per ¢ =1,... N + 1. Abbiamo
W, = ¢(i) + C(i)

dove qb(i) e( ) sono sovrapposizioni delle ¢,, e (,, rispettivamente. Visto che abbiamo N + 1
sovrapposizioni degli ¢,,, esse saranno dipendenti, cio¢ esistera I’V 4 1-upla «; tale che

> e =0
Consideriamo allora la seguente funzione d’onda

v = Z @i,
per essa abbiamo

> it = aig!

ma su una sovrapposizione dei ¢,, il valor medio dell’energia ¢ maggiore di zero, percio

0< Zom/)i, ZOéijj = Z |Oéi|2 Hl <0
i J

(3

il che ¢ assurdo:
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Proposizione V.4  Per un potenziale che a grandi distanze si comporta come

esistono infiniti stati legati.
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Capitolo VI

L’oscillatore armonico unidimensionale

L'importanza dell'oscillatore armonico nella fisica & ben nota. Ogni sistema meccanico nell'intorno
di un punto di equilibrio si comporta come un'oscillatore armonico, nell'approssimazione delle
piccole oscillazioni; il campo elettromagnetico all'interno di una cavita é equivalente a un sistema
di oscillatori lineari;- - -

VI.1 Caratteristiche dello spettro dell’energia

VI.1.1 Positivita degli autovalori

Cominciamo con l'esaminare le caratteristiche salienti dello spettro dell’energia di un
oscillatore armonico. In primo luogo ’hamiltoniana del sistema ¢ la seguente

2

P 1
H (p,q) = Gy + amquQ

percio il potenziale V (¢) ha la forma di una parabola rivolta verso ’alto, con vertice
nell’origine. Ne deriva che

(1) Vinin (¢) = 0, percio gli autovalori dell’energia sono tutti non negativi: E > 0;

(ii) il potenziale ¢ illimitato superiormente, ogni retta parallela all’asse delle ascisse cor-
rispondente all’energia F incontra il grafico del potenziale in due punti, percio le regioni
all’infinito sono a E < V; questo implica

(a) lo spettro dell’energia & formato solo da autovalori discreti, E,;

(b) ciascun autovalore ¢ non degenere.

Vogliamo adesso vedere se é possibile avere un autostato a energia nulla: se cosi fosse avremmo
un autostato per cui

(E|H|E)=0
Abbiamo

1
(E|H|E) = 5~ (E|p* |E) + 5mw® (E| ¢* |E),

1
2m
Ma, abbiamo p = p* e |[¢)) = p|FE)
(E|p* |E) = (E|lpTp|E) = (¢ [¢) 20

e 'eguaglianza vale se e solo se p|F) = 0, dunque

(E|H|E) =0« (E|p* |E) = (E|¢°|E) =0 & p|E) =0e q|E) =0
la qualcosa ¢ assurda, altrimenti avremmo trovato un autovettore (all’autovalore nullo)
simultaneo di p e q.
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Questo comporta che tutti gli autovalori dell’energia sono strettamente positivi.

Parita Siccome il potenziale & pari, gli autostati sono a parita definita, ordinandoli in ordine di
energia, lo stato fondamentale ¢ pari, lo stato a energia E; ¢ dispari, e cosi via- - -

VI.1.2 Energia dello stato fondamentale

Cominciamo con un risultato generale.

Proposizione VI.1 Se un sistema ha hamiltoniana
2

H(p,tJ):f—erV(Q)

allora i valori medi di p e q sugli autostati dell’hamiltoniana sono nulli.

Dimostrazione Andiamo a calcolare il commutatore dell’hamiltoniana con gli operatori p e q. Abbiamo,
essendo [V (¢),q] =0,

[H,q] = ﬁ p*.q] = ﬁ (p[p,ql + [p,dlp) = %(—%ﬁp) = —%p
percio
(En| [H,q]|En) = (En| Hq|Ep) — (En| qH |Ey) = —% (En|p|En)

ma, ricordando che il bra & ’hermitiano coniugato del ket
H|En) = En|En) = (En| H = Ey (Ey|
allora
(Enl[H,q]|En) = En (Enlq|En) — En (En|q|En) =0
percio
(Enlp|En) = 0.

(c.v.d.) Analogamente si procede per il caso riguardante q.

Valore minimo Il risultato trovato ci consente di determinare un limite inferiore per I'energia dello stato
dell’energia {1 jamentale dell’oscillatore lineare. Sia infatti Ey un autovalore dell’energia, corrispondente
all’autostato |Ep) normalizzato, (Ey |Eg) = 1. Vale allora

1 1 /— —
Eo = (Eo| H |Eo) = 5~ ({Bo|p* | Bo) +m*w? (Bo| ¢* | Eo)) = 5~ (17 + m**@?)

2m 2m
essendo p = ¢ = 0, per la proposizione precedente, abbiamo
1
Ey = o ((AP)2 +mPw? (AQ)Q)

grazie alla diseguaglianza a? + b? > 2ab, abbiamo

| &

1
Eo 2 5—2mw (Ap) (Ag) = w (Ap) (Aq) =
Notiamo che I'eguaglianza vale solo se

(1) |Ep) ¢ uno stato di minima indeterminazione

(ii) a® + b? = 2ab & a = b, cioe se Ap = mwAq.
Vedremo che lo stato fondamentale ha proprio autovalore fiw/2, percio per esso, in virtu di
(i),

1 2 2 _ (AP)2 1
e (Ba) =50 =5 F




Operatore
di discesa

Energia
dello stato
fondamentale

V1.2 Livelli energetici dell’oscillatore armonico 143

cioe
1 = p2 1
—mwq? = — = —F,
" T gy, T 20
che ¢ la versione quantistica del teorema del viriale. Si noti perd come qui la media sia da

intendersi non sul tempo, ma sulle misure.
VL.2 Livelli energetici dell’oscillatore armonico

VI.2.1 Operatori di discesa e di salita

Per determinare gli autovalori dell’hamiltoniana conviene introdurre i seguenti operatori

1

n = —(p—imwq) (VI.1a)
2mwh
1

nt = ———(p+imwq) (VL1b)
2mwh

in termini dei quali troviamo

. h + B mwh L
q=—i —Qmw(n 77)717—\/—2 (n" +mn). (VL.2)

Si ha poi
1 1
. 2, _ 2 2 2\ _ 2 2.2 2\ _
nn = 5 (p? + imw (gp — pg) + m*w?q?) — (p* + imw [g, p] + m*w?q?)
1 9 9 9 9 1 P2 1 9 5 hw H 1
= —mwh) = — [ 4= ey _ 22
Sy VMW —mwh) = g o8 gmte = 5 ho 2
e, analogamente
H 1
+_ 2 2
n e + B
e quindi [n,nT] = 1.
Calcoliamo ancora,
[H,n = hwn™n,n] =hwn™ n]n=—hwy

Hyt —n"H = (nH — Hn)" = [n,H]" = hwn™

=

3

_t
[

Sia ora |F) un autovettore dell’hamiltoniana all’autovalore E. Consideriamo allora il vettore
n|E), se n|E) # 0, esso & ancora un autovettore dell’hamiltoniana. Infatti,

Hn|E) =nH |E) — hwn |E) = (£ — hw)n |E)

cio¢ se |E) ¢ autovettore a E dell’hamiltoniana, n|E) & ancora autovettore all’autovalore
FE — hw. Per questo motivo n viene detto operatore di discesa.

Prendiamo allora 'autovettore ad autovalore E e applichiamogli ripetutamente 7. Siccome
otteniamo valori dello spettro sempre piu bassi finché n | E,,) # 0, e siccome lo spettro & limitato
inferiormente, dovra esistere un autovettore dell’hamiltoniana, tale che

n|Eo) =0
allora
H 1 Ey 1
= (Eylntn|Ey) = (Fo|l — |Ey) — (Ep| = |Ey) = — — =
0 <0|TI77| 0> <0|hw|0> <0|2|0> hw 2
da cui
hw
E0:7

cioé autovalore minimo dell’energia ¢ proprio pari a hiw/2 (come abbiamo visto, si tratta di
uno stato di minima indeterminazione).
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Vediamo invece qual & I’azione di nT su gli autovettori dell’energia:
Hn'|E) =n"H|E) + [H,n"] |E) = En® |E) + hwn" |E) = (E + hw)n* |E)

cioé se |E) ¢ autovettore dell’hamiltoniana, n*|E) & autovettore dell’hamiltoniana
all’autovalore E + Aw.

Partendo allora dall’autostato fondamentale, |Eq) a energia fiw/2, costruiamo, tramite n* gli
autovettori agli autovalori E,, = nfw + hw/2 = (n+ 1/2) hw. Gli autovalori cosi trovati,
esauriscono lo spettro dell’energia dell’oscillatore: se ne esistessero altri, la catena discendente
a partire da uno di essi, non passerebbe per Ej e percio finirebbe col determinare autovalori
negativi, il che é assurdo.

In conclusione lo spettro dell’oscillatore armonico & dato da

1
En:<n+§>hw,n€N

Per concludere, semplificata la notazione, poniamo |E,) = |n), notiamo che gli autovettori
ottenuti da |0) per applicazione di (n)", non sono normalizzati.

Procediamo alla normalizzazione. Dobbiamo calcolare
(n|n) = (07" (n*)" |0)
Cominciamo con il dimostrare che
N + n—1
[, (")) =n(n")

Procediamo per induzione. Il passo n = 1 lo abbiamo gia visto. Ora sia

[777 (n*)"_l} =(n-1) )"’

dunque

()" = )" ot ) ] =

Allora

O™ (n")"10) = (O™ (™)™ |0) = ©O[n" =" [, (n)"] |0)
visto che 77]0) = 0. Infine,

O™ ()" 10) = n (0] 71 ()" " |0)

reiterando, per induzione, troviamo
(O™ (n*)" 0) = n! (0 0)

Percio gli autovettori dell’oscillatore armonico, sono
1
n) =—(nt)"|0 VL3
m == (n")"10) (VL.3)

per cui se |0) & normalizzato, risulta normalizzato anche |n).
VI1.2.2 L'oscillatore armonico in rappresentazione di Heisenberg

Una rappresentazione in cui 'hamiltoniana sia diagonale, si dice di Heisenberg. Nel caso
dell’oscillatore, siccome I’hamiltoniana & non degenere essa viene diagonalizzata subito dai
suoi autovettori |n), definiti dalla (VI.3). Vediamo, in tale rappresentazione, la forma degli
operatori n,n7, q e p.

Si ha

() = a1 = = o] 7)™ 10) = L2 4 1) = Vi T
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allora

oS O = O
o O oo

ma 7 & semplicemente la trasposta coniugata di 7, abbiamo

01 0 0
0 v2 0
00 0 V3
’]’]—)
00 0 O
per le (VI.2) abbiamo
0 -1 0 0 01 0 0
1 0 -2 0 1 0 v2 0
/R 0 V2 0 V3 ... mhw| 0 V2 0 V3
q— —i\ R U
2wl g 0 V30 2 0 3

0 V3 0

Infine, volendo rendere g formata da elementi reali, basta cambiare fase agli autovettori
dell’hamiltoniana:

= 2 7)o (V14)

VI.2.3 Autostati dell'oscillatore armonico in rappresentazione di Schrédinger

Autofunzione Vogliamo ottenere le autofunzioni dell’hamiltoniana in rappresentazione di Schrodinger, a
’ . . . .
all’autovalore ,oqt6 scopo ci serviamo dell’equazione (VI.4), abbiamo

hw/2
b (2) = % (el ()" 10)

d’altra parte nt* vale

1 .
oy (P T imwa)

percid la sua rappresentazione delle coordinate &
1 ( L0 >
— | —th— + tmwz
2mwh Ox

x—iﬂ—imwxn xZL;—gmwmn x
Unl )_\/m(2mwh)n/2< hax—'_ ) Yo (@) \/E(Qmwﬁ)nN( hax—’_ ) Yo(o)-

Ne consegue che ci basta determinare I'autostato fondamentale.

Quest’ultimo soddisfa all’equazione
n|Eo) =0

cioé

! <h% + mwa:) Yy () =0& (h(%? + mwx) Yo () =0

2mwh
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ne ricaviamo

dpy mw
@ — T h o
1
loghy +C = —Em—g"ﬁ

e, infine,
qu (.’E) _ Ce—(mw/Qﬁ)x2’

imponendo la normalizzazione

siccome
+oo
/ e dp — 1/ T
oo «
si ha che
mewn 1/4
€= (%)
hm
da cui

1/4 2
(@) = (52) e (2 )

Ne consegue che 9, ¢ rappresentato da una gaussiana.

In definitiva

1 1 mw 1/4 d " mwz>
=—-— —_— _h_ J— .
¥y, () al @muh) 2 ( = ) < p mwx) exp < 57 )

introduciamo la variabile adimensionata

abbiamo
2

1 1 mw 1/4 d " mwx
ﬂ}n(l') = WW (E) <\/hmwd—£+\/ﬁmw§> exp ( oh )—

1 mw\ 1/4 d e
idaad _z —£7/2
—5= (5r) ( i " ) ¢
Come si notera il termine
d " 2
_2 —£7/2
( a " > ‘

¢ dato dal prodotto di un polinomio di grado n per =€/ 2. allora, definito tale polinomio

Hy (§),

H, (£) = ¢/ (—d% - 5) " e

concludiamo che

¥, () = \/2—1"_71' (%)1/4 H, (\/mm) e /20, (VL5)

I polinomi introdotti si dicono polinomi di Hermite. Se la teoria ¢ consistente, la (VI.5)
dovrebbe dare un insieme ortonormale completo sullo spazio L? (R).
Si ha

Ho (&) =1; Hy (§) =26 Hy (§) =48 —2...
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Data l'importanza che il momento angolare riveste nella fisica classica & lecito aspettarsi che esso
rappresenti una quantita fondamentale anche nella sua versione quantistica. Lo studio del momento
angolare ci consentira di ampliare il nostro orizzonte per cominciare a introdurre alcune nozioni
circa le simmetrie di un sistema fisico.

VIL.1 Il momento angolare e la sua diagonalizzazione

VII.1.1 Definizione del momento angolare

Introdurremo il momento angolare in due modi diversi: il primo sarda quello naturale che
abbiamo utilizzato finora per studiare osservabili gia note dalla fisica classica; il secondo sara
una generalizzazione del primo e avra conseguenze pesantissime, tanto che ci consentira di
introdurre una osservabile che non ha analogo classico, lo spin.

Il primo metodo, che é quello che andiamo ad applicare, consente di introdurre il momento
angolare orbitale, cioé la traduzione quantistica della quantita classica

M = an X Pa (VIL1)

dove l'indice « numera le varie particelle che costiruiscono il nostro sistema fisico.

Definito classicamente il momento angolare orbitale, (VII.1), ricaviamo le tre osservabili
My = Zskijé?ﬁ?
[

dove i,5,k € J3 e €51 ¢ il ben noto tensore di Ricci. Gli operatori M), sono ovviamente
autoaggiunti.
Come si ricordera dalla meccanica analitica, valgono le seguenti relazioni

[M;, Mj]pp = €iji My,
per cui, dal postulato di quantizzazione, troviamo
[Miij} = ihejx My, (VIL.2)

che costituiscono le regole di commutazione del momento angolare. Per rendere piu
snella la notazione introduciamo il momento angolare in unita di h, L, come segue

AL=M
da cui troviamo le seguenti regole di commutazione
[ﬁi,ﬁ]} = ifijki/k (VIL.3)

Per il seguito di questa sezione, dimentichiamo la definizione di momento angolare orbitale, e
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trattiamo la diagonalizzazione di L, solo sulla base delle sue regole di commutazione. In futuro
daremo una nuova definizione di momento angolare, piu generale, invero, ma che conservera
le (VIL.3) di modo che tutto quanto diremo varra definitivamente.

Da quanto detto si ha che le componenti del momento angolare non possono essere
diagonalizzate simultaneamente. Tuttavia & possibile determinare una quantita che venga
a commutare con tutte le tre componenti di L. Tale quantita & L? = |L|?, infatti

0 = [I%L) = [£3, L] + [E3, L] = Lo (Lo L) o [, L] L Ly [y, L]+ [y, L] Ly =
= —iL,L,—LyL,+iL,L,+1L,L, =0

Si deve notare che L? = L2 + Lf/ + L? & autoaggiunto come somma di operatori autoaggiunti
(percio & un’osservabile)

VII1.1.2 Diagonalizzazione del momento angolare

Come sappiamo dal capitolo IV, due osservabili che commutino ammettono un insieme
completo di autostati simultanei, percid procediamo a diagonalizzare (simultaneamente) una
componente del momento angolare e L? = |L|2. Per tradizione sceglieremo come componente
di L da diagonalizzare la terza, cio¢ L.

In generale, il sistema L2, L. non sard un insieme completo di osservabili compatibili, sicché
gli autostati simultanei non potranno essere univocamente individuati dagli autovalori k e m
di L? e L,. Se chiamiamo R il set di osservabili che completa quello formato da L? e da
L., abbiamo che gli autostati che stiamo cercando saranno determinati dalla terna k,m,r.
Poniamo percio

L21/)k,m,r = kwk,m,h szknn,r = m¢k,m,r
Naturalmente L? & un operatore positivo, infatti
(U, L%) = (¥, L30) + (&, Ljy) + (v, L2Y) = (Lat, Lat) + (Lyth, Ly) + (Lath, Latp) =
= Lot + 1Ty l* + [ Logpl|* > 0
ne consegue che k£ > 0.
Come per l'oscillatore armonico, introduciamo i seguenti operatori di salita e discesa

Ly = L,+1iL, (VIL4)
L_ L, —1iL, (VIL5)

e, in modo ovvio,
LT =L} +i"Ly =L, —iL, = L_

Calcoliamo i commutatori degli operatori L} ed L_ con le quantita che ci interessano

[L.,Ly] = [L.,Ly)+i[L.,L,)=iL,—i’L, =Ly
[L.,L_] = [L. Lyl —4[L.,L,]=4L,+i’L,=—L_
siccome L? commuta con tutte le componenti di L si conclude che
[L?,Ly] =0

Andiamo a vedere l'effetto di Ly sugli autostati 1 ,,, .., abbiamo

Lz (L+'¢k¢,m7r) = [Lz7 L+] wk,m,r+L+Lz¢k7m,r = L+wk,m,r +mL+wk,m,T = (m + 1) L+wk7m,r

cio¢ Ly, , € autovettore di L, all’autovalore m + 1. A buon diritto avevamo percio
denominato L, operatore di salita.

Come c’¢ da aspettarsi vale

LZ (L—wk,m,r) = [LZ’ L—] wk,m,r—’—L—szk’,m,r = _L—¢k,m,r+mL—wk,m,r = (m - 1) L—wk,m,r

e percio L_ ¢ detto operatore di discesa.

Siccome, poi, L? e L. commutano, Ly, , € ancora autovettore di L? all’autovalore m

L2 (Liwkﬂn,r) =m (Liwk,mm)
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ne consegue che L e L_ operano sull’autovalore relativo m alla terza componente del momento
angolare.

Mostriamo adesso che i processi di discesa e di salita non possono proseguire all’infinito.
Siccome L4 non agisce su L2, sard quest’ultima a limitare i possibili valori di m. Infatti,
essendo positivi i valori di medi di L? troviamo

E(Crmms Ckmr) = (¢k7m,r7L2wk,m7r) > (wk,m,r’Li'Lbk:,mn‘) =
= (Lzlbk,m,rszwk,m,r) =m’ (qzbk,m,rvwk,m,r)
cioé
0<m? <k

In effetti, il processo prosegue fintantoché Ly, .. & diverso da 0, ora,

||Li¢k,m,r||2 = (Liwkﬂn,r?Liﬂ}k,mm) = (wk,7n,r7L$Liwk,m,r)

calcoliamo
L_L, = (Ly—iLy)(Ly+iLy)=L2+i(LyLy—LyLy)+ L} =L3+i[Ly, L)+ L =
= L2-L.+L,=L*-L}-L,
e
LiL. = L. Li+[Ly, L ]=L1*-12-1L,—2i[L,, L,
= [~ I1?-L,+2L.=L*-L*+1L,
da cui
HLiwk,m,rHQ = (Liwk,m,rﬂ Li?/’k,m,r) = (wk,m,'m (L2 - Lg + Lz) wk,m,r) =

= (k) — m2 +F m) (wk,m,ﬂ wk,m,r)

Come abbiamo visto sopra il processo deve arrestarsi, percid devono esistere due valori di m,
superiore, T, e inferiore, m, tali che, rispettivamente

k—m“—m = 0

k—m?’+m = 0
percio

E = m(m+1

k= m(m-—1)

da cui otteniamo ’equazione
m(m+1) =m(m—1)

la quale ha due soluzioni, m =m+ 1 e m = —m, di cui solo la seconda ¢ accetabile in quanto
m < m.
Concludiamo che, fissato il valore di k, esistono solo 2m valori possibili per il momento lungo
I’asse z ed essi sono

—m,-m+1,....,m—1,m
Siccome con un numero intero di salti unitari si passa da —m a m si ha che 2m € N, infatti

m=-m+1+1+...+1=-m+N < 2m =N

Se ne deduce che i possibili autovalori k di L? sono del tipo

1.3
k:€(£+1),€:0,§,1,§,
Gli autovalori di L, sono invece del tipo m intero o semintero, a seconda che /¢ sia intero o
semidispari. Infine, fissato ¢, e quindi k, e fissato r, m puod assumere solo valori compresi tra
—{ e {. Ne deriva che esistono 2¢ 4+ 1 autostati indipendenti (individuati dagli autovettori di

L) in corrispondenza a ogni coppia di autovalori di L? e R.
Bisogna notare che i valori di ¢ di cui sopra sono solo possibili e non necessariamente
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realizzati da tutti i momenti angolari. I valori di m, distanziati di una unita e compresi tra
—/{ e £, sono invece realizzati non appena uno di essi sia realizzato.

Si noti che queste conclusioni discendono dalle sole regole di commutazione (VIL.3), percio
sono valide per ogni definizione di momento angolare che rispetti le (VII.3).

D’ora in poi denoteremo %y, ,,, . con ¢, ., . essendo k univocamente determinato da .

VI1.1.3 Base standard e rappresentazione del momento angolare

Sviluppo  Ribadiamo che L? e L, commutano, percio, essendo osservabili, ammettono un set comune
standard i aytovettori ortonormali. Dal momento che, come abbiamo gia sottolineato, in generale, L2
e L, non formano un sistema completo di osservabili compatibili, gli autospazi simultanei di
L? e L, presentano degenerazione. Percid lo sviluppo dei vettori di H in termini del s.o.n.c.
di autovettori di L? e L, ¢ lo sviluppo standard.
In altre parole, se denotiamo con E (¢,m) il sottospazio dei vettori di H che sono autovettori
di L? all’autovalore £ (£ + 1) e di L, all’autovalore m, abbiamo

g(l,m)=dimFE ({,;m) > 1

Ovviamente, al variare di £, m nell’insieme Sp L? x Sp L, = S C R? abbiamo

H= P Etm)

(¢,m)esS

Costruzione  Scegliamo allora una base in £ (¢, m) data dai vettori ¢, ,,, ., con 7 € Jy(s ). Se m non ¢& pari
dS&ang:fde a ¢, allora deve esistere (non vuoto) un altro sottospazio F (¢{,m + 1) in H. Similmente, se
m # —( allora esiste (non vuoto) F (¢,m — 1). Come sappiamo, la base degli eventuali spazi
E(l,m+1)e E({,m—1) possono essere costruite (tramite gli operatori Ly e L_) a partire
dalla base scelta in E (£, m).
Prima di tutto mostriamo che se ry # ro, allora Ly, ,, . e Ly, ,, .. sono, rispettivamente,
ortogonali, infatti

(Li¥pmms LsVimry) = Comrs LeLatymp,) =
Ve (B2 = L2 F L) Yp ) = (Comms (07 = L2 F L) Gy )
o (CEH1) =m0 Fm) Py ,) =

CE+1) =m> Fm) (Yo Vo) = (C(E+1) —m® Fm) b,

visto che la base di E (¢,m) ¢ ortonormale. Consideriamo allora il set di g (¢,m) vettori dati
da

1
VEE+1) —m2—m
per quanto detto, il set ¢ ortonormale. Mostriamo che si tratta di una base di F (¢, m + 1).

Ammettiamo che esista un vettore, 9, ,,, ., , ortogonale a tutti i vettori del set considerato,
allora

¢€,m+1,r = L+¢€,m,r’ S Jg(e,m)

(wf,m-‘rlu?w&m-l-l,r) =0Vr € Jyu,m)

da cui, per ogni 7 € Jyrm),

0= (wf,m+1,a7w€,m+l,r) = (wf,m—&-l,(wL-‘rwé,m,r) = (L—qz[}&m—&-l,a?wf,m,r)
cioe
L—qzzjé,m-‘rl,oz =0

e dunque m+ 1 = —/, il che & assurdo, perché m # —¢ — 1. Analogamente, si ha che una base
di E(¢,m—1) & data da

" _ 1
bm—Lr \/E (l+1)—m2+m

Ne consegue che la dimensione (hilbertiana) dei sottospazi E (¢, m) non dipende da m.

L*wé,m,r’ r e Jg(gym)

Procedimento Si procede allora come segue: per ogni valore di ¢ effettivamente trovato nel problema
per la
determinazione
di una base
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in questione, scegliamo un sottospazio F (£,m), per esempio quello con m = /¢, e, in
tale sottospazio, andiamo a costruire una qualsiasi base ortonormale {ty,, |7" € Jyu }-
Poi, usando gli operatori di salita e di discesa e le normalizzazioni di sopra, costruiamo
iterativamente le basi per gli altri sottospazi E (¢,m). I vettori della base di E (¢) sono,
infine, (204 1) g (¢).

Operando il procedimento descritto si viene a determinare la base standard indotta su ‘H dal
momento angolare:

(wl,m,raujé’,m/,r’) = 64,1{’6m,7n/5'r,7’/
£ g0

Z Z Z(wf,m,rod)z,m,r) = 1

¢ m=—_Lr=1

Come abbiamo gia osservato piu volte in precedenza, & interessante (e spesso utile) costruire
una base di ‘H partendo da un sistema completo di osservabili compatibili. Si scelgono cioé
delle osservabili A, B, ... compatibili con L? e L, di moto che il sistema L?, L., A, B, ... formi
un set completo. Solitamente si scelgono le osservabili A, B, ... in modo che commutino con
L, di modo che automaticamente vengano a commutare con L?. Vedremo piil tardi che siffatte
osservabili si dicono scalari. Per semplicitd ammettiamo ora che occorra una sola osservabile
A a completare l'insieme L?, L,. Come & noto, sotto queste ipotesi, I'insieme E (¢£,m) & A-
invariante, per esercizio lo mostriamo di nuovo (per I'ennesima voltal): sia ¢, ,, € E (£,m),
vogliamo vedere che anche Av,,, € E (¢,m), il che & vero essendo

LZ (Awé,m) = ALZ¢Z,'77L =m (Aw/m) )

L2 (Awf,m) = AL2¢€,m =/ (é + 1) (Aw€7m> .
Siccome F ({,¢) ¢ A-invariante, possiamo diagonalizzare A all’interno diFE (¢,¢). Denotiamo
con ay, gli autovalori di A determinati in questo modo. Visto che abbiamo ammesso che
A, L?, L, sia un set completo, un solo vettore di E (¢, £), 1, , ., € autovettore di A all’autovalore
ag,r. L'insieme {4, |r € g(€)} costituisce una base ortonormale di E (¢,(). Usando tale
base e ’algoritmo prodotto sopra, siamo in grado di determinare una base in ogni altro spazio
E (¢,m) con —¢ < m < £. Applicando la stessa procedura al variare di £ andiamo a costruire
nuovamente una base standard {¢€7m7,r} C ‘H di autovettori simultanei di L?, L, e - stavolta
- di A. Infatti, se A & uno scalare, A commuta con L_ e dunque

Ay gy, =cAL Ay, =cL_ Ay, =aprcl 0y, = a1,

e per induzione si ha la tesi. In altri termini, se A ¢ uno scalare, allora v, ,,, . & autovettore
di A all’autovalore ay -, 0, equivalentemente, lo spettro di A ¢ il medesimo in ogni E (¢, m) a
¢ fissato. Si capisce allora 1'utilita di cercare il completamento di L2, L, fra le osservabili che
commutano direttamente con L.

Nei paragrafi precedenti abbiamo introdotto una base standard di H, basata sulla
decomposizione di H in somma diretta di autospazi F (¢,m). Ciononostante, I'uso di una tale
decomposizione presenta certi svantaggi, primo tra tutti la determinazione della degenerazione
g (¢) di ciascun F (¢,m) (degenerazione che come abbiamo sottolineato non dipende da m -
autovalore di L., ma solo da L?). Inoltre, gli autospazi E (£,m) non sono invarianti sotto
I’azione di L.

Conviene percio introdurre un’altra decomposizione di H in sottospazi F (¢,7) che siano i
generati dagli autovettori v, ,, . a £,r fissati. In questo modo, veniamo a conoscere la
degenerazione di ciascun E (¢,r) essendo essa pari a 2¢ + 1. Un’altra proprieta degli spazi
E (¢,r) ¢ che essi sono L-invarianti, cio¢ se ¢ € E (¢,r) allora anche L, appartiene ancora
a F (¢,7). Questo perché ogni componente L, pud essere espressa come combinazione lineare
di L.,L; ed L_ iquali mandano E (¢,r) in sé (agiscono solo sull’indice m).

Vogliamo rappresentare il momento angolare sulla base standard indotta dalla decomposizione
di H in somma diretta dei sottospazi E (¢,r). La matrice che si associa al momento angolare
(o a una sua funzione) & a blocchi finito-dimensionali (di dimensione 2¢ + 1) dislocati sulla
diagonale principale. Infatti, la rappresentazione di L, & diagonale e quelle di Ly sono a
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blocchi diagonali:
(wf/,m’,r/a szé,m,r) = Mmbmm (55’567‘/7")
(1/)@/7m/)rl, Liw&m,r) \/é (6 + 1) —m (m i 1)(5m/mi1 ((SZ/Z(ST’T) (VII6)

Ne deriva che L, & a blocchi essendo combinazione lineare di L, e L.

Visto che valgono le (VIL.6), le rappresentazioni matriciali di L, e L+ non dipendono da r né
dal particolare sistema fisico che stiamo studiando: infatti, i blocchi fuori diagonali sono nulli,
e nei blocchi diagonali » compare sono come una ¢ di Kronecker che vale identicamente 1.
Allora, per conoscere le matrici associate alla componente L., nella base standard, scriviamo
- una volta per tutte - la matrice universale Lg) che rappresenta L, nel sottospazio E (¢,r);
poi, nel problema particolare che verremo a porci, determineremo i valori di £ effettivamente
assunti nel problema, oltre al numero di sottospazi F (¢,r) che sono associati a ciascun ¢
trovato (i.e., g (¢)). Siccome L,, & a blocchi, costruiremo la matrice (associata al problema che
stiamo studiando) scrivendo, per ogni ¢ trovato, g (¢) blocchi universali uguali.

Vediamo qualche esempio delle matrici universali associate a L,;:

Cominciamo da ¢ = 0, allora la dimensione dei vari blocchi diagonali E (¢ =0,r) ¢ 1 e m
puo assumere solo il valore 0. Ne consegue che i blocchi si riducono al numero 0, in accordo
alle (VIL6).

Vediamo ¢ = 1/2. In questo caso i blocchi E (¢ =1/2,7) hanno dimensione 2. T possibili
valori di m sono percio 1/2 e —1/2. Ne segue che, se prendiamo la base nell’ordine
m=1/2,m = —1/2 otteniamo

cam_ (12 0 N_1(1 0
2 0 —1/2 2\ 0 —1

e inoltre,

percio
1 170 1
(1/2) — 2 (7a/2) /2y _ 1
L; 5 (L+ + L™ ) 5 ( 10 )
1 170 —i
/2y _ 2 (r/2) _ p@/2)\ _ 21
La 2i (L+ L= ) 2 ( i 0 )

Vediamo il caso £ = 1. Il blocco ha dimensione 3 stavolta. I possibili valori di m sono
(nell’ordine in cui rappresenteremo la base) m = 1,0, —1, percio

10 0
LYW=100 0
00 -1
(§
0 V2 0 0 0 0
=0 0o v2 |, %=[v2 0 o0
0 0 0 0 V2 0
da cui
" , (0 10
LV = —[1 0 1
vV2lo 1 0
" L [0 —i 0
LY = — (i 0 —i
V2lo i o
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Vediamo il caso generale, £ arbitrario. Abbiamo dalle (VIL.6)

1
Lo = 5&%&%(V%M+1y—mﬁn+lﬁmw+y+V%M+1f—m0n—lﬁm%fd
L;E;Z) - %52’657-’7‘ (\/f (Z + 1) -—m (m - 1)‘Sm’m—l - \/e (K + 1) -m (m + 1)5m’m+1)

ne segue che i blocchi Lg) e Lée) sono non nulli solo sulle diagonali sopra e sotto quella

o 0 . . 0 .. . .. .
principale. Inoltre, Lg;) ¢ reale e simmetrica, mentre Lg(,) ¢ immaginaria e antisimmetrica. L,
e L? sono invece diagonali e reali.

L’asse z che abbiamo scelto come asse di quantizzazione ¢ arbitrario. Percio gli autovalori
di L, e L, sono gli stessi di L.. Cio potrebbe essere dedotto anche calcolando direttamente
gli autovalori di L, e L, nella rappresentazione matriciale data nell’esempio precedente.

Come abbiamo detto, gli spazi E (k, ) sono invarianti per 'azione di L, ed Ly, percid sono

invarianti per ogni funzione (sviluppabile in serie) di L. In particolare, consideriamo f (L)
(0)

e ne vogliamo determinare la matrice su E (k,£). Siano L;’ le matrici delle componenti del
momento angolare. Vogliamo dimostrare che la matrice di f (L) & proprio f (Lge)). Come al
solito ¢ sufficiente vederlo per le relazioni algebriche e percio per
f(L) =LiLyLy
abbiamo
oy f W) V) = W L({Lngwem) = Z (Yo L({Lngwem) =

mi,mz,Mms3

E (wémU Ll{wfml) (wfml ’ ngfmz) (wémz ’ Lgdjfm) =

mi,ma,ms
Lé@)p:| |:L:())Z)r:| _

> (n -

mi,mz2,Mms3

[ng)qu)PLge)T}

m’mq |: mimse

m’'m

come volevamo dimostrare.

VII.2 Il momento angolare orbitale

VII.2.1 1l momento angolare in rappresentazione di Schrodinger

Torniamo all’introduzione del momento angolare come traduzione quantistica della quantita
classica. Consideriamo, ciog, il momento angolare orbitale associato al moto di una singola
particella. Come abbiamo imparato ¢ molto importante passare dalle considerazioni generali
nello spazio degli stati H, a una qualche sua rappresentazione concreta. Risulta conveniente
passare a studiare I’azione di L? e L nello spazio delle coordinate, cioé nella rappresentazione su
L? (R?’) di H istituita dalle tre osservabili q. La rappresentazione di Schrédinger del momento
angolare &

Li = *Z'é“ijkl‘jak
Passiamo a coordinate sferiche e otteniamo cosi

L, = i(singp%—l—cosgocot@%)

L, = i(—cosgo%—l—singocot@%) (VILT)

.0
Lz = —Z%
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da cui,
02 0 1 02
L2 - _ R II.
<892+C0t939+sin296902> (VIL.8)
. 0 0
= et ([ +— 4+ -
L e <:t8‘9+zcot98s0>

Nella rappresentazione delle coordinate, le autofunzioni associate agli autovalori £ (¢4 1) di
L? e m di L, risolvono le equazioni alle derivate parziali

(—82 +eoto D 4 L —82>w( 0,0) = C(+1)0(r0,)  (VILY)

— cO JR— T = T .

o "9 T G ) V0 2
Sigeb(nbe) = mo(noy) (VIL10)

e gia conosciamo la natura di £ e m visto che i risultati determinati nella prima sezione
si applicano anche al momento angolare. Nelle due equazioni differenziali di sopra, la r
non compare in alcun operatore differenziale, percid ¢ possibile cercare soluzioni a variabili
separate. Denoteremo con f (r) Y™ (6, ¢) le autofunzioni comuni di L? e L, che corrispondono
agli autovalori, rispettivamente ¢ (¢ 4+ 1) e m. La dipendenza da r non ¢ regolata dalle equazioni
differenziali. Questo fatto mostra inequivocabilmente come il set L2, L, non & un set completo
in L? (R3). Il fatto che non si & aggiunto un indice a Y;™ (per tener conto di una ulteriore
degenerazione) verra giustificato dopo.

Si conviene solitamente di normalizzare separatamente dipendenza angolare e dipendenza da
r, ponendo

/0277 d@/ﬂ 0 sin [V (0,0 = 1 (VIL11)
/OT drr?|f(r))? = 1 (VIL12)
Usando la terza espressione in (VIL.7) otteniamo
oY (0.0) =Y (0.9)

da cui
Y™ (0, 0) = F" (0) e
siccome ’angolo azimutale ¢ & definito modulo 27 deve essere
eimgo — eim(tp+27r)
altrimenti, in o = 0 avremmo una discontinuita a salto che comporterebbe la comparsa di una
0 a primo membro nell’equazione differenziale di sopra, ¢ che invece non sarebbe presente a

secondo membro. Se ne conclude che m deve essere intero e percio tale dovra essere £. 11
momento angolare orbitale ammette solo valori interi di £ e m.

Vediamo adesso di stabilire quali valori di ¢ € N siano effettivamente ottenibili. Prendiamo
un ¢ € N qualsiasi; sappiamo che deve sussistere

L Y/ (0,0) =0

cio¢
0 = ¢ 92 + i cot HE Ff(0) &% = ¢'® QFZZ (0) — Lcot OFf (0) ) et
06 Op 06
= %Ff (0) — Lcot OFf (0) =0

integriamo 1’equazione

= (logsin 6

sin @ sin 0

1ogF;(a)=/eC°S‘9d9 :E/d(sm0)
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(@4

e, in definitiva,

Ff(0) = ¢osin 6
Conseguentemente, per ogni valore intero di £ esiste una funzione Y;f (0, ), unica a meno di
un fattore costante, che risolve 'equazione agli autovalori di L? e L, all’autovalore £ (£ + 1) e
£. Questo implica che per ogni valore di £ € N e di —¢ < m < £ si trova almeno un autovettore

(in realta c¢’¢ da considerare la degenerazione infinita portata dalla variabile r) del momento
angolare orbitale. Le autofunzioni Y;™ (6, ¢) si dicono armoniche sferiche.

VII.2.2 Sferiche armoniche

Normalizzazione In questa sottosezione ci occupiamo delle proprieta matematiche principali delle sferiche
armoniche. Come abbiamo visto prima, vale

Y/ (0, ¢) = cesin’ 9ett?
Calcoliamo, tanto per cominciare, ¢¢, abbiamo

2 ™ 2
1= |Cg|2/ dp ei%“"/ sinf df sin** 0 = |C2L|Ig
0 0 n

dove

™ 1 1
I, = / (1—cos29)ed0059:/ (1—112)Z du:/ (1—u2) (1—142)#1 du =
0

—1 —1

! -1 L d ’
= Ig_l—[1u2(l—u2) du:Ig_1+[1ﬂ%(1—u2) du =

U !l 1 [t ¢ 1
- I, {_172} _ 1—u? =T — —1I
et =) ]~ g ,1( W) du=lia = ople
da cui si ricava
2/
Ij=——1,_
SV R
con Iy = 2. Ne segue
(20)1 926+1 (g1)?

Iy =

+ 1" 20+ 1)

percido dobbiamo porre

Solitamente si sceglie la fase di ¢y (che & del tutto arbitraria) come segue

(-1)° [2+1)
260! 4

Cyp =

Determinazione  Otterremo le altre armoniche sferiche applicando successivamente I'operatore L_ a Yf 0, ).
delfrrfr‘l‘é‘rfllgﬁ‘é A questo scopo andiamo aindagare I’azione dell’operatore (L. )” sulle funzioni della forma
e"m?F (0). Abbiamo

d _ d 4 1 d
d(cos®) d(cosf)dfd  sin6df
percio

FEAS E=20) d s Fr —  _(<inp)tE" ! in® T cos i jF”d—F =
(sin0) T(cos0) (sin ) F(G)] = (sin0) g | T (sin 6) cosOF (0) + (sin ) 7| =

dF

= — tOF (0) + —

{¥nco 0) + dﬂ}
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d’altronde
Ly (e™°F(0)) = e*'® (i% +icot 9%) (e"?F (0)) = (:I:di‘lg —ncot 0) (ei("il)“’F (0)) =
= telntle (% Fncot 9) F (0) = 7/ ("ED® (5in g)1*" T(cosf) {(sin 0O F (9)}
Ora, per induzione, vogliamo dimostrare che
P ingpF 0)) = P i(nEp)e (o 0 pEn p ino Fn F (0
L(MPF (0) = (F1) 00 (in 0" ot [ (6in )™ F (0)
abbiamo gia visto il caso p = 1. Veniamo al passo induttivo, sia cioé
. . p—1
L1 (670 F (9)) = (1) e F0 (singyp1En L (sin0)*" F (0)]
d (cos 6)?
applichiamo ora L4 a entrambi i membri usando il caso p =1,
1 -1 i(ntpFl . —1+£n dpil . n
L5 (em™F (0) = (FL)P' Ly | ' "FPFV? (sing)? — [(sm O F (9)} -
d (cos 6)?
= (F1)? etnEp)e (sin@)i"+p~
d . Fn—p+1 /. —1+n dpil . n
. sin @ p sin @ + F
(o3 0) ((sm 0) (sin ) 2 (con 0)p_1 [(sm ) (0)}
, dr
— P i(ntp)e (o tntp & . Fn
(F1)e (i) Ty [(sm 0" F (e)}
Siamo ora in grado di calcolare le armoniche sferiche,
(C+m) e
Y, ™ (0 = /—=————=L""Y,
0 ( 750) (2@)'(3—’”},)' — £ (07@)
cioe
(=" [204+10+m) . . e dET o
ym — imep
(0, 9) 521 (= m)!e (sinB) g (cos0)"" (sin )
Andiamo a calcolare le armoniche sferiche per i primi valori di £
1
Yy = — VIL13
0 \/E ( )
(VIL.14)

15 .
YiE2 (0, 0) = \/ o sin? fe+2i¢

1 .
Y5 (0,0) = F4/ £ sin 6 cos fet® (VIL.15)

5
Y9 (0, 0) = “16_7r (3cos?6 — 1)

Visto che L & un’osservabile, allora Y;™ (0, ) costituisce un s.o.n.c., sicché ogni funzione
dell’azimuth e della colatitudine si esprime come serie delle funzioni armoniche:

f (97(»0) = Zcé,m}/ém (0790)

Lm
27 T
| de [ sinoaovy 0.0)1 01).
0 0

Ctom
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VII.3 Le simmetrie in meccanica quantistica

VII.3.1 Considerazioni generali

Nello spazio di Hilbert H che riproduce il nostro spazio delle fasi, consideriamo la varieta
lineare densa S che contiene tutti i raggi ¥ biunivocamente associati a tutti i possibili stati
del sistema.

Consideriamo ora un osservatore O che utilizza il sistema di riferimento (¢,q) e consideriamo
la trasformazione dello spazio fisico quadridimensionale (¥',q") = v (¢, q) tale che il sistema di
riferimento (¢, q') sia utilizzato dall’osservatore O0’. v si dice trasformazione di simmetria
se gli osservatori O e O sono equivalenti (cio¢ danno descrizioni equivalenti della stessa realta
fisica e ottengono risultati identici effettuando misure su esperimenti soggettivamente identici).

La definizione che abbiamo dato caratterizza le simmetrie da un punto di vista passivo:
il sistema fisico resta immutato, mentre I’osservatore, coi suoi strumenti di misura, si sposta
nello spaziotempo. D’altra parte si pud assumere facilmente un atteggiamento attivo riguardo
alla trasformazione: il sistema fisico viene cambiato effettivamente, mentre ’osservatore (con
le sue strumentazioni) resta lo stesso.

Esaminiamo il senso fisico dei due possibili atteggiamenti: in quello attivo la trasformazione
agisce sugli stati e restano fissi gli strumenti di misura; in quello passivo, gli stati fisici non
vengono toccati e la trasformazione va ad agire sugli strumenti di misura.

Se decidiamo che tutti gli osservatori usino la medesima corrispondenza tra l'insieme degli
stati fisici realmente ottenibili e lo spazio S C H, allora, operando una trasformazione dello
spaziotempo, abbiamo,

(i) nell’atteggiamento passivo, la conservazione dei raggi nello spazio di Hilbert e il mu-
tamento delle osservabili intese come operatori, dato che si lasciano invariati gli stati

fisici, ma si spostano gli strumenti di misura - nello spaziotempo - secondo 7~ !;

(ii) nell’atteggiamento attivo, la conservazione degli operatori associati alle osservabili e la
mutazione dei raggi in corrispondenza alla modificazione effettiva degli stati fisici del
sistema che avviene tramite lo spostamento - nello spaziotempo - secondo ~ - degli
apparati preparatori dei vari stati.

A questo punto si tratta di capire come si realizzano le variazioni di raggi e operatori per effetto
della trasformazione  che varia stati e strumenti di misura, a seconda dell’atteggiamento che
si viene a prendere.

Dimostreremo nella prossima sezione (teorema di Wigner) che una trasformazione di

simmetria si rappresenta sullo spazio H come un operatore unitario oppure antiunitario, percio
associamo alla trasformazione v I'operatore V. che allo stato ¢ associa lo stato trasformato
attivamente V1.
Applichiamo « in senso passivo: dal riferimento (¢, q) passiamo al riferimento (¢',q’) = = (¢, q),
dall’osservatore O, all’osservatore O'. Adesso, O misuri 1'osservabile A sullo stato 1), otterra
come valor medio (¢, Av). Se A’ & 'operatore che rappresenta per O’ la medesima osservabile
(strumento di misura trasformato) che A rappresenta per O, e se ¥ ¢ uno stato che per @’ ¢
soggettivamente identico a 1 per O, allora

(¥, A¥) = (4, 4D)

dove abbiamo usato la definizione di simmetria. Siamo ridotti a trovare 121 in funzione di ¢. In
termini fisici, dobbiamo fare in modo che I'apparato preparatore di ”IZJ e I'apparato di misura
A’ si trovino nelle stesse mutue condizioni dell’apparato che prepara 1) e lo strumento che
misura A. Siccome lo strumento A’ & il trasformato attivo di A secondo ~~1, anche 'apparato
che prepara ¢ deve essere il trasformato attivo dell’apparato preparatore di A secondo ~~ L

Ne segue che 9 ¢ I'immagine secondo V., di v, percio

b=V =V
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Dato che questo & valido per ogni ¢ € ‘H abbiamo
(v, AyY) = (ij/),A'le/)) — A= VJAVW
Percio se V., rappresenta l'operazione di simmetria y applicata attivamente, allora
Y=V
dove 1)’ & lo stato che si ottiene trasformando attivamente, secondo 7, lo strumento preparatore
di 9. Inoltre, se A’ & loperatore che si ottiene per trasformazione passiva v del riferimento

(e percio degli strumenti di misura) dall’operatore A che rappresenta una certa osservabile,
allora

A" =V IAV,

La portata di quest’ultima cosa si comprende forse meglio pensando all’operatore posizione.
Escludiamo per un attimo il tempo dalla trasformazione . Allora, per definizione, § ¢
P’osservabile i cui valori si ottengono usando un riferimento trasformato secondo ~ rispetto al
riferimento di partenza. Ne segue che

(@) =~(a)

la qual cosa equivale a scrivere

e, in definitiva,

v(@) =V, av,

VI1.3.2 Alcuni esempi

Le simmetri di un sistema fisico dipendono dalle sue caratteristiche: come sappiamo, in un
sistema isolato valgono i postulati di isotropia dello spazio e omogeneita del tempo secondo
cui gli esiti dei vari esperimenti non dipendono dall’orientazione degli assi né dalle scelte
dell’origine del tempo e della posizione. Ne segue che trasformazioni quali avanzamento nel
tempo, traslazioni e trasformazioni rigide dello spazio sono simmetrie per il sistema fisico
isolato.

Cosa accade se consideriamo sistemi che non siano isolati? Tipicamente, la non isolatezza
implica la presenza di un qualche campo esterno che, proprio perché esterno, non si modifica
trasformando lo spazio in sé. Un esempio banale & quello del campo magnetico terrestre. Esso
non & uniforme, percio influisce in maniera diversa rispetto a stati ruotati I’'uno rispetto all’altro
(atteggiamento attivo). Dal punto di vista passivo un campo esterno rompe l’equivalenza
tra osservatori ruotati. Consideriamo ad esempio un campo elettrico E uniforme ed esterno
al nostro sistema. Prendiamo un riferimento O con asse z parallelo ed equiverso ad E.
L’osservatore O produca un elettrone nel piano zy e ne osservi il moto successivo: vedra
Pelettrone accelerare spostandosi a z sempre piul negative. L’osservatore O’ voglia ripetere
Pesperimento soggetivamente equivalente: prodotto un elettrone sul piano z'y’ = zy vedra
lelettrone accelerare e spostarsi a z’ sempre pin positive. Ne segue che 1 due osservatori non
danno descrizioni equivalenti di fenomeni soggettivamente equivalenti, percid in presenza di
campi esterni il gruppo euclideo non appartiene pit al gruppo di simmetria. Per contro pero
I’inserimento di un campo esterno in un sistema isolato distrugge solo in parte le simmetrie del
sistema: nell’esempio del campo elettrico, continuano ad appartenere al gruppo le rotazione
attorno ad assi paralleli a z e le riflessioni rispetto a piani paralleli a z. Si noti che inserendo
il campo esterno (e percio le sue sorgenti) nel sistema, torniamo ad avere un sistema isolato e
il gruppo euclideo torna ad essere contenuto nel gruppo di simmetria.

In fisica si postula poi 'invarianza dei sistemi inerziali: osservatori in moto rettilineo uniforme
dovranno ottenere stessi risultati da sistemi soggettivamente identici. Ne consegue che
dovranno appartenere al gruppo di simmetria il gruppo di Galileo, in ambito non relativistico,
e il gruppo di Lorentz, in ambito relativistico.

In un sistema isolato le trasazioni temporali e quelle spaziali, sono simmetrie del sistema
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fisico. Siccome le abbiamo gia incontrate, le torniamo a considerare dal punto di vista delle
simmetrie.

Sia 7y la trasformazione

= t+r
q9d=q

data dalla traslazione di 7 nel tempo. In primo luogo urge capire quale ne sia il significato.
Per la definizione di trasformazione attiva che abbiamo dato, 1’ immagine secondo la
rappresentazione di v di ¢, & lo stato che si ottiene trasformando attivamente secondo -y
lo strumento preparatore di ¥. Fissiamo allora l'istante ¢ in cui andiamo ad osservare lo stato
1. Vogliamo determinare lo stato 9" all'istante t. Se ¢ & 'evoluto di 9, prodotto all'istante
t =0, allora 9" & 'evoluto dello stato 1, prodotto all’istante 7, ne segue che

¢ = ey,

wl — e—i(t—T)HwO _ eiTHe—itHwo — eiTH"l/J
da cui la trasformazione V, ¢ unitaria e vale /™ (dove abbiamo espresso I'hamiltoniana in
unita di 7). Si noti come nel calcolo ¢ fondamentale 'ipotesi dell’omogeneita del tempo grazie
alla quale H non dipende dal tempo: ’evoluzione di 1)y non dipende dall’istente iniziale ma
solo dalla durata dell’evoluzione stessa. Inoltre, si osservi la stretta analogia col caso classico:
se H non dipende dal tempo le equazioni del moto sono autonome e da ogni punto dello spazio
delle fasi (pg, qo) passa una e una sola orbita.

Poniamo ora di voler calcolare, anziché lo stato che all’istante ¢ & uguale a quello che era lo
stato 1 all'istante ¢ — 7, lo stato 1’ che all'istante ¢ (al quale andiamo a vedere 1!) & quello
che sara ¢ all’istante ¢ + 7. Per far questo dobbiamo anticipare di 7 la produzione dello stato
1o che all'istante ¢t & ¢. Si tratta quindi di operare la seguente trasformazione attiva

7'{t’ t—T
‘"l d= a

_ _—itH
Y = e Yo
/o —i(t+7)H __—iTH —itH _ _—iTH
Y= e (t+) Yy =e € Yy =¢ (
percid la trasformazione attiva che rappresenta 1’evoluzione temporale &, come ci
aspettavamo,

Abbiamo allora

U(r)= e iTH

Ora, l'applicazione della trasformazione v (che chiameremo d’ora in poi evoluzione temporale)
in senso passivo, corrisponde a lavorare nello schema di Heseinberg: gli stati restano invariati,
ma le osservabili cambiano secondo la legge

A'=VIAV, =™ Ae™™ = U" (1) AU (1) = An

A suo tempo abbiamo anche appreso che le traslazioni spaziali attive di vettore a (v:q' =
q + a) sono implementate dall’operatore unitario
V, = e~Pa

dove, ancora, p € in unita di A. Percio, traslando in avanti di a ’apparato che prepara
otteniamo lo stato ¢’ dato da

w/ — V'\/w — e*ipaw

Viceversa, arretrando gli strumenti di misura relativi all’osservabile A di a, otteniamo una
osservabile A’ il cui operatore associato vale

A/ — eipaAefip-a
Che il risultato sia giusto ¢ dimostrato dall’azione di V, sull’operatore g, abbiamo

—ip-a

61/ — eif,.aqe — q+a]1 — ,.y(q)
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infatti
aq/ _ ieifraA Ae—ifra o ieifraA ~ e—ifra _ ieifra [ﬁ ~ ]e—ifra =1
dan Prq APk = k> Qk =
qd(a=0) = q

Vogliamo adesso vedere come agisce la simmetria in rappresentazione di Schrodinger se essa
interviene solo sulla parte spaziale ¢’ = v(q) (in questo caso si parla di simmetria puntuale
e, come vedremo, V,, risulta unitario). Per far questo, dobbiamo prima di tutto vedere come
agisce sugli autostati della posizione ¢, la trasformazione ~.Prima abbiamo dimostrato che
Posservabile posizione a seguito dell’applicazione di v, ' = v (q), vale ' = V.fqV, dove V,
rappresenta la v come trasformazione attiva sugli stati. Percio

q (V'ﬂ/)x) = V’yqlﬂjx = VyY (@) ¥y =7 (x) Vyhy
cioé
V"/'(/)x = T/ky(x)

Consideriamo ora uno stato qualsiasi ¢ € S e sia ¢’ = ~¥. Vogliamo calcolare Y (q) =
qug// = QqV,9 la qual cosa ci consentird di avere la rappresentazione di «y sullo spazio La.
Abbiamo

¢ (q)

Out’ =0V = (V. [ (g Vo0) vada) = [ (6. Viw) dd (v va) =
= [ (V) da (0 ) = [ (45m00) d (Garts) =0 (7" (@)

Ne deduciamo che sotto traslazione spaziale q' = q + a,

V' (q) =1 (q—a)

VI1.3.3 Il gruppo di simmetria

L’insieme delle operazioni di simmetria che caratterizzano un sistema fisico costituisce un
gruppo rispetto alla composizione (la verifica di quanto detto ¢ del tutto banale). Tale gruppo
viene definito gruppo di simmetria. Sono esempi di gruppi di simmetria il gruppo di Galileo
(che comprende il gruppo euclideo) per i sistemi isolati classici, e il gruppo di Lorentz per i
sistemi relativistici.

Nella prossima sezione dimostereremo il teorema di Wigner e vedremo in quali termini si puo
dare una rappresentazione del gruppo di simmetria usando gli operatori su H.

VIlL.4 1l teorema di Wigner

In questa sezione passiamo alla dimostrazione del teorema fondamentale sulle simmetrie: il
teorema di Wigner. L’importanza di questo teorema & chiara gia dallo studio della sezione
precedente, nella quale se ne & fatto un uso pesante.

VI1.4.1 Enunciato del teorema di Wigner

Consideriamo una trasformazione di simmetria v. Essa induce sull’insieme dei raggi contenuti
in S una applicazione invertibile R, che agisce sui raggi ¥ € S associando loro i raggi 12)/ = R,Yﬁ)
ottenuti applicando attivamente v agli apparati preparatori degli stati rappresentati dal raggio
di partenza.

Vogliamo investigare la natura di R.. Consideriamo una osservabile A per I'osservatore O,
e 'osservabile corrispondente A’ per l'osservatore (. Come abbiamo dimostrato la misura di
A sul raggio 7:[1 ¢ del tutto equivalente alla misura di A’ sullo stato 12)/ =R 112). Ne segue che
la probabilita di ottenere il valore a dalla misura di A e da quella su A’ & la medesima e che,
se ¢ & autostato per a di A, allora Q' = R;lgb ¢ autostato di a per A’. Dunque, se p € @,

~ ~ 1
e, ¢ €@, €1 sono normalizzati, deve risultare

(e, ) = | (R3 0, RS )|
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0, equivalentemente,

Ry, R)” = (0 00) | (VIL16)

che, evidentemente, non dipende dalla scelta della fase dei vettori appartenenti ai vari raggi.
Abbiamo cio¢ che una trasformazione di simmetria induce un’applicazione R, sui raggi
tale da soddisfare ’equazione (VIL.16). Siamo ora in grado di enunciare il teorema della
rappresentazione delle simmetrie, noto anche come teorema di Wigner.

Una applicazione biunivoca dell’insieme dei raggi in sé che conservi le probabilita di
transizione, I.e., soddisfi I'equazione (VII.16), ammette una rappresentazione sullo spazio H
unitaria oppure antiunitaria.

Il teorema & reso possibile dall’arbitrarietd nella fase con cui ¢ definita I'applicazione R,
quando va agire sui vettori anziché sui raggi. In altre parole, il teorema afferma che esiste una
scelta della fase che rende ’applicazione lineare o antilineare. Il significato di quanto detto si
chiarird meglio nel corso della dimostrazione del teorema.

VI1.4.2 Dimostrazione del teorema di Wigner
Seguiamo la linea di dimostrazione fornita da Weinberg nel testo Quantum theory of fields.
Consideriamo un sistema ortonormale completo {9, }, oy, Ove ciascun 1, appartiene al raggio
Yy, Se U}, € 121; = Rﬁpk abbiamo
|('¢;€7w;)‘ = |(¢k7¢z)| =0

siccome (1}, 1y,) ¢ reale e positiva, allora si ha

(Vs ¥1) = O

A questo punto ¢ facile vedere che {wz ¢ ancora un sistema completo: sia ¢’ un vettore

; }kGNo
tale che, per ogni k € Ny

(¥, 9) =0
se 1" # 0 allora & possibile normalizzarlo. Sia 12)/ il suo raggio, siccome R, ¢ invertibile esiste
121” tale che 121, = Rvﬂjﬂ percio, se " € @N, allora Hz/J”H =1le
0 =¥ ¥)] = | (¥r:¥")]

D’altra parte, I'ultima equazione, vista la completezza di {1, } ken,» implica che " =0, il che
¢ manifestatamente assurdo.

Dobbiamo adesso fissare una norma per ciascun v, in modo da ridurre alla forma pitt semplice
possibile la rappresentazione su ‘H di R..

Consideriamo adesso i vettori

1
Ty = E(% + )

appartenenti ai raggi ’fk per k # 1. Ogni T} appartenente a R.Y”fk puo essere scritto in serie
degli 1}, sicché

o0
/ /
Tk = g Cklwl
=1

Tuttavia

dacui,sel#kel#1
ekt = le| =0

mentre

Sl

k1| = [exk| =
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scegliamo ora le fasi di T/ e di 1}, in modo che risulti
1

Ckl = Ckk = 72

In questo modo abbiamo fissato le fasi di T} e di v}, definitivamente, e percio li denoteremo
come VY e Vi), rispettivamente. Dunque
1 1
VY=V |— +Y) | =—= VY, +V
k (\/5(¢1 W)) \/5( wl ¢2)

Rimane da definire ora Vv per un qualsiasi vettore 1 normalizzato.

Sia ¢ € 17) qualsiasi, espandiamolo in serie rispetto agli v, abbiamo

Y= City.
k=1

Ogni vettore ¢’ € ’RA,QZJ puo essere analogamente espanso in serie dei V),

V= GV,
k=1
ora, per ogni k € Ny
‘(Q/kaw” = ‘(VT/)kﬂ/)l)‘
il = Ickl (VILLT)
Deve pure valere 'eguaglianza
Tk, )] = [ (VT 9)]|
da cui, se k # 1
|C1 + Cx| =|C1 + Cy (VIIL.18)
Dal quadrato della (VII.18) otteniamo
[C1* +[Chl* + C1Cf + CiCT = [C1f° + |G + OO + CLOT

percio, tenendo conto della (VIL.17), e dividendo i membri per il quadrato della (VIL.17)
riferita a k =1

CiC:+ O CiCp + GGy
C.Cy B C.C
G, G _ G CF
¢, Tor T oo Tor

Ch B C’_,’C
m{cj = m(m)

e, ancora combinando la (VII.17) con I'ultimo risultato ottenuto, abbiamo

Ch cl
Im (=2 ) = +1Im | =&
m(@) m(a)

da cui si ottengono le alternative
Cy/Ch = C./Cy (VIL.19)
Cy/Cr = (Cy/CY) (VIL.20)

Prima di proseguire dimostriamo che se una delle due scelte vale per un certo k, allora vale
per ogni intero k (passo che Wigner non compie nella sua dimostrazione, come nota Weinberg).
Supponiamo che per un certo k si abbia Ci/Cy = C},/C{, mentre per un certo [ # k si abbia
C;/Cy = (C;/C1)". Supponiamo inoltre che entrambi i rapporti siano complessi, sicché per [
e k i casi siano veramente differenti (la qualcosa richiede subito k # 1 e | # 1). Mostriamo
che si cade in un assurdo. A questo scopo, definiamo il vettore normalizzato

¢=;%@m+wk+w>
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siccome i coefficienti di ¢ sono tutti reali, dovremo ottenere

¢ = % (Viy + Viby + Viby)

dove |a| = 1. Imponiamo l'eguaglianza delle probabilita di transizione da ¢ a 1, abbiamo
(6,0)] = |(¢,¢)| <= IC1+Ci+Ci| =|C] +Cp, + C

ossia
Cy  C c. C
1+ =—=+—|=1+=L+—=
’ Tota ‘ Tt
da cui
Cy  C Cr, Cf
1+ =4+ =14+
‘ teta ' tote
Abbiamo percio la seguente eguaglianza
la+b] = |a+b"| < |a*+ b +ab* +a*b=|a|* + |b]* + ab + a*b*
Re(ab*) = Re(ab) <= Imalmd* =Imalmbd <= Imb=0
percio

la qual cosa nega le nostre assunzioni.

Detto questo, abbiamo che per ogni simmetria R, e per ogni vettore normalizzato
1 = >, Cp1py, sussiste una delle alternative (VII.19) o (VIL.20) indipendentemente da k.
L’'immagine di ¢ secondo R, ¢ definita a meno di un fattore di fase che scegliamo in modo
che o C; = C] o Cy = C7*. Allora, nei due casi poniamo ordinatamente

Vo= Y GV
k=1
V= Y Civyy,
k=1

Mostriamo che una volta stabilita quale alternativa sussiste per un vettore, per tutti gli
altri vettori si deve procedere alla stessa scelta. A questo proposito, consideriamo due vettori
> ow Arthy e Y- Brapy, per i quali valgano, rispettivamente, primo e secondo caso. Escludiamo
la possibilita che ogni Ay e, separatamente, ogni By abbiano le stesse fasi, altrimenti scegliamo
(1 in modo da eliminare tale fase nell’immagine.

Applichiamo l'invarianza delle probabilita di transizione e otteniamo

(Z Akwk,,ZBm> (Z Akvwk,ZBsz>|
k k k k

da cui
> Im (A3 A) Im (BiBi) =0
k,l
Siccome gli Ay e i By non hanno tutti la medesima fase esisteranno coppie di indici k,1 e m,n

tali che A7 A, e B;,B, sono complessi. Scegliamo allora una terza successione (2, {Cy} di
modo che i suoi termini siano tutti nulli e che risulti

> Im (A5 A) Im (C;C) # 0

%l
> Im(B;B)Im (C;Ci) # 0
kol

La cosa ¢ facilmente realizzabile: se ambedue AjA; e B} B; sono complessi, basta prendere
tutti i C; nulli tranne per j = k e j = con fasi diverse per Cj e Cj. Se invece B} B; ¢ reale,
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ma B} B, ¢ complesso con A}, A, reale, scegliamo C; tutti nulli, tranne per gli indici k,,m, n
in cui prendiamo complessi con fasi diverse.

Ora, abbiamo dimostrato prima che se per due successioni di {Ay},{B;} € ¢* si fanno scelte
opposte per l'azione di V si ottiene

> Im (A4;A) Im (B;B)) =0
k.l

percio se questa equazione non sussiste, per {Ax} e {B;} € £2 si fanno scelte eguali. Ne segue
che la scelta per {A;} ¢ eguale a quella per {Cy} che ¢é la stessa per {By}, il che & assurdo.

Resta da vedere che nella prima eventualita V' & lineare e che nella seconda V' & antilineare,
visto che manda s.o.n.c. in s.o.n.c. sara poi unitario o antiunitario. Ma quest’ultima verifica
¢ un semplice conto

Vv <Z Aty + )\ZBklbk) = VZ (Ak + ABg) ¢y, =
k=1 k=1

k=1

M8

V(¥ + Ap) (Ar + ABy) V), =

~
Il

1

= D A+ A BV, =Vy+ AV

k=1 k=1
analogamente, nel secondo caso,

o0

14 (Z Aty + AZBkwk> = VZ (A + ABy) Yy, =
=1 =1 =1

= > A+ N BV, =V + A Ve
k=1 k=1

M8

V(¢ + Ap) (Ap + A" Bp) Vi, =

S
Il
-

VII.4.3 Operatori antilineari e antiunitari

Operatori Vista la scarsa abitudine a maneggiare operatori antilineari e antiunitari ne passiamo in
antilineari .,qq00m5 le caratteristiche principali in questa sottosezione.

Se A ¢ antilineare, allora

A(d+ M) = Ap + X" Ay

Aggiunto di Veniamo all’introduzione di aggiunto nel caso antilineare (limitato). Consideriamo il

un operatore  goouante funzionale
antilineare

a () = (p, AY)°
esso € lineare
a (M) = (p, A" AP)" = X(p, AY)" = Aa ()
percio esiste ( tale che
(0, AY)" = a(¥) = (C,¥)

allora si definisce ¢ = A%, sicché

(A, ) = (At p, )

Otgere}:org Sia A un operatore antilineare che conserva la norma, allora
e (ot + B, 0 + Bg) = (o Avp + B* A, a* Ay + B Ag)
da cui
lo? (¥, %) + @B (¥, ¢) + B (6,9) + B (¢, 6) =
o] (A, AY) + aB* (A, Ag) + o B (Ag, AY) + |B]° (Ag, Ap)
che implica

a*B (1, ¢) +af” (¢,¢) = aB” (Ay, Ap) + o B (Ag, Ay)
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scegliamo successivamente a = =1e a = 1,8 = 7 abbiamo
{ (U, 0) + (0,0) = (AP, Ag) + (A, AY)
(¥, ¢) — (9,0) = — (Ay, Ag) + (A, A)

e, sommando membro a membro, troviamo

Abbiamo dimostrato che se A antilineare conserva le norme, allora

(¢, 9) = (Ag, AY)

da cui

(¥, ¢) = (Ag, Ap) = (AT Ay, ¢)

e, infine, ATA =1, se poi A & invertibile, allora AAT =1 e A si dice antiunitario.
VII.4.4 Caso unitario e caso antiunitario

Abbiamo dimostrato che ogni operazione di simmetria & rappresentata tramite un operatore
unitario o antiunitario sullo spazio degli stati H. Si tratta adesso di capire in quali casi si
realizza I'unitarieta o ’antiunitarieta. Vediamo cosa possiamo dire sul gruppo galileiano. Siano
O e O’ due osservatori in moto rettilineo uniforme 1’'uno rispetto all’altro, i cui riferimenti siano
eventualmente ruotati. La trasformazione che lega i due osservatori sia rappresentata da V'
su ‘H. Allora I'equivalenza dei due osservatori e il fatto che nei due riferimenti il tempo ¢ lo
stesso (scorre nello stesso senso) implicano che se v, ¢ 'evoluzione temporale dello stato
per O, allora V1), & 'evoluzione temporale di Vi), per O’, ne segue che

i%wpt = HVy, < ii%wt =V 'HVY, <= +H =V 'HV <= +VH=HV

dove vale il segno + nel caso unitario, e il segno — nel caso antiunitario. Ne segue che, se V' &
antiunitario

Vi, HVY) = = (Vi), VHY) = = (H, ) = — (¢, HY)

Ora, in tutti i sistemi fisici reali 'hamiltoniana & inferiormente limitata e superiormente
illimitata, percio I'’eguaglianza di primo e ultimo membro é palesemente assurda.

Ne segue che il gruppo galileiano (e in particolare quello euclideo) ammette rappresentazione
unitaria. Si noti che l'operatore V indotto dalle trasformazioni del gruppo commuta con
I’hamiltoniana e rappresenta percio un integrale primo del moto.

In generale, ammesso di avere una hamiltoniana tratta dalla realta fisica, ogni trasformazione
che lascia invariata 1’evoluzione temporale & unitaria.

La dimostrazione di Wigner ¢ leggermente diversa, ma si basa ancora sulla commutativita
proiettiva dell’evoluzione temporale con 'operazione di simmetria (commutativita che implica
che la simmetria manda autostati dell’hamiltoniana in autostati dell’hamiltoniana con eguali
autovalori). Consideriamo due autostati dell’energia ), v, relativi agli autovalori F1, Es e
ammettiamo per assurdo che la trasformazione sia antiunitaria. Lo stato che al tempo ¢t = 0
vale 19, + a2, si evolve al tempo ¢ nello stato

are” )+ ane 2, (VIL21)
Invece lo stato trasformato all’istante ¢t = 0,
i Vipy + a3V,

si evolve al tempo ¢ nello stato

afe "V 4 age VY, (VIL.22)
D’altra parte se trasformiamo secondo V' lo stato (VII.21) dobbiamo trovare (VII.22), percio
c(t) (afe™ Vipy + abe V) = aje "V, + ase MV,

c (t) (aTVl/)l + age“(ETEl)sz) = iV, + ase 1 E By,



Realizzazione
del caso
antiunitario

Topologia e
unitarieta

Ancora su
unitarieta e
antiunitarieta

Rappre-
sentazioni
proiettive di
un gruppo

166 VIl Momento angolare e simmetrie in meccanica quantistica

con | (t)| = 1. Siccome i vettori V; e Vb, sono indipendenti deve essere

di) = 1
eit(EQ—El) — e—it(EQ—El)

da cui segue Fy = FE5 il che ¢ assurdo.

Se ora i due osservatori equivalenti hanno riferimenti temporali con versi opposti, la loro
equivalenza implica che V1_, & una soluzione dell’equazione dipendente dal tempo, se ¢, lo
¢, ne deriva

d d
ian,t =HVy , <— :Fz'@wt, =V 'HVY , <= FH=V 'HO < FVH =HV
dove vale il segno — nel caso unitario, e il segno + nel caso antiunitario. Ne segue che, se V' &

unitario

(V, HVY) = — (Vo, VHY) = — (H, ) = — (¢, HY)
il che ¢ assurdo.

Trasformazioni che commutino con I’hamiltoniana e che siano antiunitarie si dicono inversioni
temporali (time reversal).

Se il gruppo di simmetria ha una topologia si pud® mostrare la continuitd della
rappresentazione V () in 7, in questo caso, grazie proprio alla continuitd, la componente
connessa del gruppo contenente l'identita & formata da elementi unitari, ed eventuali elementi
antiunitari possono trovarsi solo lontani dall’identita. In questo senso si ha subito che
SO (3) (ma questo ragionamento non si estende a tutto O (3) se non si considera la natura
dell’operatore di parita) - che & connesso e contiene Iidentita - ammette una rappresentazione
unitaria su H.

Su questi concetti permarremo su un piano intuitivo (e rigorosamente scorretto) rimandando
a corsi superiori per una loro sensata formalizzazione.

Il fatto che la simmetria debba poter commutare proiettivamente con ’evoluzione temporale

(se in entrambi i riferimenti il tempo scorre nel verso giusto) ¢ una richiesta che discende dalla
fondamentale ipotesi che i due osservatori siano equivalenti. Questo aspetto mostra che non
é sufficiente richiedere la conservazione delle probabilita di transizione per considerare una
trasformazione come una simmetria. La (VII.16) resta soltanto una condizione necessaria.
Infine, notiamo che il fatto che il gruppo galileiano sia una simmetria dei sistemi isolati discende
dal principio di isotropia e omogeneita solo se si ammette che il tempo sia assoluto. Nel seguito
considereremo come un postulato il fatto che il gruppo galileiano sia contenuto nel gruppo di
simmetria.
Un altro modo che avremmo potuto utilizzare per dirimere la questione & quello di usare
lo schema di Heseinberg e conseguentemente il teorema di von Neumann. Pensiamo al
gruppo euclideo: esso agisce sulle osservabili (p,q) trasmormandole in (p’,q’) in modo
canonico, ne deriva che esiste un operatore unitario che implementa tale trasformazione e
il caso antiunitario & escluso. In particolare resta dimostrato che l'inversione spaziale I &
rappresentata da un operatore unitario (e per continuita anche tutta la componente connessa
di O (3) cui I appartiene).

VI1.4.5 Il teorema di Bargmann

Consideriamo un gruppo G di operatori di simmetria che ammettano una rappresentazione
unitaria (escludiamo cio¢ il caso antiunitario nel teorema di Wigner). Siano 7;,v, € G e
siano V (y;) e V (5) i rappresentativi unitari. Ora, alla trasformazione 757y, corrispondera
Voperatore V (757,). Siccome la successione delle trasformazioni v, e v, & fisicamente
equivalente alla trasformazione v,y si deve avere

V(vor) ¥ = a(v2,71,0) V (72) V(1) ¥

dove « ¢ un fattore di fase. Mostriamo che, in realta, o non dipende da 1. Consideriamo due
operatori unitari U e W tali che per ogni v sussista

U = a () Wop
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Definiamo K = WU e prendiamo i vettori 11,15 € H linearmente indipendenti. Allora
abbiamo

K, a (Y)Y,
Ky = a(Py)ty
K (191 +a2hy) = a(a1tdy + agy) (@19 + azihy)

cioé, con ovvie notazioni,

Ky, = oy

Ky = agi
K (191 +a2hy) = arazy + azasi,
K (a1 +a;) = ara19; +azony,

e per l'indipendenza di ¥, 1, si ottiene « () = a (¥y) = as.
Se ne ricava che per ogni v;,7v, € G si ha

V(v271) = a(v2,71) V (72) V (11)

Una rappresentazione unitaria a meno di una fase come quella trovata si dice
rappresentazione proiettiva (a meno di una fase) del gruppo.

Nella teoria delle rappresentazioni si dimostra il seguente

Una rappresentazione proiettiva unitaria di un gruppo compatto, che sia continua in un
intorno dell’identita, puo essere ridotta a una rappresentazione genuina del gruppo che é
ancora continua in un intorno dell’identita.

Si dimostra, inoltre, che la tesi del teorema di Bargmann si estende in grande se il gruppo
¢ semplicemente connesso.

VIL5 Il gruppo delle rotazioni

VII.5.1 Caratteristiche principali del gruppo SO (3)

Come abbiamo dimostrato il gruppo delle rotazioni SO (3) appartiene al gruppo di simmetria
dei sistemi isolati. Vogliamo passare in rassegna le caratteristiche principali di questo gruppo.

SO (3) si identifica con la sua rappresentazione sull’algebra delle matrici 3 x 3. Come ¢ ben
noto R € M (3,3;R) se e solo se

RR' =1

detR = 1
Siccome R! = R~ si ha che tutti e soli gli autovalori di R! sono del tipo 1/, con X autovalore
di R. Ma R' e R sono matrici simili (ammettono la stessa forma di Jordan), percido hanno

gli stessi autovalori. Ne viene che se A ¢ autovalore di R, allora 1/\ ¢ autovalore di R. Se
indichiamo con A1, A2, A3 gli autovalori di R, abbiamo

1= A1A2)3
e, certamente, A\; = 1/Xy (la scelta degli indici 1 e 2 ¢ puramente arbitraria), sicché
Az =1

cioé una rotazione ammette sempre ’autovalore 1.

Una rotazione ammette sempre una retta invariante. Tale retta si dice asse di rotazione.

11 gruppo SO (n) & formato da tutte e sole le matrici del tipo
e, ae An)
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dove A (n) ¢ l'insieme delle matrici n x n antisimmetriche, i.e., « = —al. Infatti, se a« € A (3)
allora

(e2) = e = e =1

Si ha cosi che e* € O (n). Veniamo a calcolarne il determinante. A questo scopo premettiamo
il seguente

Data o € M (n,n;C) si ha

dete® =™

Il determinante di e* & dato dal prodotto degli n autovalori p,; di e*. Mostriamo che tutti e
soli gli autovalori di e™ sono et dove \; & autovalore di «.
Infatti, se \; & autovalore di a, allore esiste v € C™ tale che

av = \v

ne segue che

oo . o0
o aFv Ay As
e“v = E - = =etv
k=0

k!
k=0

Siccome gli autovalori di e cosi trovati sono n (per monotonia dell’esponenziale), questi sono
tutti gli autovalori di e®. Allora

dete® =eMe . eM =exp (A + ...+ \,) =T

Se « ¢ antisimmetrica, allora ha traccia nulla, percid dete® = € = 1. Vediamo, adesso,
Iinverso. Cioé mostriamo che ogni matrice di rotazione & l’esponenziale di una matrice
antisimmetrica. A questo scopo ci occorre un risultato di teoria spettrale (si veda il corso
Geometria per Fisici) che riassumiamo nel seguente

Sia A € O (n) una matrice ortogonale. Allora esiste un cambiamento di base ortogonale P
(P € GL (n,R), P* = P71) per cui

I,

‘1

_]Ikg
PiAP — Ry,

Ry,

dove

sinf; cosb;

Ry — ( cosf; —siné; >

Dal teorema segue subito che
det A = det PAP = (—1)*2
Percio se A € SO (n) allora ks deve essere pari. Ma allora

R_x

7Hk2 =

Ciog, la forma normale di una matrice A € SO (n) ¢

Iy,

Ry,

m
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Definiamo ora la matrice S € A (n)

0

0 -6,
6, 0

0 —bOn
Om, 0

siccome ’esponenziale di una matrice a blocchi ¢ la matrice i cui blocchi sono ’esponenziale
di ciascun blocco di partenza (come @& evidente scrivendo la serie di potenze), e siccome

0 -6

P'AP = ¢% «= A= PSPt — PSP

abbiamo

Posto oo = PS P! abbiamo che « & antisimmetrica e che
A=c¢e"

Abbiamo cosi dimostrato il seguente

Ogni matrice ortogonale speciale A € SO (n) si scrive come esponenziale di una matrice
antisimmetrica o € A (n).

Abbiamo voluto condurre la dimostrazione in tutta generalita lavorando sui gruppi n-

dimensionali. In realtda avremmo potuto ottenere il teorema nel caso n = 3, molto piu
rapidamente.
Abbiamo dimostrato prima che una rotazione (in 3 dimensioni) ammette sempre uno spazio
invariante di dimensione almeno 1. Scegliamo allora una terna ortonormale (2/,y’, z’) avente
z" lungo lasse di rotazione trovato. Siccome la terna scelta ¢ ortonormale esiste P ortogonale
e invertibile tale che P*AP ¢ la matrice della rotazione rispetto a (z',y’, 2), cio¢

1 0 0
A= P'AP =

- cosf —sinf \ 0 -0
~ \ sinf cos6 =Pl o

sicché, come prima,

0 0 O
A =exp| 0 0 -0
06 0

e ancora A é ’esponenziale di una matrice antisimmetrica.

Torniamo a considerare esclusivamente il gruppo che ci interessa, cio¢ SO (3). Cominciamo
col vedere alcune semplici proprietda delle matrici antisimmetriche. Tanto per cominciare
fissiamo una base di A (3), {L1, La, L3}

(Li) ), = €ikj

cioé
0 0 O 0 0 1 0 -1 0
L= 0 0 -1 , Lo = 0 0 0 |,Ls= 1 0 O
01 0 -1 0 0 0 0 0

Sia S € A (3), allora
S = niLi =u-L
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e, per ogni x € R3, si ha
(SX)j = (u7L7)Jk Tk = €jikWiT = (11 X X)j
cioé S =u x -, dove, essendo L una base per A (3), u & univocamente determinato da S.
Se ora R = e con S € A(3) e u tale che Sx = u x x, allora u & autovettore all’autovalore

0 per S e e’ =1 per R. Cioé u individua l'asse di rotazione. Se adesso definiamo n come il
versore lungo u e chiamiamo ¢ = |ul, allora ogni R € SO (3) si scrive come

R = el
dove n ¢& lasse della rotazione e ¢ & l'angolo di rotazione. Infatti fissiamo una base
B={2',y',2'} con 2’ lungo n. Scriviamo la matrice di R rispetto alla base B, abbiamo
R=M'R'M
con M matrice di cambiamento di base da {x,y,z} in {«’,y’,2'}. Denotiamo con a,b,c le

colonne di M. R’ ¢ la matrice della rotazione attorno a 2z’ di angolo 6. Allora

R =exp (G’MtL;;M)

calcoliamo
a a
M'LsM = b (Lga Lsb Lgc): b (zxa z X b zxc):
c c
0 a-(zxb) a-(zxc)
= —a-(zxb) 0 b-(z xc)
—a-(zxc) —b-(zxb) 0
d’altronde
a-(zxb) = z-(bxa)=—cs
a-(zxc) = z-(cxa)=bs
b-(zxc) = z-(cxb)=—as

Ora, l'ultima colonna di M! & formata dalle coordinate di n nella base canonica. Cio¢ n &
I'ultima riga di M:

n = (as, b3, c3)

e dunque
0 —nNs3 na
MtLg,M = ns 0 —Nn =n-L
Ny m 0

In definitiva
R=-exp(@n-L)=-exp(¢n-L)
cioé p = 6 e p & I'angolo di rotazione di R.

Per concludere

R € SO (3) se e solo se esiste un versore n, asse di rotazione, e un reale ¢ tra 0 e 2w, angolo
di rotazione, tali che

R=exp(en-L).

VII.5.2 Rappresentazione unitaria di SO (3) e momento angolare

Dal teorema di Bargmann abbiamo che possiamo rappresentare il gruppo SO (3) tramite
operatori unitari sullo spazio H, cioé se v{,7, € SO (3) risulta

U(vam1) =U (v2) U (M)

Restringiamoci per un momento al sottogruppo delle rotazioni attorno a un asse. Scegliamo
lasse associato alla matrice antisimmetrica o € A (3). Il sottogruppo delle rotazioni attorno



Calcolo delle
regole di
commutazione

Calcolo di [L;, L]

Regole di
commutazione
e definizione
di momento
angolare

VIL5 |l gruppo delle rotazioni 171

all’asse lungo il kernel di «, appartiene al gruppo di simmetria e ammette rappresentazione
proiettiva unitaria. E facile vedere che si tratta di un gruppo compatto abeliano a un
parametro, dove il parametro ¢ ’angolo ¢ di rotazione:

Ro (1 +92) = Ral(pr)Ra (o)
U(e91%e%2%) = U (e91%) U (e2%)

Vale allora il teorema di Stone, percio
U (Qo) _ efiapr(oz)/h
dove 7 («) & un operatore autoaggiunto definito su H (e come tale ¢ un’osservabile del sistema).

Consideriamo adesso due rotazioni caratterizzate dalle matrici antisimmetriche o e 8. Nella
teoria delle rappresentazioni si dimostra la formula di Baker-Campbell-Hausdorff

exp (A) exp (B) = exp (A +B+ [AéB] + O3>

ne segue che

efsﬁefeaesﬁeea — efsﬁfsa+a2[ﬁ,a]/2+0(63)esﬁ+6a+62 [ﬁ,a]/2+0(63) — 652[ﬁ,a]+()(53)

Conseguentemente,
U (e—eﬁ) U (e—ea) U (65[3) U (eaa) — 652[—ir(,B)/h,—ir(a)/h}—&-O(ﬁ)
Quest’ultimo deve allora essere eguale a
U (652[5,a1+o(53)) _ efisr"r([ﬂ,a])/thO(ss‘)

visto che [, a] & ancora una matrice antisimmetrica e che

U (esz[ﬁ,a]+o(g3)> —U (egz([,g,QHO(a))) — o—i€*r([B,a]40(e))/h

supponendo r continua,

6—1527'([[3’,(1]+O(6))/ﬁ — —iazr([ﬁ,a})/h-i-O(ag)

€

Ne segue che, sviluppando per € — 0
I—ie*r ([8,a]) /h+ O (%) =1—¢&*[—ir (B) /h, —ir (a) /Al + O (&%)

cioé
e U2 ([th o) +&* [—ir (B) /h, —ir (a) /B + O (£°)
dividendo per 2 e passando al limite per € — 0, si ottiene
ir (18,0]) = 2 [r (8) 7 ()]
da cui

[r(B),r ()] = ihr ([8, ) (VIL.23)
cioé r conserva le regole di commutazione delle 3, c.

Calcoliamo allora le regole di commutazione per le matrici antisimmetriche che inducono le
rotazioni attorno agli assi principali:

[Lia Lj]mk = (Lz)mn (Lj)nk - (LJ)mn (Lz)nk = EinmEjikn — EjnmEikn

= Epmi€njk — Enmj€nik = OikOmj — 0ij0mk — 0jkOmi + 0iOmk

0ikOmj — 0jk0mi = €lij€ikm = €ijt (L1),p
cioe troviamo

[Li, Lj] = eiju Ly (VIL24)

A questo punto, dall’equazione (VII.23) troviamo

[r (Li) v (L;)] = eijer (Li)
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che sono le stesse regole di commutazione del momento angolare, equazione (VII.2).
Definiamo allora momento angolare
M =r (L)

il che & lecito essendo r (L;) operatori autoaggiunti. Questo ci consente di ritrovare la (VIL.2),
senza specificare la natura di M in termini di q,p che ci aveva costretti a rigettare i valori
seminteri di /.
Momento  D’altra parte se uno stato ammette le q, p come insieme completo di osservabili compatibili,
angolare orbitale 11415 i puo passare alla rappresentazione di Schrodinger e porre H = L% (in questo caso lo
stato di una particella & completamente assegnato una volta fornita la funzione d’onda % (q),
vedremo che questo non ¢ sempre verificato: esiste lo spin!). Come abbiamo visto possiamo
rappresentare le rotazioni v nel modo seguente

Uy :v(@—9d (@=v¢ (v "a)
¢ facile vedere che la rappresentazione U () & unitaria e che
U)U ()¢ (@) =U )¢ (@ =9 (rz'a) =¢ (12 'a) =9 ((72%)_1 q) =U(12m)a

cioe U & la rappresentazione di SO (3) su L?l che cercavamo.
Andiamo a calcolare il generatore delle rotazioni attono all’asse 3, consideriamo un angolo di
rotazione pari a € e passiamo al limite per € — 0 nella

U)v(@) = v(a)
(H_zaMg_i_O(Ez))w(q) = ¢ (q—cLsq+ O (£?))

h
1e M- 0
vl@)- =20 (@+0(EF) = ¢(Q)—€a—z(zxq)+0(€2)7
infine,
h 0 0
M3 = 7 <Q18—q2 - q2(’)—ql> = q1p2 — ¢2p1

cosl ritroviamo ’espressione con la quale avevamo aperto il capitolo.

VI1.5.3 Osservabili scalari e vettoriali

Scalari e vettori In generale, definiamo vettore ogni tripletta y che, sotto trasformazione ortogonale del
sistema di riferimento, cambi secondo la legge

y' (x') =y (Rx) = Ry (x)
se RR! = 1. Si chiamano pseudovettori le triplette per cui
y' = (det R) Ry
Si chiamano scalari le quantita per cui
y (Rx) =y (x)
e pseudoscalari le quantita tali che

y (Bx) = (det R) y (x)

Osservabili  In meccanica classica, dunque, si chiamano osservabili scalari quelle funzioni f (p,q) tali che
classiche scalari

e vettoriali f (RP7 Rq) =f (p7 CI)

si chiamano osservabili vettoriali le triplette f (p, q) tali che
f (Rp, Rq) = Rf (p,q)

In generale, riferendosi a R € SO (3) si confondono pseudoscalari e pseudovettori con scalari
e vettori e si dice, allora, che si considerano scalari e vettori per rotazione.
Ne viene in modo banale che p e q sono osservabili (classiche) vettoriali.
Osservabili In meccanica quantistica, definiamo A osservabile scalare, se questa ¢ invariante per
quantistiche

scalari e
vettoriali
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trasformazione ortogonale v = R € O (3)
A= V,;FAV,Y =A
cioé se
[A, V'y] =0
Analogamente, definiamo osservabile vettoriale una tripletta di osservabili A = (A, As, A3),

tali che, sotto trasformazione ortogonale del riferimento, R € O(3), cambiano secondo
I’equazione seguente

A; = V,erAiny = R,‘jAj

Regole di ~ Limitiamoci adesso a trasformazioni R € SO (3). Sia A scalare, allora
commutazione

A = onM/h go—ignM/h _ (11 + gb%n "MA+ 0 (¢)> A (]1 - ¢%n "MA+ 0O (¢>)>

A = A+ ¢%nj [M;, Al + O (¢)
passando al limite per ¢ — 0 troviamo
[M;,A]=0
Sia invece A un’osservabile vettoriale. Allora

A= [eqﬁ(n-L)Lk Ay

Dunque,

ewn.M/h,Aje—iqm.M/n _ |:€¢(n~L)A]

J
il secondo membro vale

[e¢<n'L>A]j = [A+¢nxA+0(@), = A+ dejiuniAi + O (9)
il primo membro, invece,
Aj+ ¢%ni [M;, A;] + O (9)

eguagliando e mandando ¢ — 0, troviamo

i

7 [M;, Aj] = ik Ax
cioe
Scrivendo ’esponenziale in serie di potenze troviamo l'inverso: se A commuta con il momento

angolare, allora A commuta con V5 se v € SO (3), e se A soddisfa le regole di commutazione
(VIL.25), allora A si trasforma come un’osservabile vettoriale per v € SO (3).

Prodotto scalare Il prodotto scalare di osservabili vettoriali & un’osservabile scalare (come somma di prodotti
¢ mmvaranza - {j oggservabile & un’osservabile). Sia A = v - w, allora

Al = V+AV = V*viéijij = 5ijV+UiVV+ij = (5inikUklewl =
= Ry Ryveyw; = vpdpw; = vpwy, = A.

Osservabili ~ Abbiamo visto che condizione necessaria e sufficiente affinché un’osservabile quantistica
classiche e
osservabili N . .

quantistiche (1) sia scalare ¢ che commuti con il momento angolare;

(ii) sia vettoriale ¢ che soddisfi le regole di commutazione

[Mi, AJ] = ih&?ijkAk;

Abbiamo poi visto che un’osservabile classica ¢
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(i) scalare se ¢ invariante per rotazione;

(ii) vettoriale se trasforma secondo la legge A (Rp, Rq) = RA (p,q);

Ora vogliamo dimostrare che un’osservabile quantistica (avente analoga classica) & scalare (o
vettoriale) se e solo se 'analoga classica & scalare (o vettoriale).

Come ¢ noto dalla meccanica analatica ogni R € SO (3) induce una trasformazione
canonica nello spazio delle fasi. Se fissiamo un asse n, il gruppo a un parametro, in @,
delle rotazioni R, , attorno all’asse n, ¢ un gruppo a un parametro di trasformazioni
completamente canoniche, percio (vedi corso di Meccanica Analitica) ¢ il flusso (dove il
tempo & proprio ¢) di una hamiltoniana. Si dimostra poi che tale hamiltoniana ¢ M - n:

II flusso della hamiltoniana
H=M:'n
¢é tale che

{q(t)— exp (tL-n)q(0)
p(t)= exp(tL-n)p(0)

dove L = (L1, Lo, L3) con L; € M (3,3;R) e [Li];;, = en;-

Abbiamo
H =M n = nyepi;qip;
dunque,
OH
D = NkEkijQi0mj = NkEkimTi = EmkiNkgi = (N X Q)m
Pm
oOH
Do = NREkijOmiDj = MkEkmjDj = —EmkjNkD; = — (M X p)m
dm
sicché
q= nxgq
P= nxp
da cui

infatti, derivando
x(t) = (L-n)exp(tL-n)x(0)= (L -n)x(t) =nL;x(t) =
= NiEikjTk = €jikNi Tl = N X X(t)

come volevamo.

Sia A un’osservabile classica scalare. Dunque, fissato n = e; (versore del j-esimo asse
cartesiano) abbiamo

A(Rp, Rq) = A(p,q)
ma il primo membro vale, posto ¢ = ¢
0AO0H 0AOH
T da o ) 080 =
= A(p,q)+ At[A, Hlpp + o (At)

A(p+ Atp+o(At);q+ Atq+o(At)) = A(p,q)+ At (

dunque
A(p,q) + At[A, H]pp + 0(At) = A(p,q)
da cui

[AvH]PB =0
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e dal postulato di quantizzazione

[A,H] =0
cioe, avendo preso H = M;

[A,M;]=0

Sia A un’osservabile vettoriale, sicché
A; (Rp, Rq) = Ry Ai (P, q)
Ora, il primo membro, per At — 0 vale
A; (p,q) + At [A;, Mjlpg + 0 (Al)
mentre il secondo membro &
Rix Ak (p,q) = [RA (p,q)]; = [exp (—tL;) A (p,q)];
dove L; & la matrice
[Lj}km = Ekjm
definita in precedenza. Dunque,
Rix Ak (p,q) = [RA (p,q)]; = [A (p,q) + AtL;A (p,q) + o (At)];
d’altra parte
[LiA (P, a)]; = (L)), Ak (P, q) = €iji Ak (P, Q)
In definitiva
[Ai’Mj]PB = EijkAk' e [Mj’Ai]PB = EjikAk' <~ [MJ,AZ] = ihsjikAk-

Abbiamo cosi dimostrato il seguente

Se f (p,q) é un’osservabile classica scalare (nel senso delle rotazioni) allora la sua analoga
quantistica é scalare. Se f (p,q) é un’osservabile classica vettoriale (nel senso delle rotazioni)
allora la sua analoga quantistica é vettoriale.

Dunque, p e q sono osservabili vettoriali sia in senso classico che in senso quantistico. Ne segue
o . 2 2 . . iy

che osservabili che dipendano da |q|”, |p|”,q - p sono osservabili scalari e percido commutano

con il momento angolare. In particolare, I’lhamiltoniana di un sistema isolato ha la forma

_pf
2m

H +V (lal)

percio ¢ uno scalare e dunque commuta con il momento angolare (cosa che avevamo gia
dimostrato in precedenza).

Come detto in apertura, ci siamo limitati a scalari e vettori sotto rotazione. Un’altra
operazione di simmetria molto importante & 'inversione spaziale q — —q. Poniamoci pure
nel contesto quantistico. Affinché si mantangano le relazioni di commutazione canoniche, deve
essere p — —p, sicché L — L (L & un’osservabile pseudovettoriale).
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Abbiamo visto che I'introduzione del momento angolare a partire dalla traduzione operatoriale
della quantita classica esclude la possibilita di realizzare momenti angolari semidispari, cosa,
invece, prevista dalle regole di commutazione del momento angolare.

Ora, sperimentalmente (vedremo piu avanti in che termini) si trova la necessita di associare
ad alcune particelle, come l’elettrone (che pure & puntiforme!), un momento angolare
intrinseco o spin avente due soli autovalori distinti.

Le regole di commutazione dello spin sono quelle del momento angolare, cioé, se indichiamo
con s lo spin in unita di A, troviamo

[Si, Sj] = ifijksk
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Se, come si rinviene sperimentalmente, le componenti di s hanno solo due autovalori distinti,
questi devono essere necessariamente 1/2 e —1/2. Ne segue che lo spin & cosa del tutto diversa
dal momento angolare orbitale, cioé¢ s non si esprime come M in funzione delle q e delle p.

Assumeremo allora che s non sia funzione delle variabili canoniche e percio

[si,q5] = [si.ps] =0
dunque, se definiamo orbitali le osservabili f (p,q) che abbiamo finora studiato, dobbiamo
ammettere che lo spin commuti con le osservabili orbitali.

Cio significa che ogni autospazio di una osservabile orbitale A debba avere almeno
degenerazione 2. Infatti, si ha

[A,s1] =0; [A, 82] =0; [s1,82] #0

percio, per il teorema di degenerazione (dimostrato in V.2.1) A & degenere (ricordiamo
brevemente la dimostrazione: se A non fosse degenere, allora ogni suo autovettore sarebbe
simultaneamente autovettore di s; e s9, da cui s; e sy avrebbero un s.o.n.c. di autovettori
simultanei, cioé commuterebbero).

In altri termini, lo spin & una nuova osservabile (diversa da zero solo per alcune particelle)
avente le seguenti proprieta (che possiamo assumere come postulati)

(i) le tre componenti dello spin s = (s1, 2, $3) sono osservabili;
(ii) regole di commutazione delle tre componenti dello spin:
[8i,85] = i€ijkSk;
(iii) s commuta con le variabili canoniche:
[si:a] = [si:p5] = 05

(iv) ciascuna delle componenti dello spin ammette due soli autovalori, 1/2 e —1/2.

Vogliamo adesso caratterizzare lo spazio degli stati per la particella dotata di spin che stiamo
considerando. Non possiamo pitt ammettere che q = (g1, ¢2, ¢3) formi un sistema completo
di osservabili compatibili e percio dobbiamo aggiungere almeno una componente dello spin.
Poniamo allora che {q, s3} sia un insieme completo. Consideriamo un set completo di autostati
simultanei per {q, s3}, sia tale set {¢q,s } Dato un qualunque vettore v nel nostro spazio di
Hilbert H possiamo rappresentarlo in Lg . come

w (CL 83) = ('L/}q,sg,a ¢)

2 si espande in serie come segue

q,s3

U (a,s3) =D citmndi (@1) fi (42) g (43) hi (s3)

d’altra parte, ogni funzione di L

cioe
2 _ 72 2 2 2
L(Lss - LQ1 ® qu ® LQ3 ® LSs
e dato che L? .. & isomorfo unitariamente a H troviamo che

a,s3
H="Hi1 ®H2® Hz ® Hspin = Horb ® Hspin
dimodoché
si = Iy, ®@si
f(aipi) —  flaip;) ® gy,
D’altra parte ciascuna s; ammette due soli autovalori e forma un sistema completo di

osservabili compatibili in Hgpin, percio tali autovalori non sono degeneri, e dim Hgpin = 2.

2

550 Ma a C?, percid la rappresentazione di Schrodinger

Allora Hgpin non ¢ isomorfo a L
dell’elettrone si effettua su

2 2
L2®C
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cioé le funzioni d’onda divengono del tipo

Pl 1.0+l 0. = (1)

Ci siamo ora ridotti a studiare I'azione di tre operatori hermitiani s; con le regole di
commutazione di cui sopra su uno spazio bidimensionale. Dalle regole di commutazione
abbiamo che

[52,31-] =0

percio s2 e s; ammettono una base di autovettori simultanei. D’altra parte s ha come unico
autovalore 1/2 (1/2 + 1), percio sui due autovettori s? vale 3/4 e con cio

3

2

= "I,.
S 42

2

Introduciamo per comodita
o =2s
da cui
(04,0;] = 4[s4, 8] = dig;jisk = 2i€ijk0%

Denotiamo con x, e x_ gli autovettori di o3, allora (X+> X?) =0e

O3X4+ = X453 03X— = —X—
Ovviamente,

oixy = (01 +i02) X, = 0
adesso scegliamo la fase di x_ ponendo

o_x; = (01 —i02) X, =2x_

Ne segue che, per o3

(X+a03X+) L; (X+70'3X7) =0

(x_ osxy) = 0; (x_,osx_)=-1
per o

(X+7U+X+) = 0 (X+a(7+X—) =2

(Xx_soixy) = 0; (x_,o4x_) =0
per o_

(xp0-xy) = 0; (x4o0-x_) =0

(x.o-xy) = 2 (x_,0-x_)=0

infine, troviamo (ancora una volta) le matrici di Pauli

(0 1\ ({0 =i\ (1 0
G1=\V1 0 )27 o )79 o0 -1

Si noti che, come doveva essere, 07 = I,. Da questo si trova che

0i0j0; —0; = 2i€;,050;

0j —0i0;0; = 2i€ijk0i0k
cioe

00K + 0Lo; = 204
Se denotiamo con {-,-} Panticommutatore, abbiamo che
{O’i, O’k} = 26ki

sicché le o; obbediscono all’algebra di Clifford.

Vogliamo andare a vedere come agiscono le rotazioni in rappresentazione. Preso lo stato yx
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le sue componento rispetto a x, e x_ ne costituiscono il rappresentativo in C?, si ha cioé
([ a
X = b
dove (a,b) viene definito anche spinore.

A causa di una rotazione lungo n di angolo ¢, lo stato x viene mandato nello stato

Xl _ efi(n»a)¢/2X

a' __—i(na)p/2 [ Q
< Y ) ¢ b

dove qui, con leggero abuso di notazione, intendiamo per exp(—i(n-o)¢/2) la matrice
associata in C? rispetto alla base { Xops X7}~ Per calcolare tale matrice scriviamo le o; nella

cioe

base {X+, X?} e valutiamo la serie

k
. 1 _ .
exp(—i(n-0)¢/2) =Y T (?) (—in-o)"
— k!
calcoliamo
(n- 0')2 = nonjo; = Zn?a? = Zn?ﬂg =1,

m-o) = (o)

sicché le potenze pari danno 'identita e quelle dispari danno (n - o).

Si ha percio

(=in-0)’ = I
(—in-o)' = —in-o
(—in-o)® = -,
(—in-0)®> = i(n-o)
(—in-o)! = 1,

cioé (—in - o) & una unita immaginaria nello spazio delle matrici 2 x 2 complesse. Quindi
_ . 2) — z I, —in - —~ 2 (£ =
exp(~i(n-0)9/2) ;} ey \2) 2™ U;} 2k + 1)1 \ 2

= ]Igcosis —in-osin —.
2 2

Dunque, per una rotazione del sistema di angolo ¢ attorno all’asse n, si ha

(1) (o) ()
(9)--(:)

cioe lo stato & sempre lo stesso, ma il vettore cambia per una fase (—).

Ruotando di ¢ = 27

Vogliamo ora caratterizzare la matrice
Ccos — —in - o sin —
2 2
Mostriamo che ¢ unitaria: la sua inversa vale infatti

eq’,(n~a’)¢/2 = cos ? +n - osin ?
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laddove
+
<cos 5 in - o sin 5) =cosg — (injo;)* sing = Co0s ? +in- Usin?
Inoltre,
det efi(n-a)¢/2 — 672@5/2 Tr(no) _ 1
essendo

Tr (o) = 0.

percio e~ (n)¢/2 ¢ ST (2)
D’altra parte vale anche il viceversa

Teorema VIIL.7 Le matrici del tipo
cos% —in- asin%, ¢ €10, 2x|

con o; matrici di Pauli, sono tutte e sole le matrici di SU (2).

Dimostrazione  Introduciamo per comodita la matrice og = I5. Allora la piu generale M € M (2,2;C) &
della forma

M =aog+b-o
siano A\; e A9 gli autovalori di M allora

2det M = (A + A2)” — (\f +A3) = (Tt M)? — Tr (M?)

ora,
M? = (a2 —|—b2) 0o
sicché
2det M = 4a* —2a* —2b°
detM = a2—-02=1

Imponiamo 'unitarieta,
M*=ay—b o
infatti

(aao + b]'O'j) ((10’0 — blaz) = a200 — ab;o; + ab]‘O'j — bibjO'iO']‘ = ((12 — b2) og = 0yp-

Dunque,

aocg—b-o=a"cqg+b* o
cio¢ a € R e bj = —b}. Ne segue che i b; sono numeri immaginari puri, cioé esiste ¢ € R3 per
cui

b =ic
infine,
ad+cf=1
dunque, |a| < 1, cio¢ a = cosa con « € [0, 7], 0, equivalentemente,
a = cosg7 ¢ € 0,27

A = sing, ¢ €10, 2n]

e allora ¢ = —cn, ciog, se M € SU (2), allora

M :cos? —in-crsin?.
(c.v.d.) 2 2
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Abbiamo dunque trovato una corrispondenza tra il gruppo SO (3) e il gruppo SU (2). Per
vedere che si tratta di una rappresentazione proiettiva (almeno) & necessario mostrare che, se
Y152 € SO (3), allora

U(va71) = a(v2,71) U (v2) U (11),

dove |ar (v4,71)| = 1.
Cominciamo con il dimostrare la seguente

Se U (7y) ¢ la rappresentazione in Hspin = C? della rotazione v € SO (3), allora risulta
Ut (v)oU(v) =10

Consideriamo un vettore v nello spazio R3 e sottoponiamolo alla rotazione di angolo ¢
rispetto all’asse avente per versore n. Fissiamo l’asse z lungo n e il piano xz lungo il piano
per n e v. L’asse x sara parallelo al vettore v — (v - n) n, l’asse y sara invece parallelo a n x v.
Se 6 ¢ la colatitudine di v abbiamo

sinf = [n x vi
[v|
cos = =Y
[vi
percio
. v—(v:n)n v—(v-n)n
x = , =
|v|sinf |n X v|
. nxv
Y |n X v|
Z = n
siccome il vettore v ha coordinate
x = sinf|v]|
y= 0
z= cosf|v]
esso verra trasformato nel vettore
= (cosg)x
y'= —(sing)z
2= =z
e dunque
B mxvl, v—(v-n)n . |nxv| nxv _
YWV o= cos¢ ™ [v] V] sin ¢ ™ [v] ] +(n-v)n=
ywv = cos¢p(v—(v-n)n)—sing(nxv)+(n-v)n

Mostrato questo passiamo al calcolo diretto (basato su regole di commutazione e algebra di
Clifford) della quantita

Ur (1ol (1) = (cos(6/2) +isin(¢/2)n- o) o (cos (¢/2) — isin (/) n - &) =

(cos (¢/2) + isin (¢/2) njo;) o; (cos (¢/2) — isin (¢/2) nyoy) =

(cos (¢/2) o; +isin(¢/2)njojo;) (cos (¢/2) —isin (¢/2) nyoy) =

= cos®(¢/2) o; —icos(¢/2)sin(¢/2) nyoioy +icos(¢/2)sin (¢/2) njoi0; +

+sin® (¢/2) njnpoj0,04

notiamo che
0404 = 251']' — 00y
percio

Ut (v)oiU (y) = cos®(¢/2) o; +icos (¢/2)sin (¢/2) n [0i,05] +
+ sin? (¢/2) njni26;;0, — sin® (¢/2) njnioiokok
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= cos?(¢/2)0; +icos(¢/2)sin(¢/2)n;[o:,0;] + 2sin® (¢/2) ningoy
—sin® (¢/2) o

= cos () o; — 2eijxn;01 cos (¢/2) sin (¢/2) + 2sin? (¢/2) ningoy =

= cos(¢)o; —sin (@) (n x o), + 2sin’ (¢/2)n; (n- o) =
d’altra parte

1 —2sin? (¢/2) = cos (¢)
sicché
UT (v)oiU (7) = cos (¢) (05 —ni (n - 7)) —sin (¢) (n x 7); +n; (n- o)

cioe
o) U+ (1) oU () = cos () (o —n(n- ) — sin (6) (n x &) +n (n- 7) = 70

Rappre-  Siano 7,7, € SO (3) e consideriamo il loro prodotto vy57y,. Abbiamo
sentazione

sobietiiva di Ut (1)Ut (12) U (1) U (1) = U F ) 120U (1) =U* ()75 oU (1) =
= YU (m)oU(v) =vamo
cio¢
Ut (1)Ut (v2) U (72) U (71) = U (7971) U (v971)
dunque,
o=U(y)U (71) Ut (72’71) oU (7971) Ut (71) Ut (72)

Definiamo V' = U (v57,) UT (1) U" (75), allora abbiamo V' € SU (2) tale che o = VoV
Scriviamo V' = aog + b - o, allora

0=[ok, V] =b; [0k, 0i] = €rijbioj

dall’indipendenza dei o ; si ottiene b = 0. Ne segue che V' = ao, ma dovendo essere det V' = 1,

si ha
V=4I,
da cui
U(or) Ut (7)) U™ (72) = £lo
ossia

U(vav1) = £U (72) U (11)

Possiamo percio affermare di aver trovato una rappresentazione proiettiva di SO (3) sullo
spazio C? tramite il gruppo SU (2).
La corrispondenza tra SO (3) e SU (2) ¢ definita a meno del segno, infatti

¢ — cos%—isilué(n-a')
o421 — —cos%—i—isinqﬁ(n-o)

Corrispondenza  Viceversa, dato un elemento U € SU (2), possiamo scrivere

da SU E2;
in 5O (3 Uto,U = aog+ erlal
=1

dato che la traccia del primo membro ¢ 0, a = 0 e perciod
U+O'jU = El‘jlal
=1
Calcoliamo 'aggiunto di ambedue i membri,

+ + — E * _+
=1
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E Fle'l = E P;IUZ
=1 =1

percio I'y; = I'}; e I' ¢ una matrice reale. Calcoliamo la traccia di ambo i membri della seguente
equazione

Uto;UU o U = Tjmom Y Loy

m l

abbiamo, per il primo membro
Tr(ojor) = %Tr (0joK +0K0j) =20k,
per il secondo membro,
T (TjimmTkio1) = 28miLimTii = 2T jmTkm
cioe
IT! =1
I' € O (3). Inoltre, calcoliamo la traccia dei due membri della seguente equazione,

U+01UU+02UU+O‘3U = ZFlmamZFglal ZFQjO’j
l

m l

abbiamo
005 —0;0; = 20€,0%

000k — 00,0 = 2i5ijk
ma

0jo0; +0;0; = 2(5,’(7'

UjO'i = 252‘]‘ — O’iO'j
Cerco
20i0j0k + 25ij0k = Qiéijk

percio

Tr (oi0j0k) = 2k
Ne segue che
Tr (T1momlaoils05) = 2ign,; TimTal's;
da cui
1=¢emilimlal'e; = detT’

sicché a ogni U € SU (2) si associa una rotazione. D’altra parte U e —U generano la stessa I,
percio la corrispondenza tra SU (2) e SO (3) e 2 a 1.

In definitiva, a ogni elemento di SU (2) corrisponde un elemento di SO (3), mentre a ogni
elemento di SO (3) corrispondono due elementi di SU (2).
SU (2) si dice rivestimento universale di SO (3).

SU (2) é semplicemente connesso: infatti esso ¢ - come visto sopra - topologicamente
equivalente alla sfera unitaria quadridimensionale, S®. D’altronde SO (3) & parametrizzato
dalla coppia (n, ¢) e, siccome

(n,¢) = (0,0 = 27) = (-1, —p + 27).
possiamo dire che SO (3) & topologicamente equivalente alla sfera tridimensionale piena di
raggio 7 (una rotazione essendo individuata dal vettore pn € R? di modulo ¢ € [0,7]) in cui

i punti della superficie diametralmente opposti sono identificati. Ne segue che SO (3) non &
semplicemente connesso.

VII.7 Composizione dei momenti angolari
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VIL.7.1 Il problema della composizione dei momenti angolari

Composizione  In meccanica classica sappiamo bene come si opera la composizione di due momenti angolari
Clafrf(‘)‘ﬁe‘rlﬁ indipendenti M; e M. Infatti, se M; = |M;| abbiamo che il modulo del momento angolare
angolari totale, M = M; + My, ha modulo M compreso tra |M; — Ms| e My + M.

Rilevanza Ora, in meccanica quantistica si pone un problema del tutto analogo che, evidentemente,
de;é’;ﬁ:’é‘iféﬁ risulta molto importante. Consideriamo ad esempio I’elettrone nell’atomo di idrogeno: esso ha
un momento angolare orbitale M dovuto al moto attorno al nucleo e un momento di intrinseco
(lo spin) s. In questo caso, & naturale chiedersi quali siano gli autovalori del momento angolare

totale

J=M-+s
e del suo quadrato J2 = |J|.
_ Scelta delle  Consideriamo due momenti angolari indipendenti L; e Ly (in unita di ). Se L ¢ definito
dlagoﬁ?&fg’iﬁ‘g& su H; e Ly & definito su Ha, allora il momento angolare composto L = Lj + Lo agisce su
Hi ® Ha (se si tratta di due momenti orbitali attengono a variabili dinamiche diverse, se
invece uno & orbitale e l'altro di spin, uno agisce su Hoyp, € l'altro su Hepin).

Notiamo subito che ogni componente di L commuta con ogni componente di Ly ed Lo. Allora
le componenti di L commutano con L?, percio vale

L, L] =0=[L* L] =0
d’altra parte ¢ falso (a causa dei termini di interferenza) che le componenti di Ly ed Lg
commutino con L?. In ogni caso ¢ possibile diagonalizzare simultaneamente L%, L,, L3, L3.
A questo scopo decomponiamo nel modo che segue ciascun autospazio simultaneo di L? e L3,
E (01,L3) ® E (£, L3).

Definizione del  In H; isoliamo l’autospazio relativo all’autovalore ¢; di L?, F (&-, Lf), e in esso blocchiamo
blocco V1 @ V2 44t gli autovalori delle osservabili che completano {L?, Li}, di modo da considerare la varieta
V., C E (&,Lf) di dimensione 2¢; + 1. Naturalmente, essendo le osservabili autoaggiunte e
percio chiuse, V; & un sottospazio completo.

Andiamo allora a diagonalizzare L e L? su V; ® V4 che ha dimensione (2¢1 + 1) - (205 + 2).
Una base di tale spazio & - in modo ovvio - data dal prodotto tensore delle due basi:

|01 my;lama) = [y my) ® |[lama)
Nello spazio Vi ® Va dovremo trovare gli autovettori simultanei di L2, L3, L2, L.,
|€1 62 Y4 m}

Si noti che 'autovalore m relativo a L, va da —{ a £. Infatti, V; ® V5 ¢ invariante per L e
percio ¢ invariante per Ly e L_, sicché trovato un |[¢1 €5 £ m) si trovano - in V] ® Vs - tutti gli
altri tramite gli operatori di salita e discesa.

Ora, il problema della diagonalizzazione del momento angolare composto si dirama in due
questioni fondamentali:

(1) determinazione dei valori di ¢ in funzione di quelli di 41 e {3;

(ii) decomposizione dei vettori |¢1 {5 £ m) sulla base formata dai vettori [¢1 m1; €3 ms) (coefficienti
di Clebsch-Gordan).

Autospazi di L, Occupiamoci di (i). In primo luogo vediamo che i vettori |€; my; €2 ma) sono autovettori di
L, all’autovalore m = my + ms, infatti

L.|timi;lams) = (L @I41Q L.o)|limy) ® [lams) =
= my |l mi) @ [lama) +ma [l my) ® |[lama) =
= (m1 +mg) [l1 ma; e ma) = m |l mq;la ma)

Fissato m, la dimensione di E (m, L,) (intersecato con V; ® V,!) & data dal numero di coppie
ordinate (mq,mz) i cui elementi hanno somma m. Infatti, tutti i vettori del tipo |£1 mq; €y ma),
con my + mg = m, appartengono a E (m, L) e sono indipendenti. Viceversa se v € V; ® V3
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appartiene a F (m, L) allora, scritto
V= Gy [0 ma; o mo)
mi,ma2

si ha

Lz Z Amyms |£1 mi; 62 m2> m Z Amyma |£1 mi; 62 m2>

mi,ma mi,ma2
Z Mmymsy [l M leame) = Z (M1 4+ M2) Gmym, |61 M1; 2 me)
mi,msa mi,ma2

e gli unici valori di @pm,m, che non sono nulli sono quelli per cui m; + mg = m.

Il massimo valore di m che possiamo costruire si ha per m; = ¢;, cioé m = {1+/5. L’autospazio
di L, a tale autovalore ha allora dimensione unitaria e questo implica che |1 {1;05 o) &
autovettore di L? (per il solito teorema su commutazione e non degenerazione...). Ora, m < ¢,
sicché 41 + 05 < £, d’altra parte, m = mq + mo < £1 + £5, percio

f=maxm < {1+ s
e infine {1 £1; 05 £5) & autovalore di L? all’autovalore dato dall’intero £ = ¢1 + fo, cio¢
L2 |0y 1502 09) = (€1 + 0a) (€1 + Loy + 1) €1 €15 02 £o)
L |y byl la) = (b1 +Lla) [l1 £1; 02 L2)

Poniamo ora m = ¢; + {2 — 1. Una base per E (m, L,) ¢ data da
|£1 61; Zg Zg — 1> |€1 (1 — 1; Zg Zg>
percid dobbiamo trovare una combinazione lineare di questi due vettori che fornisce
un autovettore di L? all’autovalore costruito tramite ¢ = {; + {3, cioé¢ 3, =
[l1 0l =01 +lom =101 +Lls—1) = L_|l1l1;0203). Sia 1, l'altro - unico - autovettore
ortogonale a 9; che ancora appartiene a E (m, L.). Si ha che L?*, € E (m, L,), pertanto
L2¢2 = ap; + By
moltiplicando scalarmente ambo i membri per 1, si ha
o= (1, L%y) = (L%y,9,) =0

percio 1/)2 = |€1£2£ = gl +€2 —1m= 61 +£2 — ].>

Andiamo ancora avanti e poniamo m = {1 + {3 — 2. Stavolta la base di E (m, L) & data da

|€1 61;£2 62 — 2> |€1 El — 1,£2 £2 — 1> Ml El — 2,62 £2>

Con questi tre vettori deve essere possibile costruire tre combinazioni che forniscano gli stati
al =01+l =0+0l3—1el=1{1+{;—2. Il primo e il secondo si ottengono applicando L_
agli autovettori trovati precedentemente. Il terzo ¢ semplicemente I'ortogonale ai due prodotti
tramite L_ (che a loro volta sono ortogonali, come autovettori ad autovalori diversi della stessa

osservabile). La dimostrazione che tale ortogonale & proprio il vettore cercato si compie come
per il caso di sopra.

11 procedimento prosegue fino a che m = — (¢ + £5), tuttavia per — [fo — £1] < m < |lo — 4]
la degenerazione degli autospazi F (m, L,) resta costante:

dim E (m, L,) = 2min{m,ma} + 1

Dimostriamolo. Sia 1 < {5 e sia £1 — o < m < f5 — 1. Vediamo in quanti modi diversi si
puo ottenere un tale m. Prendiamo

my=—b1,—0l+1,...,01 — 1,4
e corrispondentemente mo = m — myq, cioé
meo=m-+by,m+-bi—1,.... m—4L€;+1,m—{
che sono tutti valori permessi per ms essendo

me < m+4l </l



Considerazioni
riassuntive

Impostazione
del problema

VII.7 Composizione dei momenti angolari 185

my > m—4{; > —Ly
I modi possibili sono allora 2¢; + 1 e quanto avevamo preannunciato ¢ dimostrato.

Riassumiamo:

si parte dallo stato |1 £1; 05 {3) che & autovettore di L, am = {1 +{y e di L? a £ = {1 + {3;

e si applica L_ al vettore di sopra, andando ad ottenere m = {1 + 4y — 1 e £ = {1 + {o;

e si calcola 'ortogonale del vettore di cui al punto precedente, andando a ottenere m =
€1+€2—1E£:€1+€2—1;

e si calcola ancora 'ortogonale andando a costruire ¢ = 1 + {5 — 2;

e si prosegue finché mpyax = [¢1 — {2}, cioé £ = |1 — {5]: qui si conclude perché non & possi-
bile determinare un vettore ortogonale a tutti quelli gia trovati con m = [¢; — {5], percio
non esistono autovettori di L? a [¢; — f3| — 1, altrimenti la dimensione di E (|¢; — {3|, L,)
sarebbe maggiore di 2min {¢;} + 1.

Per chiarire meglio 'intero procedimento é forse meglio esaminare la seguente tabella

m ¢ U+ 4 b4l =1 £i4+0—2 |01 — Cs]
El +€2 |€1 61;62 €2> — - e —
1L
f1+46o—1 'L/Jl ¢2 (J_'L/Jl) — —
1L 1L
b+l —1 (B Yy Vs (Labg, 9y) -
|£1—€2| * * * *
— 6 — £ * * % X
(0 1 ) " - - T =

In definitiva ¢ puo assumere tutti i valori da ¢ + €2 a |[¢; — £s| (risultato che ricalca in qualche
modo quello classico), per cui gli autovettori simultanei di L, e L? a {1 e {5 fissati sono del
tipo

[ lalm), —0<m <L, [by — L] <L <l + Ly

Prima di concludere, verifichiamo che la base scritta sopra ha la giusta cardinalita, cioe
(201 + 1) (262 + 1). Abbiamo, fissato £; < o

L1442
S @) =26 +1) (26 +1).
b=ty—0;
Il procedimento che abbiamo seguito ¢ il seguente: in H; abbiamo fissato un set completo di
osservabili compatibili A;, L?, L;; si trattava di diagonalizzare L? ed L., ma questi venivano
a commutare con A; e L?, percio, potevano essere diagonalizzati sugli autospazi simultanei
agli autovalori di A; e L?, cioé i sottospazi V; di cui sopra. Su ogni Vi ® V5 di dimensione

79

(201 4+ 1) (262 + 1) abbiamo determinato la base
|€1 gQ / m)

formata proprio da (2¢; + 1) (2¢3 + 1) al variare di ¢,m. Ne segue che su V; ® V3, fissati
£, m si determina univocamente il vettore corrispondente. Percid, partiti dal sistema completo
Ay, Ao, L2, L3, Ly, Lo, abbiamo prodotto il sistema completo Ay, Ay, L3, L3, L2, L..

VII.7.2 Coefficienti di Clebsch e Gordan

Il secondo problema relativo alla composizione dei momenti angolari, che avevamo
evidenziato nella sottosezione precedente, riguarda il passaggio dalla base |¢1 my; €2 mo) (data
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dagli autovettori simultanei di L%, Li,, L3, La.), alla base |[¢1 {5 ¢m) (data dagli autovettori
simultanei di L?, L3, L?, L.).
Usando il fatto che |¢1 my; €2 m2) & un sistema completo, abbiamo
|€1 62 £m> = Z |€1 mai; 62 WL2> <€1 mi; 62 mo |£1 62 Em)
my,ma2
percio, i coefficienti che dobbiamo determinare sono i seguenti
<€1 mai; gg mo |€1 32 Em)
Tali coefficienti, come anticipato, vengono detti di Clebsch-Gordan.

Nella sottosezione precedente, abbiamo visto che |[¢1 2 ¢m) si otteneva dalla composizione
lineare di vettori |1 my; 2 mo) tali che

=Ly < LU+
m = mj-+me

percid gli unici coefficienti di Clebsch-Gordan non nulli sono quelli che soddisfano alle due
condizioni qui sopra.

I coefficienti di Clebsch-Gordan formano una matrice unitaria, essi sono inoltre definiti a
meno di una fase: per convenzione si pone che essi siano reali. Dunque, i coefficienti della
trasformazione di base inversa sono eguali a quelli di Clebsch-Gordan, cioé

<€1 62 Em |£1 mai; gz m2> = <£1 mai; EQ mo |€1 gz Em)
La realita e 'unitarieta comportano ’ortogonalita:

DO (erma; bama 36 Cm) (b mys by my |6 Lo € ) = Spp Sy

mi1 Mg

Fissato ¢,01,02 i coefficienti che differiscono in m; e mgy sono legati da relazioni di
ricorsione. Abbiamo

Lyl latm) = (Lar+ L) Y [lama;lamy) (€rmaslamy |61 Em)

mi,ma2

da cui, sostituendo m; con m;

VEL+T) —m2Fmllylofm+1) =

Z (\/51 (£1+1)7m’12:|:m’1 wlmllil;ggm/2>+

mi,ma

—I-\/Eg (ba + 1) — mB Fmh |6y ml; laml + 1)) .

~(ly ml; by mb |04 £y £m)

Adesso moltiplichiamo a sinistra per (€1 mq; s mo| e usiamo la ortonormalita, ne segue che i
contributi non nulli a secondo membro sono possibili solo per

my =m) + 1my =m)
per il primo addendo e

my =mimg=mjH+1
per il secondo addendo.
Ne abbiamo

VEL A1) —m2Fm by my;lamy |6 bolm+1) =

= \/El (El—I—l)—(mliFl)2:Fm1+1<€1m12Fl;€2m2 |€1€2€m>+

b (€ 1) — (ma 1) Foma + 1 {0y ma; € ms 1164 € Em)
cioé otteniamo la relazione di ricorsione seguente

\/€(€+1)—m22|:m<€1m1;€2m2 |€1€2€mi1>=
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= \/(61$m1+1)(£1:|:m1)<€1m1$1;€2m2 |£1£2€m>+
+\/(€2 F mo + 1) (Zg :tmg) <Zl my;lamg F 1 \51 €2£m>

e la condizione di non annullamento diviene adesso

mi+me=m=1

Si & soliti rappresentare le relazioni trovate in un piano mims. La relazione di ricorsione
prodotta da J4 (segno in alto) ci dice che il coefficiente (my, ma) & collegato ai coefficienti
(my1 — 1,m2) e (my1, mg — 1), laddove la relazione dovuta a J_ collega (my,msa) a (my + 1,ms)
e (my,ma +1).

Fissiamo {1, {5 e £. Allora
Ima| < Ly, [ma| < Lo, [my 4+ ma| <4
Nel piano mims troviamo un contorno dato da un rettangolo tagliato ai due vertici in alto a

destra e in basso a sinistra da due segmenti a 45°.

Se ci mettiamo nel vertice A possiamo applicare la relazione di ricorsione J_ e determinare
il coefficiente di Clebsch-Gordan in B (in funzione di quello in A), dal momento che il terzo
vertice & nullo (cade nella zona proibita). In questo modo, usando le relazioni di ricorsione si
puo procedere a ricoprire il reticolo e a determinare i coefficienti richiesti.

VII1.8 Operatori tensoriali

VII.8.1 Ancora su rotazioni e momento angolare

A suo tempo abbiamo decomposto lo spazio degli stati in somma diretta di autospazi simultanei
E (k,¢) al variare di k e ¢ che numerano gli autovalori di L? e di un sistema di osservabili che
completano il set {L?, L. }. Ciascun autospazio E (k, () ha dimensione 2(+ 1 ed ha come base
[¢m) (dove ¢ ¢ fissato, |m| < £ e non riportiamo Uetichetta k che ¢ ininfluente ai fini dell’analisi
del momento angolare).

Consideriamo 'operatore U (R) che rappresenta la rotazione R € SO (3) = (n,¢) su H.
Vogliamo rappresentarne la matrice sulla base di cui sopra. Sappiamo che

U (R) = exp (—ipL - n)

percid U ¢ una funzione di Ly, Lo, L3: questi commutano con L?, percido U commuta con L?
e dunque E (k, ¢) ¢ U-invariante. Ne segue che dobbiamo solo calcolare i seguenti elementi di
matrice

DY) (R) = (tm/| exp (—ipL - n) [0 m)

questi ultimi sono anche chiamati funzioni di Wigner.

I blocchi (264 1) x (2£+1) dati da DY) sono anche chiamati rappresentazioni

m’m

irriducibili di U (R). Cio sta a significare che U (R) pud essere ridotta al piu nei blocchi
diagonali dati dalle funzioni di Wigner su H (cioé ciascun blocco di Wigner non pud essere
decomposto ulteriormente a blocchi).

Le matrici di rotazione caratterizzate da un fissato £ formano un gruppo. Infatti, 'insieme
considerato contiene lidentita (p = 0), ciascun elemento ammette inverso (p — —¢ a n
fissato), infine

,Dfr?'m/ (Rl) En)m (RQ) = En2/m (RlR )
essendo

Z "lexp (—ip L -ny) [€m) (¢m/]| exp (—ip,L - no) [€m) =

Z (m/"|U (Ry) U (Ry) |[tm) = (¢m"|U (RyRy) |€m)

m/’
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()

m’'m

P8, @] = [0, m)]”

Notiamo pure che ciascun blocco D, (R) & unitario, dunque

cioe
DY) (R =DL" (R)

Per l'osservazione VII.2 abbiamo che
DY (R) = exp (—i(pn : L(e))

dove

- 1),
3

e LZ(-Z) ¢ la rappresentazione matriciale di L; sullo spazio E (k, {).

Si noti in particolare che per ¢ = 1 ritroviamo

P = exp (—i(pn . L(l))

Ora, troviamo S € GL (3, C) tale che S"liLgl)S = L; € M (3,3;R) dove [L;];;, = €ix;. Infatti,
basta riscrivere gli operatori LEZ) (che abbiamo ricavato nella base 1,1, %10, %;_1) nella base
Z.l/Ju —Vi_ Yt

V2o V2

=11

i calcoli sono i seguenti

VI UV 0\ [0 i 0 iNZ 1/V2 0 0 0
0 0 —1 — | ¢ 0 ¢ 0 0 —1 = 0 0
—i/vV2 1/v/2 0 V2 o0 4 o —i/vV2 1/v/2 0 0 -1
V2 OUVZ 0N [ [0 1 0 iNVZ 1/V2 0 00
0 0 —1 — | -1 0 1 0 0 —1 = 0 0
—i/vV2 1/v/2 0 V20 -1 0 —i/vV2 1/V2 0 10
iVZ O1VZ 0\ /i 0 0 i/VZ 1/VZ 0 0 1
0 0 —1 0 0 0 0 0 —1 = -1 0
—i/vV2 1/vV2 0 0 0 —i —i/v/2 1/v/2 0 0 0
Dunque,
D(R) = exp (figon . L(l)) =exp (pn-SLS™') = Sexp (¢yn-L)S~! = SRS™!
Percio la rappresentazione sul sottospazio a ¢ = 1 delle rotazioni riporta ['usuale

rappresentazione di SO (3) su R3.

Una rotazione del sistema di riferimento R porta lo stato [¢m) nello stato U (R) |[£m):
vogliamo calcolare la probabilita di transizione di [¢m) nel suo ruotato secondo R. Abbiamo

U (R) |em) =" |em) (n| U (R) [em) = 3 |[em/) DY), (R)

visto che U ha elementi di matrice non nulli solo su stati con eguale ¢. Percio
2
[(eml U (R) |em)* = DY), (R)|
Si trova pure che Dfﬁ?m (R) & Pampiezza della probabilita di transizione dal ruotato secondo
R di |¢m) in [¢m’).

Dallo studio del corpo rigido in meccanica classica, conosciamo la rappresentazione delle
rotazioni tramite gli angoli di Eulero, di modo che, se («, 3,7) sono gli angoli di Eulero (vedi
corso di Meccanica Analitica) associati a R, allora

U(R)=U (o, fB,7) =exp(—iL.a)exp (—iL,[) exp (—iL.7)
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(¢m/| exp (—iL,a) exp (—iLyB) exp (—iL.v) |[¢m) =
= e ilamtym) (¢m/| exp (—iLyB) [t m)

Si conclude allora che I'unica parte non banale della rotazione ¢ quella centrale e si passa a
definire la matrice

o)

m’m

= ({m/|exp (—iLyB) [¢m) .
Consideriamo 'autovettore della posizione |n). Vogliamo trovare R tale che
n) = U (R)|z)
Sen = (0, ), allora
U(R) =

Usando la relazione di completezza

Ula=p,=0,v=0)

Z U(R
A questo punto, moltiplichiamo a destra per il bra (¢

({'m' |n) = Z ' |U(R)|tm) ({m |z) = Z 'm’'

lm m

= ZDr(f:L(Of:%ﬂ:@,v:O) ('m |z)

) [€m) (¢m |z)

¢ m’|, otteniamo

|U(R) |t/

m) (('m |z) =

Per semplicita di notazione, risriviamo senza indice su /¢

(¢m' n) = ZD,S?,,L (a=p.8=0,7=0)(z|tm)"

ma
<Z |£m> = wfm (ql = 0,(]2 = OaQ?) = 1) = }/em (97@”9:0

Notiamo, inoltre, che z|z) = y|z) = 0, da cui L, |z) = 0, percio |z) ¢ autovettore di L, con
m = 0.

m 20+ 1 20+ 1

(2 [em) = Y™ (0,0)lg—g dmo = \| —— P (c080)l o590 Omo = \/ ——0mo
Infine,
m’* L 20+1
YE (93 SD) ZDT(’”)WL Oé = @7/8 = 0?7 = O) 4:7T 57’)’10 =

/2£+1
=\ DY) (a=p,8=0,7=0)
vy

47
20+ 1

In definitiva,

,Dgr?) (OZ,B,’Y = 0) =

Yv[m* (Ba Oé)

La composizione del momento angolare puod essere, anch’essa, discussa dal punto di vista delle
matrici di rotazione. La composizione ¢1 {5 era decomponibile come (¢1 + €3)® ({1 + o — 1)®

.. @ |1 — £s]. Ne segue che DY) @ D*2) si decompone nei blocchi DU H2) @ .. @ DIr—ta1,
Inoltre, vale la seguente

Vale la seguente formula

L1+Lo
pl)

m1m1 ( )

ID(Zz)

’"L2m/2 (R) = <€1 m1;£2 mo ‘él 62 £m> .

>

L=[l1—L2| [m|,|m/|<L

Ay mly; by mly 6y by 0y DY)

mm/

(R)
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Cominciamo con ’esaminare il primo membro
(Lymislomo|U (R) [(ymysbamy) = (Lima|U (R) [lama) (6 mi| U (R) [lamy) =
- pl (R) plt=) (R)

mym| mam},

Lo stesso elemento di matrice si puod calcolare usando la completezza del sistema |¢m),
abbiamo, ricordando le proprieta degli elementi di matrice di U (R) e dei coefficienti di Clebsch-
Gordan

(61 my; b ma| U (R) [€2 miy; e my) =
= Z <€1 m1;€2 meo ‘gl gz Em) <£1 £2€m| U (R) |€1 £2 £I m') <£1 £2 gl m’ |€1 m/l,ég m'2> =

0,0 m,m’
L1442
= > > (ima;lama [y by Em) (b Ly Lm| U (R) |6y € £m') (€4 Ly €m! |6y mly; €pmb) =
L=l1—L2] |m|,|m’|<L
L1442
= Z Z <£1 m1;£2 mo |€1 €2€m> 'Dgﬁzn/ (R) <£1 gg fm' |£1 m’1;£2 m’2>

(=]l —L2] [m],|m/|<L

Infine, un’applicazione. Ricordando la connessione tra matrici di rotazione e armoniche
sferiche ricavata sopra, abbiamo, posto mj =mb =0, st ha m' =mf{ + m) =0

47
Y (0,9) Y2 (0,0) = (€rma;lamy | Lo €m) -
VL 1) (20 +1) ¢ ¢ ;;
dr _
(€1 0;420 [, £2£0) mye (0,0) =

da cui, moltiplicando ambo i membri per Y * e integrando sull’angolo solido,

/dQY, (9,50) Yg1 L0, ¢) Y1?22 (9’4)0) — \/ In (2£+ 1) <€1 may; € mo \€1 lo E/m/> (6 600 |¢10;¢50

che ritroveremo come caso particolare del teorema di Wigner-Eckart.
VI11.8.2 Tensori cartesiani, tensori irriducibili e tensori sferici

In precedenza ci siamo occupati degli operatori scalari e degli operatori vettoriali mettendo
in evidenza che i primi commutano con le componenti del momento angolare, mentre i secondi
rispettano le regole di commutazione

[Li, V}] = igiju Vi
Abbiamo anche messo in evidenza come il comportamento di V sotto rotazione sia
univocamente determinato dalle regole di commutazione scritte.

In questa sezione estenderemo il concetto di osservabile scalare o vettoriale a quello di
osservabile tensoriale.

In fisica classica ¢ usuale porre la definizione di tensore T, ;_ in analogia con la definizione
di vettore. T, . ;. si dice tensore cartesiano se, ruotando il sistema di rifererimento tramite
R € SO (3), Ty, i, trasforma come segue

T i, — E E Riyiy - Rii Ty it

Il numero 7 di indici si dice rango del tensore.

Il piu semplice tensore di rango 2 ¢ il tensore diadico, formato tramite le componenti di due
vettori A e B, si ha

Tij = A;Bj

Tanto per familiarizzare, vediamo che si tratta effettivamente di un tensore. Trasformando lo
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spazio per rotazione R, si ha
A — RA <— A, — R;yA;
B — RB < B; — R;jBj
percio
Tij — Riw Ay Rjj By = Ry Rjj0 Ay By
dove si é ripresa la convenzione di Einstein sugli indici ripetuti.

Il problema che si ha utilizzando i tensori cartesiani & che essi sono riducibili, cioe, possono
essere decomposti in altri oggetti che trasformano differentemente sotto rotazione. Vediamo
I’esempio del tensore diadico, esso puo essere riscritto come

A-B A;B; — A;B; A;B;j+A;B; A-B
AZ‘BJ‘: (S”—f— 117 ] ’L+ 17 ]2 (52]
3 2 2 3
sicché si decompone nella somma di tre addendi. Il primo ¢ uno scalare. Il secondo é un tensore
antisimmetrico, che puo essere anche visto come ¢;j; (A x B), e che, percio, & costituito da
tre componenti indipendenti. Il terzo addendo ¢ un tensore simmetrico stracciato (a traccia
nulla), esso ha 5 = 6 — 1 componenti indipendenti. In questo modo abbiamo che

3x3=14+3+5

dove gli ultimi tre numeri sono le molteplicita di oggetti con momento angolare ¢ = 0,1, 2,
laddove a primo membro leggiamo la combinazione di due ¢ = 1, cosicché ritroviamo (per ora
piuttosto misteriosamente) la legge di composizione dei momenti angolari.

L’ultima annotazione suggerisce che il tensore diadico sia decomponibile in tensori che
trasformano come le sferiche armoniche con ¢ =0, 1, 2.

Siamo giunti al momento di chiarirci le idee andando a introdurre i temsori sferici.
Esaminiamo un esempio, allo scopo di motivare la definizione che daremo tra poco.
Supponiamo di prendere 'armonica sferica Y;™ (6, ), che possiamo scrivere come Y;™ (n)
se n ¢ il versore individuato da (6, ¢). Adesso sostituiamo n con un vettore V. Il risultato
¢ che abbiamo ottenuto un tensore sferico di rango k (pedice che usiamo al posto di £), con
numero quantico magnetico ¢ (indice che usiamo al posto di m):

T =Y (V)

q
Nel caso in cui k£ = 1 abbiamo

3 3z 3
0o_ [ 2 _ ]2z a _ 2

avendo sostituito z/r = n, con V,. Analogamente

3 atay T(l)— 3 Vp £V,
A \/2or + Am \/—

I tensori Tq( ) sono irriducibili, allo stesso modo in cui lo erano le armoniche sferiche Y,™.
Vediamo come trasformano i tensori sferici cosi introdotti. Come sappiamo l’autoket |n)
trasforma come

+1 _
Yl

In) = U (R)n) = [n)
Vogliamo esaminare come si esprime Y;™ (n') = (n’ [¢m) in termini di Y;” (n). Abbiamo

U(R™Y) [em) =" [em) DY), (R7Y)

m’'m
m/’

moltiplicando per il bra (n|, troviamo

Y (') = (0 |(m) = ZY”‘ ) DY) (R

m’'m

Allora, se esiste un operatore che agisce come Y;” (V) & ragionevole che trasformi come

Ut (R)Y™ (VU (R) =YY (V)DL (R)
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Siamo adesso in grado di porre la seguente fondamentale

Un tensore sferico di rango k con (2k + 1) componenti é un oggetto che trasforma secondo
la legge
k
Ut R TPU(R) = > DU (R) T

aq’
==k

o, equivalentemente,

E
k)pr+ _ (k) (k)
UR)TPUT(R)= Y Dyy (R)T,
q'=—Fk
Come si vede Y;" (V) & un tensore sferico, ma non tutti i tensori sferici sono di questo tipo.

Come per le osservabili scalari e vettoriali, la definizione puo essere equivalentemente riscritta
in termini del commutatore con il momento angolare. A questo scopo, scriviamo al primo
ordine ambo i membri della legge di trasformazione,

<1+%M~H>Tq(’“) (1—%1\4-11)

k
[M-n,Tq(k’)] = Y kdIM-nlkq) T

, 1€ (k)
(kq|1+%M-n|kq>Tq/

M=

Specificando i commutatori per M,, ML,

[MZ, Tq(k')} = hgT®

INCETICEYE )

(k)
(M, T

Gli operatori scalari commutano con le tre componenti del momento angolare, quindi sono
operatori tensoriali sferici di rango k = 0.

Gli operatori vettoriali sono tensori sferici di rango k& = 1, una volta che se ne riscrivano le
componenti nelle combinazioni lineari dettate dalle armoniche Y7™:

Vvq:() - Vz
Ve +1V,
Vi, = =%
q=1 \/5
Ve —1V,
Viee1 = Yz T Wy

V2

VI1.8.3 Prodotto di tensori

Un modo sistematico per costruire prodotti di tensori ¢ dato dal seguente

Siano X,gfl) e Zéf 2) tensori sferici irriducibili di rango ky e ks, rispettivamente. Allora
T =33 (k1 qiska o |k1 ko k) XV 25
a1 q2

é un tensore sferico (irriducibile) di rango k.

Ci basta mostrare che Tq(k) trasforma secondo la legge specificata nella sottosezione
precedente.

UTR)TPUR) = DY (kiqiikaqe ki kaka) -

q1  q2

UT(R) XU (R)UT (R) ZU (R)



(c.v.d.)

Teorema
VIL9 (m
selection rule)

VII.8 Operatori tensoriali 193

ZZ% G1;k2qo k1 ke kg -

q1 Q2

Z D(’ﬁ) X(kl Z D(kz Z(k2)

‘I1 q1 q2 q2

usiamo allora la serie di Clebsch—Gordan ricavata prima

k//
'D(kl)'D ka2) _ ZZZ kl q17k2 q2 |k1 ko K /> <k1 a1 k2 go |k’1 ko k' //> (g’q”)

ql q1 ngz
k' q g

percio

Ut (R)TMU (R)

ZZZZZZZ k1 qi;koqo |ky k2 kq) -

/ ’

q1 g2 q1 q5 k" q

(k1 q1; k2 g [k ko B q’} (k1q15kaqo |ka ko K" ") -
(") ( p=1y x(k1) r(k2)

Dq’q” (R )Xqil Zq;

che diventa

Ut (R)TWU (R)

q

ZZZZZEZ ki qi;koqo |k ke kq) -

92 ¢y q K" ¢

(k1 qys ke gy [ky ko B I> (k1 quskaqo [k ko K" q") -
(k") (k1) <k )

Dyy (R™ )qul Z,”

per lortogonalita dei coefficienti di Clebsch-Gordan
SO (ki arskaqa by ko k) (krqui ko g2 [y ko k7 q) = SprrOgqr

q1 Qg2

da cui

UN(R)TWU(R) = ZZZZZ&kk,,aqqu (k1 s ka b [k ko k7 ) -

‘11 q2 k7 g

'D(,k/:,) (R )X(kl)Z(kz)

q'q a;

= Z oD (kidiikad ke ka) XM 2 | DY (R =
(Il 112
= ZT D) (R7Y) =S D8 (R) T

q/

Ne viene che possiamo costruire tensori di piu alto o basso ordine moltiplicando due altri
tensori. Inoltre, il modo in cui si costruisce il prodotto di tensori ¢ del tutto analogo a quello
in cui si compongono due momenti angolari, visto che compaiono anche gli stessi coefficienti
di Clebsch-Gordan.

VI1.8.4 1l teorema di Wigner-Eckart

Siamo adesso in grado di dimostrare un risultato fondamentale nella teoria del momento
angolare, come nell’intero impianto della meccanica quantistica: il teorema di Wigner-Eckart.
Questo teorema ¢ molto utile quando si vadano a calcolare elementi di matrice di operatori
tensoriali tra autovettori del momento angolare. Alcuni di questi elementi di matrice sono nulli
per ragioni intricseche (simmetrie...), chiameremo regole di selezione condizioni necessarie
affinché taluni elementi di matrice detti risultino non nulli. Ritroveremo le regole di selezione
pit avanti (per esempio nella teoria delle perturbazioni ai livelli energetici).

Se m' # q + m, allora
(o ' m/| Tq(k) latm) =0
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Usiamo le regole di commutazione tra M, e Tq(k). Abbiamo
[, T = hgT?
da cui
(" ' m/| [MZ,Tq(k)} lafm) = hg (o' €' m/| Ték) | £m)
Valutando il primo membro,
k _ k
h(m' —m) (/¢ m!| T [atm) = hg (o €' m/| T ol m)
percio
(m' —m—q) (& /| T |alm) = 0
sicché, se m’ # m + ¢ si ha

(@ 0w/ | TP |atm) =0
Ma veniamo al pitt importante risultato di questo capitolo

L’elemento di matrice di un operatore tensoriale rispetto ad autostati del momento angolare
soddisfa ’equazione

(o | T® Jla )
V20+1

dove Ielemento di matrice ridotto (o’ ¢'|| T™) ||a£) non dipende né da m né da m/.

(0w | T atm) = (Cm;kq |0kl m')

Prima di procedere alla dimsotrazione, alcune osservazioni. L’elemento di matrice ¢ dato dal
prodotto di due termini: il primo & il coefficiente di Clebsch-Gordan per comporre i momenti
angolari £ e k, ottenendo ¢'. Esso dunque dipende solo dalla geometria, i.e., dall’orientazione
dell’asse z; il secondo fattore dipende dalla dinamica, dal momento che vi compare ’etichetta
« (tipicamente I'energia, lo vedremo in seguito), inoltre, ¢ completamente indipendente dai
numeri quantici magnetici. Ne segue anche che, per valutare

(0w | T |alm)
al variare di m,m’, ¢’ basta conoscerne uno per avere il valore dell’elemento di matrice ridotto

(gli altri sono tutti proporzionali, con un fattore di proporzionalita geometrico).
Veniamo alla

Abbiamo
(o ' m/| [Mi, Tq(k)} latm) =hy/(kTq)(kxq+1) (' m| Tq(i)l | € m)

D’altronde, valutando direttamente il primo membro

VU £y (0 Fm 4 1) (o ' 1 TP Jabm) =
= VlEm)CFm+1) /| TF |altmE1)+ (VIL.26)
HVEF ) REq+1) (0 ' | T, |otm)
Ricordiamo le regole di ricorsione per i coeflicienti di Clebsch-Gordan
VIEFm+1) (€+£m) (6ymy;lomy [6 b lm £ 1) =
= Vi Fmi+1) (6 Em) (Gomyg Flilome [0 6 0m) +
++/(la Fmg + 1) (b +my) (Cymay; lamy F 1|01 Ly Lm)

In queste operiamo i seguenti cambiamenti di notazione, £ — £, m — m/, {1 — £, m; — m,
ly — k e mo — g abbiamo

VO F +1) 0w Emskq [0kl m/ +£1) =
= VUFm+1)({l+m)mFlikq |l m) + (VIL27)
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+V(kFq+1)(ktq) (EmikgF 1[0k M)
Confrontiamo (VII.26) con (VII.27).Sono entrambe del tipo

E AT = 0
J
con gli stessi coefficienti a;;. Abbiamo

Zaijxj =0 Zaijyj =0
J J

Abbiamo esaminato il sistema che porta ai coefficenti di clebsch-Gordan e abbiamo visto che
fissatone uno tutti gli altri risultano determinati (date opportune scelte di fase). Dunque,
siccome i due sistemi sono lineari ed omogenei, ammettono soluzioni proporzionali

Tj = cyj
dove il coefficiente ¢ dipende dai soli dati iniziali della ricorsione e percio ¢ indipendente
da m,m’,q (¢ non dipende dall’indice j, percio calcolatolo in uno qualsiasi dei valori della
tripletta m,m’q resta fissato per tutte le altre). In definitiva, data la corrispondenza tra

(o/ ' m/| Tq(i)l lalm) e (m;kq+1 [0kl m') (elementi con lo stesso a;) abbiamo
(o' 0'm/| Tq(i)l lalm) =c{lm;kq+1 [0k m')

che corrisponde alla tesi.

Se
(' ' m/| Tq(k) latm) # 0
allora
=K < ¢<l+k

m' = m+gq

11 coefficiente di Clebsch-Gordan proporzionale a (o’ ¢’ m/ |Tq(k) |alm) ¢, dal teorema di
Wigner-Eckart, quello corrispondente alla addizione di £ e k a dare £/, percio, se 'elemento di
matrice ¢ non nullo, allora il coefficiente ¢ non nullo e si ha che

-k <l <l+F.

VII.8.5 Operatori vettoriali e teorema di proiezione

Consideriamo un opeatore vettoriale V;, esso ¢ un tensore sferico di rango 1. Le regole di
selezione sono

(@0 [T |atm) #0=m/ —m=q [{—1| < <l+1

Nel caso in cui ¢/ = £ il teorema di Wigner-Eckart assume una forma particolarmente semplice:

Se V,, é un operatore vettoriale (tensoriale sferico di rango 1), allora
(¢ tm|M -V |alm)
R2e(0+1)

(& tm!|Vy|albm) = (€m'| My [¢m)
dove, per A =M,V si pone

1 , 1
Ag=+1 = :Fﬁ (Az £i4y) = :FﬁAﬂm Ag=o = 4,

Notiamo anzitutto che

M-V =MVo— M Voy—M Vi
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percio
(@ fm|M-V|atlm) = (&' lm|MyVog— MV 1 —M_1Vi|alm)=
= (&' lm| M, Vo +1/V2MV_1 —1/V2M_V; |alm) =
= m'h{ {m|Vylalm) +
h

—i—ﬁ\/(ﬂ—l—m) (l—m+1){a"lm—1|V_q|alm)+

h /
—ﬁ\/(ﬂ—m)(ﬁ—i—m—l—l) (&' tm+ 1| Vi |alm)

com (o ]|V [|at)
dove c¢y,,, non dipende da o', a e dove si & usato il teorema di Wigner-Eckart. Inoltre, i ¢y,

sono indipendenti da m, visto che M -V ¢ un operatore scalare. Dunque, c¢s, = c¢. Ora,
siccome i ¢; non dipendono né da 'V né da o possiamo porre V=M e o = « per calcolarli:

(alm| M? |alm) = c; (al|| M||at)
Dividendo membro a membro le due equazioni trovate
(@ fm|M-V]atlm) (| V|l

(alm|M2]atlm) — (al||M]||af)
Ancora dal teorema di Wigner-Eckart,
(o tm'|Vylatm) ("] V|laf)

(alm’| My lalm) — (al||[M]el)

sicché
(@ tm/|Vylatm)  (o/Lm|M-V |alm)

(alm!| My |abm) — {(alm|M?2|alm)

percio
(¢ tm|M -V |alm)

/ ’ o
(& tm!| Vg |alm) = I+ 1)

(¢m'| My |¢m)

Come applicazione del teorema di Wigner-Eckart discuteremo brevemente le regole di
selezione sugli elementi di matrice di operatori vettoriali.
Si tratta di calcolare

(&0 m' |V |alm)

Siccome Vi e V, sono componenti di un tensore sferico di rango k = 1, cominciamo da loro.
Anzitutto, se I'elemento di matrice ¢ non nullo, allora, per V,, m’ = m, per V., m' =m+ 1,
per V_, m’ = m — 1. Per quanto riguarda ¢, invece, per V, e V4, se I’elemento ¢ non nullo,
allora deve essere [ — 1| < ¢ <{l+1,cioe Al =0 —0=41,0se L+ #0.

La regola di selezione su ¢ vale banalmente anche per V,, e V,,, mentre per quanto riguarda m,
si ha

(" l'm'|V,,

alm)#0=Am=+1
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Moto in campo centrale

Un altro argomento fondamentale & lo studio del moto in campo centrale. Dobbiamo, infatti,
mostrare che |'intera teoria costruita é in grado di rendere conto delle particolarita dello spettro
dell’atomo di idrogeno che abbiamo incontrato nel corso dell'esposizione della Old Quantum
Mechanics.

VIIL.1 Particella in campo centrale

VIII.1.1 Hamiltoniana per una particella in campo centrale

In questa sezione esamineremo il caso di una particella priva di spin immersa in un potenziale
centrale, i.e., dipendente solo dalla distanza della particella da un centro fisso che assumiamo
come origine del nostro sistema di coordinate.

Abbiamo dunque a che fare con una hamiltoniana del tipo

# (p.q) = L1 v (jq)) (VIIL1)

che & invariante sotto ’azione del gruppo O (3) e percio & un’osservabile scalare. Si ha allora
la conservazione del momento angolare, ossia

[H,M] = 0.
Siamo dunque nella situazione prospettata nel capitolo VII quando si doveva procedere
a diagonalizzare il momento angolare. Possiamo diagonalizzare simultaneamente H, M, e
M? = M.

Cominciamo con lo scrivere M? in termini delle variabili canoniche p, q. Abbiamo
M? = &ijkqiPrEitmQiOm = Eijk€itmdiPkqiPm = (0j10km — 0 jmOrt) ¢ PEAUPm
= {4jPk4q;Pk — 4Pk9kP;
elaboriamo 1'ultimo membro facendo uso del postulato di quantizzazione:
4jPkaiPk — GPkAkP; = G5 (4Pk — ihd k) P — @jpk (Pjqr + ihdji) =
22 . .
= |d”|p|" —ihq-p — g;pjprar — ihq-p =
2, 2 .
= la"p|” —2ihq-p—(q-p)(P-q)
d’altra parte
2ihq-p+(qa-p)(p-q) = (a-p)[2ih+pig] = (q-p)[3ih+ pig; —ih] =
(a-p)gipi — pigi +pigi —ih] = (q-p) (q-p —ih)

Tuttavia

, -1

(a-p—ih)=I[q  (q-p)ld

infatti, ’equazione di sopra equivale alla

[lal,q-p] =ihl|q|
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che discende dal postulato di quantizzazione:

. ,0ld da-p) . g .
R . :Zh R . :Zh—~7:lh_’ :'Lh
llal,qa- p] llal,a- plpg 9q op 9 1

In definitiva
M?=M|” = |q°p? — (a-p)|al " (a-p)]dl

Il calcolo classico reca invece
2
q-p
M2 = |gxpl*=laf[p|* (1 - cos?0) = |q* |p|? (1 - |(qg—p)2> = la/*Ip* - (q-p)* =

= la’Ipl* ~la* @-p)* = laf* [p|” — |af* b}
dove p, ¢ 'impulso radiale.
Definiamo allora 'operatore di impulso radiale
.1
pr=lal " (q-p)
e troviamo
M* =|q*p* - |q| p} |q] (VIIL2)

Notiamo che I'impulso radiale non & un operatore autoaggiunto, cio¢ non & un’osservabile,
essendo

pf =P -a)ld " #p

In ogni caso, la rappresentazione delle coordinate di p, & particolarmente semplice, essendo
Lx; O . O0x; 0 0
.= —1h— = —h = —jh—
Pr r Ox; or Ox; or

Torniamo all’equazione (VIIL.2), moltiplichiamo ambo i membri, da sinistra, per |q\_2,
otteniamo

-2 502 2 -1 2
la| " M*=p° —|a|  prldl,
. 2 . . . -2 PN
visto che |q|” ¢ uno scalare esso, come il suo inverso, |q| -, commuta con M, percid con M?
e dunque ¢ lecito scrivere

M2 .
— =p°—la” p;ld
lal

Ne segue che 'hamiltoniana assume la forma

2

1 p? M
oo ldl+ ———= +V(ld]) (VIIL3)

H(p,q) =
. 9) la| 2m 2m|q|

e la quantita M?2/2m |q|2 prende il nome di potenziale centrifugo. Se, come in meccanica
classica, definiamo il potenziale efficace

M2
Verr (la]) = 5+ V(la])
2m|q]

troviamo

1 p?
H(p,q) = Tl 2m la| + Ve (lal) (VIIL4)

VIII.1.2 Diagonalizzazione della hamiltoniana

Come abbiamo preannunciato si pud procedere a diagonalizzare simultaneamente
I'’hamiltoniana, M? e M., visto che si tratta di tre osservabili compatibili (che - a priori
- non realizzano perd un set completo di osservabili compatibili). Cerchiamo allora i vettori
|E¢mk) (indice k tiene conto del fatto che H, M, M? non formano a priori un set completo)
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tali che
H|E{mk) = E|ELmk)
M?|Etmk) 206+ 1) |ELmE)
M, = hm|E{mk)
siccome il set |[E¢mk) & completo (per definizione di osservabili) troviamo tutti e soli gli

autovalori F dell’hamiltoniana. Consideriamo I’equazione agli autovalori per H scritta sopra,
dalla (VIII.3) abbiamo

2 2

1 p? M
E|EtmEk) = H|E£mk>:<m2pmq|+W+V(|q)> \Elmk) =

2 2
= LI g pemy ¢ P

ol 2m |[Efmk)+V (|la|) |ELmk)

2
2m/|q
cioe, si tratta di risolvere 1’equazione

1 p? dl R2(C+1)
la| 2m

+V ()| |E¢mE) = E|EtmE) (VIIL5)

2m|qf”

Se la rappresentazione di Schrodinger di [E£mk) ¢ ¢p , ,, , abbiamo, in rappresentazione,

R* 1 62 R26(0+1)
BT (rYg.omi) + (W +V (7“)> Ve tmre = EVE0mk

Come abbiamo detto ¥, ,, . ¢ autovettore simultaneo di M 2 e M., percio, come abbiamo
dimostrato nel capitolo precedente, deve essere necessariamente

Ve omre = R() Y (0,9)

sicché Iequazione agli autovalori diventa un’equazione ordinaria per R (r):

2 2 2
w14 (r ())+<%+V(r)>R(r)_ER(r)

E doveroso notare che non tutte le soluzioni dell’equazione scritta sono autofunzioni
dell’hamiltoniana scritta in coordinate cartesiane. Questo perché il passaggio a coordinate
sferiche che abbiamo operato & singolare nell’origine, » = 0. D’altronde, tornando alla
hamiltoniana in coordinate cartesiane, le autofunzioni debbono appartenere al dominio di p2,
cioeé in rappresentazione degli impulsi, |p2| v (p) € L? (R3). Dalla teoria delle trasformate di
Fourier, ne ricaviamo che la funzione in rappresentazione delle coordinate deve essere derivabile
due volte anche nell’origine.

Possiamo introdurre una ulteriore semplificazione nell’equazione di sopra, con la posizione

u(r) = rR(r) = R(r) = ~u(r)

che porta
_;—m%( R(r) + (%+V(r)) rR(r) = ErR(r)
_j_m%u( ) (% +V(r)> w(r) = Bu(r) (VIILG)

percid abbiamo un’equazione per u (r) formalmente analoga a quella unidimensionale (dove a
V si sostituisce Veg), ma con la sostanziale differenza che r € [0, +00).

Nell’origine R & derivabile due volte, percid R ¢ ivi limitato e dunque

limu(r)=0

r—0

cioe si deve imporre la condizione al bordo u (r) = 0. Veniamo alla normalizzazione di w.

Abbiamo

+o0 t+oo
o0 > / 00 dat = / R Y™ 0, 9)2 rdrdeosd = / IR (r)|? r2dr = / R (r)?
0 0

r2dr
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cioé¢ u € L?(0,+00). L’equazione per u & allora veramente un’equazione unidimensionale,
scelto il potenziale seguente

Vet (r) >0
400 r<0

con u € L? (R).

Un modo piu fisico per dirimere la questione del comportamento per r — 0 della funzione
radiale R (), consiste nel suppore che il potenziale V' nell’origine sia finito oppure scali al piu
come 1/7%27¢ con ¢ > 0, e nell’assumere che

w(r) ~Cr*, r—0

allora il comportamento dominante nell’origine ¢ il seguente

hQ o— hQ o— o— 13 a— 1 (0% (0%
*%Oz(afl)r 2+%£(€+1)r P44 0 (r ) = Ert 4 0 (1)

I termini in 72 devono certamente annullarsi, percio
ala—1)=L({l+1)=—L(—L-1)

da cui ricaviamo a = £+ 1 oppure @ = —¢. L’andamento di u deve essere percid almeno r
r~¢. 1l caso in cui £ # 0 si risolve imponendo la normalizzabilita in piccolo

Z+1O

£
/ drr? <oo=—2>-1=0<1/2
0

il che & assurdo, percio o = £ + 1. Sia invece ¢ = 0, anche in questo caso vogliamo escludere
a=—{, cioe a=0. Seu ~ C, allora R ~ C/r, percid nell’equazione di Schrodinger troviamo
un laplaciano di 1/r a primo membro. Ne segue che troviamo una § di Dirac solo a primo
membro, il che ¢ assurdo. Se ne conclude che 'andamento all’origine di u ¢ del tipo 7*+! e
quindi v — 0 per r — 0.

Veniamo a considerare il problema della diagonalizzazione dell’hamiltoniana. Il procedimento
che abbiamo preparato ¢ molto semplice: fissiamo ¢ e m, di modo da trovare una e una
sola armonica sferica Y™ (0, ¢) che risolve la parte angolare della nostro problema. Adesso,
determiniamo la parte radiale. Per far questo dobbiamo risolvere I'equazione (VIILG) al
valore di ¢ fissato. Si tratta cioé di diagonalizzare I’hamiltoniana all’interno dello spazio
E (¢,m) (autospazio di M? a £({+1)h e di M, a mh). Sia E un autovalore dell’energia al
valore di £ detto e sia Rp 1 una delle soluzioni di (VIIL.6) corrispondente a tali E e £: le
funzioni Rg¢1Y,", —¢ < m < ¢, sono tutte autofunzioni dell’energia all’autovalore E, percio
la degenerazione di F é almeno 2¢ + 1.

Mostriamo adesso che fissati F, ¢, m abbiamo troviamo una sola autofunzione corrispondente,
cioé H, M? e M, formano un set completo di osservabili compatibili, e percio I'indice k &
superfluo. Come detto, stabilire m e £ significa determinare univocamente la parte angolare
della autofunzione. Fissare E ed ¢ vuol dire avere una espressione univoca per ’equazione
differenziale (VIIL.6). Quest’ultima ammette due soluzioni indipendenti possibili. D’altra
parte, la condizione al bordo, u (0) = 0, elimina la degenerazione e determina univocamente
la R (r). Infatti, siano u; e uy due soluzioni dell’equazione differenziale (VIIL.6), se andiamo
a calcolarne il wronskiano in » = 0, abbiamo

(o )

Abbiamo cosi dimostrato che fissati gli autovalori, cioé¢ la terna FE, /¢, m, esiste uno e un
solo autovettore di H a E, di M? a ¢ (¢ + 1)h, di M, a mh, dunque hamiltoniana, momento
angolare lungo z e modulo quadro del momento angolare formano un set completo di osservabili
compatibili. Per questo E, ¢, m sono detti anche numeri quantici del sistema. Come é forse
noto dai corsi di chimica, ¢ si dice numero quantico azimuthale e m magnetico.

che ha determinante 0.
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Un ultima osservazione: abbiamo detto che la degenerazione di ogni autovalore dell’energia
¢ almeno 2¢ + 1 ed abbiamo visto che questa deriva dalla simmetria rotazionale del sistema.
Fissato ¢ 'autovalore E si trova effettivamente solo 2¢ + 1 volte, ma questo non impedisce di
ritrovare F come autovalore a un £’ diverso da £, la qual cosa comporterebbe una degenerazione
20+ 1420 +1 per E.

Una tale ulteriore degenerazione non & imputabile all’invarianza per rotazione, ma deve
attenere ad un altra simmetria e percio a una diversa costante del moto (che non sia il momento
angolare).

La degenerazione per rotazione si dice essenziale perché ¢ tipica di tutti i sistemi isolati. La
eventuale degenerazione ulteriore si dice accidentale, non perché casuale, ma perché non
dovuta all’invarianza per SO (3).

Vedremo pesanti degenerazioni accidentali nel caso dell’oscillatore armonico e nel caso del
campo coulombiano (atomo d’idrogeno). Per quest’ultimo, la ovvia ulteriore costante del
moto ¢ data dal ben noto vettore di Runge-Lenz.

VII1.2 Campo coulombiano: atomo di idrogeno

Sostituiamo ora a V il potenziale coulombiano e sia la nostra particella un elettrone. Se
ammettiamo che il centro di forza abbia carica +e, possiamo riguardare il moto dell’elettrone
come 'approssimazione del moto dell’elettrone nell’atomo di idrogeno. Si tratta solo di
un’approssimazione perché si considera fisso il centro di forza (ossia il nucleo, che comunque
ha una massa 2000 volte superiore a quella dell’elettrone) e perché si trascura lo spin. In ogni
caso, il risultato che troveremo sara buono, perché ricalchera la serie di Balmer che avevamo
gia determinato usando i postulati di Bohr (capitolo III, Old Quantum Mechanics).

VIII.2.1 1l vettore di Runge-Lenz

L’hamiltoniana di una particella sottoposta a campo coulombiano ¢ la seguente

pf €

- 2m |q

Come ¢ noto dalla meccanica analitica classica un tale sistema ammette come costante del
moto, oltre ad energia e momento angolare, il vettore di Runge-Lenz,
2

N=pxM - Eq
lql
siccome M = 0, si ha
. d 2 da
N=pxM-me?—g§=———§ x M —me? =
dt lq dt
introdotto un sistema polare (r, 6, ¢)avente Z parallelo a M e ¥ = §, si ha
M = mr’pz
da

da cui
: e? 2 2 e
N:T—er pp —me“pp = 0.

Per tradurre quantisticamente il vettore di Runge-Lenz dobbiamo simmetrizzare il prodotto
in modo che N sia un operatore autoaggiunto: abbiamo

meQ

1
N=-(pxM-Mxp)-—-—q
2 al
Grazie al postulato di quantizzazione il vettore di N commuta con ’hamiltoniana H e
percio ¢ una costante del moto.

Andiamo a vedere le relazioni di commutazione che coinvolgono le componenti di N e quelle
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di M. Siccome N & un vettore (sotto rotazione) si ha
[Mi, Nj] = iﬁé‘,‘jka

Relazioni di Piu complicato ¢ il conto delle regole di commutazione tra le componenti del vettore di

Comm“t"ﬁi;rig Runge-Lenz. Vale la formula
componenti di N [Nij] _ —2ihmH€kijm

che dimostreremo attraverso passi successivi. In primo luogo, procediamo a riscrivere N come
segue:
2
2 me
N=|p["a—(p-a)p——4
|al
A questo scopo, abbiamo
2
me
2 <N¢ + T|Qi> = €ijkDi€kimUiPm — EifkEjmUPMPk = EkijEkImPiUPm — Ejki€jlmAUDPmPL =
= (0i0jm — 0im0;1) DjtiPm — (Oki0im — Skmit) UPmMPL =
2
= Pjqipj — PiqiPi — 4iPiPj + Gip;iP; = Piqip; — (P- Q) pi — ¢;pip; + ¢ |p|” =
2
= pjqp; — (P A)pi — 4jPiPj + ¢ |P|

usando le regole di commutazione canonica si ha
2
me . 2
2 (Ni + —\q| fﬁ) = pjpj¢i +ihp; — (P~ Q) pi — ¢;p;pi + ¢i |p|” =

= [p’ ¢ +alpl”— (P a)pi — (q-p)pi +ilp; =
= pfa+alpl’—2(p-a)pi — 2ihp; =
= 2|p|>q; + 2ilp; — 2 (p - q) pi — 2ihp;

cioe

me?

2
Ni=Ipl"¢i — (P - d)pi — T
1
come volevamo.

([Jalcolci A questo punto, per valutare [Ny, N;|, si adoperano le seguenti formule
di [Ny, N;

[ab,cd] = aclb,d] +alb,c]d+cla,d]b+ [a,c]db
la.lpf] = 2ip

[p-q,\p\2: = 2ihjp/*

p.1/lal] = iha/|al’

[pQ,ﬁ = ih&~p+ihp#

che possono essere facilmente dedotte dal postulato di quantizzazione.

Siamo finalmente in grado di scrivere

2 2
2 me 2 me
[Nk, N;] = [pl qj—(p~q)pj—mqj,|p| Qk_(P'Q)Pk_HQk} =

2
2 2 2 2 me
R A R P R [

+ [— (p~q)pj>\p\2qk} + [P -a)pj,— (P-a)pi] + {— (p-q)pjy—%equ} +

me? 2 me? me? me?
=@ P | + |~ Pk |+ | s T W
Gl lal Gl Cl
e come si vede il calcolo risulta molto intricato. Consideriamo le ultime tre righe. Ciascuna
contiene tre addendi, alcuni sono legati, I'uno all’altro. Precisamente gli elementi simmetrici
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rispetto alla diagonale sono eguali, a parte un segno e lo scambio degli indici j e k. Non ci resta
che calcolare i sei commutatori indipendenti. Cominciamo dai termini diagonali: vediamo il
primo,

2 2 . 2 2 2 2 _
pl" g, Ipl"ax| = Ipl” |gIP"| @ + IPI” |IPI" x| @5 =

Ip|? 2ihp;qr, — |p|* 2ilprg; = 2ik |p|* (Djar — Pray)

passiamo al secondo,
(P-a)pj,(P-a)pe]=(P-a)[pj,p-dlpr+ (P-a) [P q, k] p;
calcoliamo
[P P - d] = [Pj; 0tmPiGm] = 01tmp1 [Pjs @m] = —O1mP10jmih = —ihd jimpm = —ihp;
sicché
(P a)pj, (P-a)pk] = — (P q)itpjpr + (P Q) ihpep; = ih (P - Q) {pPxp; — pjpK}t =0
veniamo all’ultimo termine diagonale

me2 me2
—qj,——qr| =0
g [1

Passiamo ai termini fuori diagonale. Primo rigo, secondo addendo
2 2 . 2 2
[Ipl qj,—(p~q)pk} = —Ipl" (p-a)ihd;x — |P|" [g;, (P - @)] pr — [\pl ,(p-q)} Pkdj
calcoliamo

[Qja (p : Q)] = [Qja 5l7nplqm] = 5lm [Qjapm] qm = 6lm5jmih%n = Z‘h(Jj

[Ipl2 (P Q)} = [pl.pja5] = p; [, 45] = pivi pis a5 + s [pis 5] pi =
= —2ihéip;p; = —2ili|p|°
da cui
[Iplzq]v ~(p-q) pk} = —Ip/*(p- @) ihd;, — |p|* ihq;px + 2ih|p|* prq; =
= ih|p|* {2pra; — qjpr — O;n (P @)}

Primo rigo, terzo addendo

2 2 2
me me me
Pl g, ———a| = ———|Ip* a|q+ |Ip* | e =
|al |al |al
2ihime? ) q q
= T4 Prq; — T3 UNEL k45
prqj — ihme? P+p arq
|a]
q lq [1

Infine, il secondo rigo, terzo addendo

me? } 2_ Qk}
—(p-Q)pj,———q| = me |[(p-q)pj, | =
{( g ®-a)ps g

1 1
= mez{p-qq {pv—}—iﬁ& p-q) —+
(P-a)qn |p; q i )Iq\

I 1 1
+q _(p~q),m} pi+1(p-a),al Elpj}

] . ) 1
= me? zh(p-q)% —ihd (P-q) — +
lql 1

1 Gk
+qk[p~q ,—}p'zh—p}
) g | 27~ g
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veniamo a calcolare

{(p«l),%d = {pl,%]q

da cui

{— (p'Q)pj,—%ef%} = ilime? {(p~q)

Andiamo a ricomporre i pezzi

[Nk, Nj]

2ihme?

|a]

i

—ih|p|® {2pjqx — akpj — 01 (P - @)} + 0+ ihme? {(p -q)

2ihme?

|al

1

—ihme” {(p -q)

qrq;
3
[1

2ifime?

lq

Prq; —

cioe,
[Nk, Nj]
2ihime?

]

Prqj —

Diqr — ihme? —s
lal

]

. 2 . 2
—ih|p|” g;pr + iR |PI" qkp; +

VIII Moto in campo centrale

0

1
= —th| =——
: (3611 Cl|> &

=ih——=q =
ql
dk9;

5 — 0k (P
]

]

q

q
per ) unks
lq

1
—5jk(p~q)H}+0
Piqk

2ihme?
Pjqk

2ifime? 2ifime?
— 5 Prqj —
<1

|ql

. 2
_p o thlal”

3
]

1
q)a}

2h|p|* (pjar — pra;) + ik |p)* {2pka; — 45k — 655 (P - )}

‘ q q
prgj — ihme? (—3 p+ p’m> Qk%} +

gk d;

laf®

Pjiqk

th

|al

1
jk(p-Q)H}Jr

. 2 . 2 . 2
2ih |p|” (pjar — Prqj) + ik |p|” {2pka; — aipr} — ik || {2pjax — akpj} +
2ihme?

lq

2k |p|* (pjar — pra;) + ih|p|” {2pka; — aipr} — ik P> {2p5a8 — arp;}

se j = k allora il commutatore & nullo, percid possiamo scambiare impunemente p e ¢ negli

ultimi due addendi:

[Nk, N;] = ih|p|*

notando che

2ihme>

[1

(qrpj — qjpr) +

(ijk - Qkpj)

(gkpj — 4jpr) = — (Okidjn — Okndj1) GnDi = —EmkjEmijdnPi = —Emkj Mm

possiamo concludere quanto preannunciato

[Ny, N;] = —2mih (—

> ¢

2m  |q

- e—) Etjm M = —2mihHe jm My,

(si noti come questo calcolo ¢ spesso e volentieri omesso in letteratura).

VIII.2.2 Autovalori discreti dell'energia dell’atomo di idrogeno

Consideriamo l’equazione agli autovalori per ’energia in rappresentazione di Schrodinger.
Abbiamo dimostrato che si tratta di risolvere I’equazione unidimensionale seguente

h2 "
o

2mir? r

<h2£ (e+1) €2

- —> w(r) = Bu(r)

con la condizione al contorno « (0) = 0. Andiamo a vedere "andamento del potenziale efficace
al variare di £ € N. Come si vede, per ogni valore di ¢, il potenziale va a zero all’infinito,
percio ci si aspetta di determinare valori negativi dell’energia corrispondenti ad autovalori
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Figura 1. Profili di Veg: in rosso £ =0, in blu £ =1 e in nero { = 2.
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discreti. Si avra, inoltre, un continuo di valori positivi dell’energia (come gia previsto dalla
teoria di Bohr, capitolo III).

Ora, abbandoniamo ’analisi qualitativa e cerchiamo di usare quanto appreso nella precedente
sottosezione per derivare i valori negativi dello spettro dell’hamiltoniana. A tale scopo,
notiamo che sia N che M commutano con ’hamiltoniana, percid & possibile diagonalizzare
simultaneamente N, M, H.

Poniamoci allora in un autospazio V dell’energia corrispondente ad un valore discreto
dell’energia stessa. Posto tale valore E, con F < 0, andiamo a vedere come si scrivono in
V' le regole di commutazione per le componenti del momento angolare e del vettore di Runge-
Lenz:

[Nk,Nj] = —QmihHskijm = —Qmihz-:kijmH = 2mih€kijmE =
= 2mEiherjmMm

[Mk, N7] = ihékijm

[Mk, M]] = ih&kijm

Andiamo adesso a definire il seguente vettore
N
vV—22mFE

di modo che le relazioni di commutazione in V' diventano

N =

[N/, N!] = ihepjmMn
[Me,Nj] = iherm N,
[Mk,Mj] = ih&kijm

I vettori N’ ed M danno luogo adesso a un’algebra chiusa che si identifica con 1’algebra dei
generatori di O (4) (percio si dice che 'hamiltoniana dell’atomo di idrogeno ¢ invariante per
azione del gruppo O (4), che & responsabile della degenerazione accidentale).

Introduciamo due nuove quantita

M !
A M+N
2
N/
B - M-N
2
esse soddisfano le seguenti regole di commutazione
1 1. .
[Aka AJ] = Z [Mk + N]:.,, Mj + NJI] = ZZﬁEkij (Mm + ern) = Zﬁ&‘kijm
1 1. .
[Bk,Bj] = Z [Mk — N,:./,Mj — N]/] = ZZHEkij (Mm — Nr/n) = Zﬁ&‘kijm
1
[Ak,Bj] = Z [Mk -I-N]:./,Mj — N]/] =0

percio A e B rispettano, separatamente, le regole di commutazione di un momento angolare,
inoltre commutano, ma hanno lo stesso modulo

2 1 2 2 2
AP =2 (1M + N'T*) = |B]
essendo, evidentemente,

M-N =N-M=0

Passiamo allora a calcolare |N\2. A questo scopo, scriviamo il vettore di Lenz, notando che
(PxM+Mxp), = €ijppiMi+ cimMipm = €ijipi My + €itmPm M + iheiimEimrDr =
gijkijk - 5i7nlp7an + ihsilmglmrpr = ihslmiglmrpr = 2thz

sicché

2 meQ

. me .
N = (2(p><M)*21ﬁp)*Wq:(po)*zﬁhWq

N =
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Percio il calcolo di [N|? diventa
2 2
INJ* = ((p x M) —ihp — Eq) : <(p x M) —ihp — Kq)
al lal
Eseguiamo i vari calcoli separatamente,
pxM|® = eiupi MicitmpiMm = €ijritmPi Myt My = (818km — 6 jmOni) s Mipi My, =
= pjMypjMy — p; MyppM; = pjMyp; My, — p; (M- p) M;
siccome gli scalari commutano con M, abbiamo
2
[p X M|” = p; Myp; My, — (p- M) (M - p)
ora,
Mypj = pj My, + ihek;rpr
sicché
pxM[* = pp; MMy + ihey,p;p, My — (p - M) M;p; =
2 2 2 2 2
= [pI" M| = (p-M)p;M; = |p|” M|" - (p- M)
d’altra parte
P M = €;kpiq;pr = €ijkPiPrq; = 0
percio
2 2 2
Ip x M|” = |p[”[M]|".

Poi, abbiamo

p-(pxM) = eympipiM, =0
(PxM)-p = (—(Mxp)+2ihp)-p = 2ih|p|* — i M;prp; = 2ih |p|*
ancora,
(PpxM)-q = (—(Mxp)+2ihp)-q=—e;jrM;prg; + 2ihp - q =
= Mjejirnqipr + 2ihp -q = |M|* + 2ihp - q
(§]

a-(p x M) = eijuqip;i My, = (q x p) - M = [M[*

Da cui, sfruttando la commutazione di 1/ |q| con q,

. me? . me?
IN> = ((pxM)—ifip——q)-((pxM)—iip——q) =
lal |al
2 2 2 2 2 2 . 1 2 2 . me?
= bl IM[* + 202 pf* — me (IMJ* + 2ifp - @) 7 = [pI* + 0 (b @) T+
meQ . me2 me4
——— IM[* + ih— (q- p) + —5 la|*
lql [¢1 q
ora,
[a,p-4q]; = [¢i,pjq;] = ihdijq; = thg; <= [q,p-q] =ihq
inoltre,
1] 1 1
P-q, = Pibis 7| = |Pis 77|
lal | |al lal
|:_ 1] _ 0 1 Qi
“al} dq; |d| ql®
17 1
[p-q,— = ih—
lal | [1

percio
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. 1 . me?
NI = Jpf* IMP* 4202 pf* — me (IMP* +2ifp - a) = = 12 [pf” +ih (b ) o+
me? 2 . me? 2me2 2 4
——— M|" +ihi— (p-q) — 3h*—— + m”e* =
|al [¢1 q
2 2 2.2 2 2 . 1 2112 . me?
Ip|” [M[” + 227 [p|” — me” (IM]|” + 2ilip - q H*ﬁ p| +Zh(P'Q)W+
2 1 1 2
e IM|? 4 ihme? (p - Q) — + h2me*— — 3208 4 2t
(<1 (<1 lal lal
1 2
= IpPIMP + 12 |p)? — 2me2 M| — — 2125 4 m2et =
q |al
2 2 2 2
= 2m Ipf & IM|? + 2me®h? b & +m?et =
2m g 2m  |q]

= 2m (\M\Z + h2) H +m?e?

Siamo adesso in grado di scrivere il modulo quadro di A e B nello spazio V

2mE (M + 12) + m?e*

1

1
AP = BIP =5 (IMP+NP) = 5 | M+

1 2 2 2 m€4 - 1 9 m64
4<|M| M — R om )= 1\ T g

—2mkE

Ora, A e B soddisfano le regole di commutazione del momento angolare, e in V risultano

diagonali. Ne segue che

me

B(ﬂ+1)h?:—1 <h2+—4>
4 2F

con (3 intero o semidispari. L’equazione trovata da la condizione affinché E sia 'autovalore

che diagonalizza H in V:

1 me?
2 2
R =
<ﬁ A+ 4) SE
1\? met
Z) B2 = =
(6 + 2) S8E
4
26+1)0°K = &
(26+1) oY
da cui, finalmente (!) troviamo gli autovalori discreti dell’atomo di idrogeno
___ met
2(26 +1)° k2
se rinominiamo n = 28 + 1, troviamo la serie di Balmer
4
me
L, = 7—277,2;7/27 n € Ny
essendo, il raggio di Bohr,
52
BT e
si ha
4 2
me e
E,=- =— , n € No.
) 2n2h2 2n2rg " 0

Veniamo alla degenerazione di ciasun autospazio V = V,,. Sugli autostati ¢

n,l,m

eV, il
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modulo quadrato del vettore di Runge-Lenz diventa
|N|2 77bn,l,m = (2m (|M|2 + 52) H+ m2e4) 77bn,,l,m =
4
_ 2 me 2.4 _
= {Zm Cl+1)+ 1Ak <_2n2h2) +mZe }wn,l’m =

2
= m2et (1 _ w> 1/’n,l,m

n2

siccome 'autovalore deve restare positivo, si ha

nf—0r—-(-1 > 0
Prli4+1-n> < 0
da cui
1 / 3 1
< = 2 _<n-—=
! < 2—|— n 4777, 3

cioe, dovendo £ essere intero,

{<n-1

Ne segue che fissato n # 0, restano disponibili i seguenti stati indipendenti (ortogonali)

n—1 £ - n—1
Y1 Z%H doe+1)=
=0 m=—¢ =0 =0

percio la degenerazione di ciascun autospazio Vj, & n2. Si noti che si & pesantemente sfruttato
il fatto che H, M2, M, formano un set completo di osservabili compatibili.

VII1.2.3 Risoluzione del problema in rappresentazione di Schrédinger

Nelle sottosezioni precedenti abbiamo ultimato la derivazione degli autovalori
dell’hamiltoniana di una particella in campo coulombiano utilizzando il vettore di Runge-
Lenz. Come nel caso dell’oscillatore armonico unidmensionale, si ¢ cioé risolto il problema,
facendo uso soltanto delle regole di commutazione, senza specificare la rappresentazione delle
osservabili stesse.

D’altra parte, grazie al teorema di von Neumann, sappiamo che andando a risolvere il problema
in rappresentazione delle coordinate, dobbiamo ottenere i medesimi risultati.

Si tratta di risolvere la seguente equazione differenziale per la parte radiale della funzione
d’onda:

2 2 2
Operiamo la seguente posizione
p=2 —QZZET
percio,
d_dpd _, [mEd
dr  drdp 2 dp

e, dunque, ’equazione diventa

4E d de gty £+1 /2mEe -
p? dp \" dp

i / 2 Iy Z(E—i_l) 2m €? _
> (20R' + p*R") R+ hQEpR - R
/ 1 2 2
81t +4R’/_4wR ) _me_R = R

mRE p



210 VIII Moto in campo centrale

2 L(l+1) [ m e 1
11 L\t ) e _ =
R —l—pR 7 R+ 2h2EpR 4R
definiamo la variabile adimensionale
L2 m
"N T o2E

C(0+1)

grazie alla quale troviamo 1’equazione

R" + ER/ —
P P
Il nostro problema sara determinare i valori di n per cui la R risulta normalizzabile.

R+"R-1r—0
p 4

Riduzione a A questo punto, poniamo
un’equazione

nota R(p) = p'w (p) e */?

il che & sempre possibile. Sostituendo nell’equazione di sopra, troviamo

R (p) = Lp" w(p)e "+ p'w (p)e /- %péw (p)e*?
R'(p) = €(t=1)p"2w(p)e ?* +Lp" " (p)e */* - %h)“w (p) e */* +
+Hp' ' (p)e P2 + phu” (p) e — %pzw’ (p) e’ +
—%Ep“w (p)e?/? - %p‘w’ (p)e "’ + ip“w (p)e "2
cioé
R () = 7w () ! () = ow ()

PR () = [w—1>w<p>+p<2£w’<p>—ew<p>>+p2 (w”<p>—w’<p>+§w<p>)}

e 'equazione differenziale per R (p) diventa
_ 1
o [z (= 1) w(p) + p (2! () — w0 (p)) + (w ()~ ' (p) + 2 <p>)} n

22 [fw o)+ 0’ () = 5o ()] = €+ 1) 20 )+ 00 (p) = 100 (6) =0
sicché

C(E—1)w (p) + p (26w’ () — w (p)) + (w (0) ~ ' (0) + 2 <p>) T

1
20w (p) + 2pw’ (p) — pw (p) — £ (L +1)w (p) + npw (p) — ZPQW (p)=0
da cui, infine,
ow”" +w (20+2—p)+wn—£0—1)=0.
Funzione  L’equazione trovata & del tipo
ipergeometrica
confluente xu” () + (b—x) u () —au(z) =0

dove

a= f+1—n
b= 2042

la cui soluzione regolare all’origine ¢ data dalla funzione ipergeometrica confluente:

a ala+1)z*  a(a+1)(a+2)a?
F b :1 _ J— . ...
11 (a,b,2) e 2 T e 3

che é una serie con raggio di convergenza +oo.

Normalizz-  Notiamo che se a = —n’ € Ny la funzione ipergeometrica si riduce a un polinomio, nel qual
abilita: serie
di Balmer e
degenerazione



Autofunzioni
dell’energia

Autofunzioni
e teorema di
oscillazione

Introduzione

VIIL.3 Sistemi di due particelle 211

caso R = P (p) e~*/2 con P polinomio, & normalizzabile. Per ogni n’ € N si pud dunque
scegliere
n=0+1+n'
cioe n € Ng, con
{+1-n<0 << <n-1
sicché ritroviamo le condizioni gia ottenute nell’analisi di cui alla sottosezione precedente.

Si tratta ora di dimostrare che non esistono altri valori di a per cui la R risulti normalizzabile.
Infatti, sia a ¢ —Np, e sia s, 'addendo n-esimo nella funzione ipergeometrica, allora

Sm1 ala+1)...(a+m) 1 b(b+1)...(b+m71)m'pm+1
Sm b(b+1)...(b+m) (m+Dla(a+1)...(a+m—1)" " pm |
_|la+m p
T o lb+mm+1

e, siccome (a 4+ m) / (b +m) — 1, definitivamente (in m), risulta |(a +m) / (b+m)| > 1/«

Sm+1 > 14

—am

S’H’L

da cui
[LF1| > P(p) + e/

cioé R — 400 per p — oo.
Ne segue che ritroviamo la serie di Balmer,

4
me
En:—W,NENO
e la regola
f<n-1

che reca alla degenerazione n? di ciascun livello E,,.
Notiamo che

2mE me? 2 r
9l 2
h? nh? nra
Lavorando in rappresentazione delle coordinate abbiamo anche determinato le autofunzioni
dell’energia (e simultaneamente di L? e L,):

¢n,£,m (Tv 0, 90) = Rny (r) Yém (0’ 90) =
= 1" (ap+arr+ ...+ an_ ") TR0, )
percio il livello fondamentale, n = 1 (e percio £ = 0), ha come (unica) autofunzione

Py 00 (r,0,0) =ce /™.
Nelle figure si hanno R, o, Rz, e R2 1 e le rispettive probabilita radiali, T2R72L7£.

Un ultimo aspetto circa le autofunzioni dell’hamiltoniana. Consideriamo le funzioni ridotte
Un, = Ry /r. Per ogni n e per ogni ¢ esse sono normalizzabili, percio, fissato ¢, possiamo
applicare loro il teorema di oscillazione. In altre parole, fissato ¢, andiamo ad ordinare le
soluzioni in energia: la u corrispondente alla E (che, si rammenti, & negativa) minore sara
quella con n piu piccolo possibile, cio¢, essendo n > £+ 1, ug4q,0. Dunque, la soluzione wp41 ¢
non ha nodi, la u¢y2¢ ha un nodo, ..., la soluzione u,  ha n — ¢ —1 nodi.

VIIL.3 Sistemi di due particelle

VIII.3.1 Separazione delle variabili

Finora abbiamo considerato il caso di una particella (priva di spin) immersa in un campo
esterno centrale. Vogliamo adesso occuparci del problema del moto di due particelle isolate, le
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Figura 2. Ry (7): in rosso n =1, in blu n = 2 (tratteggiata £ = 0).

Figura 3. Probababilita radiali: in rosso n =1, in blu n = 2 (tratteggiata £ = 0).
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quali interagiscano tramite un potenziale che dipende solo dalla distanza. Ancora, supponiamo
che le particelle non abbiano spin.

La hamiltoniana del sistema, se le variabili canoniche sono, rispettivamente, (pg,qx), k € Jo,

vale
2 2
P1 P>
H = — 4+ ==
(P1,P2,41,92) o T o
Come in meccanica classica, il procedimento piti comune per trattare questo tipo di problema &
quello di introdurre due nuove coppie di variabili canoniche coniugate, (p,q) e (P, Q) collegate

alle prime dalla seguente trasformazione canonica (che risulta lineare):

+V (lg1 —q2)-

a= a1 —q Q= ™M tmaa
mi1 + mo
_ Mep1 —mip2 ’ ’
p= mi + mo P= pi1+p2
La canonicita deriva dalla conservazione delle parentesi di Poisson o, che ¢ lo stesso, delle
regole canoniche di commutazione, cioé

(Qi, Pj] = ihdij = [, py]
In termini delle nuove variabili, ’hamiltoniana (che ¢ unitariamente collegata alla precedente,

in forza del teorema di von Neumann) diviene (come arcinoto dai corsi di Meccanica Analitica
o Fisica Generale I)

P2 p2
dove M ¢ la massa totale, e u ¢ la massa ridotta:
M = mp+my
mimsa
s m1 + me

L’hamiltoniana con cui abbiamo adesso a che fare & a variabili separate, cioé
H = Hi (p,q) + H2 (P,Q)
da cui, banalmente,

[Hy,Hs) =0, [Hy,H] = 0.

VII1.3.2 Hamiltoniana a variabili separate

In questa sottosezione ci occupiamo in generale del problema delle hamiltoniane separate,
emerso nel corso dello studio dei sistemi a due corpi. Abbiamo allora

H =H (p,q) + H:(P,Q)
cioe H = H; + H> con
[Hi,H2] =0
da cui
[H,H;] =0

Procediamo allora a diagonalizzare simultaneamente H, H; e Hs. Siccome H, H; e Hs sono
tre osservabili, esiste un set completo di vettori del tipo ¢ per cui

ngﬁ = El(p
Hyp = Esp
HQD = (El +E2) ®.

Consideriamo ora la rappresentazione delle coordinate (q, Q), indotta dagli autovettori ¢ q
simultanei di q e Q. In questa rappresentazione ogni stato & individuato dalle funzioni delle
variabili (q, Q). Gli operatori q e Q si comportano come operatori di moltiplicazione, mentre
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gli operatori p e P sono rappresentati, rispettivamente, da —thVq e —ihVq.

Lo spazio degli stati H del sistema & allora dato dal prodotto tensore degli spazi Hq e Hq
i cui elementi sono, ordinatamente e in rappresentazione di Schrédinger, le funzioni di q e le
funzioni di Q.

Risulta allora possibile determinare la base comune a H, Hy e Hj tra i vettori fattorizzati (che
in rappresentazione sono le funzioni prodotto). Indichiamo con le lettere minuscole i vettori
di Hq e con quelle maiuscole i vettori di Hg. Abbiamo

H : Hq®Hq — Hq®Hq
H1 : Hq—>Hq
H2 : HQHHQ

dunque, esistono {wg’”} €Hqe {\Ifglk)} € Hq tali che
o = Y B (vl owl))
n,k

Hy = S By (\pggg o \pgg))
m.j
ed essendo
H=H ®l4+1Iq® H>
si ha, come dimostrato nel capitolo IV,
H= 3 (B + B (v 0w wi))
n,m,k,j

e, se la degenerazione di E vale g1 (n) e quella di EF* vale go (m), allora la degenerazione di
B, » = ET + E3, risulta, ovviamente,

g(n,m) =g1(n) gz (m).

VII1.3.3 Autovalori e autovettori dell’hamiltoniana nel problema dei due corpi

Abbiamo appreso che gli autovalori di H sono dati dalle somme degli autovalori di Hy e Ha,
mentre i corrispondenti autovettori sono dati dal prodotto tensore dei rispettivi autovettori,
cioe

Hyy = Eri, HyU = E; U
allora

H (V) = (Br + E2) (47)

e, come detto, cosl otteniamo tutti gli autovettori essendo (¥¥) un set completo.

In rappresentazione di Schrodinger, siamo cosi ridotti a risolvere le due equazioni separate

2
—%Aw (@) +V (la]) By (q)

h2

SAU(Q) = B (Q)
La prima equazione ¢ del tutto analoga all’equazione di Schrodinger per una particella
(spinless) di massa p immersa in un campo centrale V' avente centro in q = 0. La seconda &
invece I’equazione per una particella libera di massa M e percio é risolta dall’onda di de Broglie,
per ogni Fo >0

¥(Q) =t

Si tratta, in definitiva di risolvere la prima equazione, per la quale abbiamo dato ampia
trattazione nella prima parte di questo capitolo.

In conclusione, vogliamo notare come da un semplice calcolo (si veda il corso di Fisica Generale



I) risulta che

M:M1+M2:QXP+qXp
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Capitolo IX

Metodi di approssimazione

Tutto I'apparato costruito nel corso di questo testo sarebbe inutile se non fosse possibile calcolare
autofunzioni e autovalori della hamiltoniana in modo approssimato. Sono infatti pochissimi i
problemi in cui si riesce a risolvere in maniera esatta I'equazione agli autovalori. In questo capitolo
passeremo in rassegna una serie di metodi di approssimazione, senza pretesa di completezza né -
nostro malgrado - di rigore. Sempre in questa sede ci occuperemo di una applicazione fondamentale
di tali metodi: lo studio dell'interazione tra la radiazione e la materia.

IX.1 Teoria delle perturbazioni ai livelli energetici

Il metodo di approssimazione pit utilizzato ¢ quello della teoria delle pertubazioni che andiamo
a delineare nel corso di questa sezione. Avvertiamo che, come ¢ ormai diventata abitudine,
non potremo dimostrare tutti i risultati che andremo ad utilizzare, dato l’alto contenuto
matematico del problema.

Consideriamo una hamiltoniana della forma
H= H() + eV

dove Hp ¢ una hamiltoniana del tutto risolubile (di cui cioé si conoscano autovalori ed
autovettori in modo esatto) e V' sia una “piccola” perturbazione rispetto a Hy. La presenza
del termine moltiplicativo reale e ci servira per comprendere gli ordini dell’approssimazione
sugli autovalori: diremo che una correzione proporzionale a ¢ ¢ al primo ordine in V', etc... Al
termine della trattazione formale tireremo via il fattore . Diciamo subito che rinunceremo a
dare una definizione precisa del concetto di piccolezza riferito agli operatori (per una teoria
degna di questo nome, rimandiamo al solito, al corso di Meccanica Quantistica).

IX.1.1 Caso non degenere

Consideriamo ’equazione agli autovalori per H,

Hy = Evy
e supponiamo che sia possibile sviluppare in serie di € sia 1 che F, cioé
O o= Py ted +ety+ .
E = E0+€E1+52E2+...

siano inoltre dati gli autovalori ed autovettori di Hy, cioe
Hoi/)(n) — E(n)w(n)
Detto questo torniamo a scrivere I’equazione agli autovalori per H, si ha
(Ho+eV) (g +evy +ePy+...) = (Eo+eBL + 2By +...) (Yo +evy + %%y +...)

Moltiplicando per le opportune potenze di € e passando al limite per € — 0, si ottiene
I’eguaglianza dei termini alla stessa potenza di €.

Questo comporta, ai primi ordini,

Hoyy = Eoiy (IX.1a)
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Hopy + Vg = Eoy + E1tg (IX.1b)
Hoy + Vi = Egpy + E19, + Eat (IX.1c)

La prima equazione implica che Fy = E(™ per qualche n. Supponiamo per il momento che
E™) sia non degenere, allora Yy = w("). Moltiplichiamo scalarmente la seconda equazione per
1, otteniamo

(Yo, Hotoy) + (o, Vo) = (g, Eotb1) + (Y0, E1¢g)
(H0¢0a¢1) + (1/’07 Vl/fo) Ey (d’oﬂh) + By (d’oﬂbo)
("’/JOa V"’ﬁo) = b

cioé abbiamo
El = (1/)0, Vq/’o)

Adesso, sia m # n e facciamo lo stesso, usando w(m) anziché ¢y = 1/1("), abbiamo
(0 Howy ) + (6, Vi) = (00, Eown ) + (0, v
B0 (6, ) + (00, vagg) = B (00,0 ) + (¥, 40) (o, Vi)
essendo w(m) e 19, ortogonali, si ottiene

E0”>(w““,w1)%—(w“”7vd@):=lﬂ”)(w““,¢1)

da cui

w(m)7 Vi
(meﬂ—%miﬁg”

Come si vede, resta arbitrario il coefficiente di Fourier per m = n. Per sceglierlo si fa in modo
che ¥, + €9, sia normalizzato, al primo ordine. Posto

=30 (v00) 0
m#£n

m # n. (IX.2)

si ha
2 2
[0 + ey [I” =14 |9 |
percio il vettore ¢ + €1, risulta normalizzato al primo ordine.

Finora abbiamo prodotto una formula per Fy ed Fq, di modo che sappiamo che il nuovo
autovalore dell’energia deve essere

E =~ FEy+ckh
e quando poniamo ¢ = 1
E~FEy+ E;
Il risultato sara fisicamente significativo solo nel caso in cui
|E1| > |Es|

percio € interessante andare a calcolare Fs. A questo scopo, moltiplichiamo scalarmente ambo
i membri della (IX.1c) per ¥, otteniamo

Eo (g, %) + (¥o, V1) = Eo (g, ¥3) + E1 (1, ¢1) + E»
(wO’ le) (¢07 Vwo) (¢Oa wl) + E2

cioé

&
I

(o, Vby) = (8o, Vo) (o, 901) =
> (0o Vo) (8,0,) = (0, Vo) (,4,) =

m

> (w0 Vet (v, 0y

m#n
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usando la (IX.2) troviamo

(m) ((m)
B=—3 (v Vlg(m)_(lg(n) Vi) (IX.3)

m#n

Percio la condizione affinché I'approssimazione al primo ordine sia buona ¢ che

(m) (m)
3 (Vo VZ(,,L))_(ZM 140), < (W0, Viby)|

m#n

Siccome nella somma a sinistra contribuiscono maggiormente i termini vicini a (™, abbiamo,
se B & vicina E™),

()
T g < W Ve = B

Se ammettiamo che
’(wo,Vw““))‘ ~ ‘(U’mvﬂjo)‘ =E
troviamo la condizione

‘ E™ _ 0| s B

cioé la prima correzione al livello imperturbato n-esimo deve essere molto minore della
separazione di tale livello con quelli imperturbati adiacenti.

Tutto quanto dimostrato si basa sull’ipotesi che ¥ e E siano analitici in €: si dimostra che
questo ¢ vero, nell’ipotesi che F sia un autovalore isolato e non degenere della hamiltoniana
imperturbata Hy.

Prima di concludere notiamo che se Ey ¢ ’energia dello stato fondamentale, la correzione al
secondo ordine & sempre negativa, come mostra la formula (IX.3). Questo & particolarmente
interessante in quei casi in cui il termine al primo ordine non ¢& presente.

IX.1.2 Caso degenere

Veniamo adesso a trattare il caso in cui Ey sia un autovalore degenere dell’hamiltoniana
Hy. Allora dalla (IX.1a), abbiamo che Ey = E™)_ ma non siamo in grado di determinare
univocamente (a parte la solita fase che c’era anche nel caso non degenere) il vettore ¢, che in
generale sara una combinazione lineare di autovettori all’autovalore E(™ di Hy. Poniamo che
gli autovettori relativi ad E(™ siano ¢™*) al variare di k. Andiamo a moltiplicare scalarmente
la (IX.1b) per ™" troviamo

Eo (09,0) + (6, Veg) = Eo (609, 9,) + By (09, 0)
(0D Vi) = B (0, 40)

da cui troviamo

) (w(n,k)’vw(w‘)) (w(nm,%) — B (w(””“’,%) (IX.4)

per ogni k € Jy, () dove go (n) & la degenerazione dell’autospazio di Hy relativo a E() = By,

Osserviamo ’equazione (IX.4), nel caso in cui go (n) sia finito essa ¢ un’equazione agli
autovalori in dimensione finita. Poniamo

(M) = (69, V), M € Herm(g (n),C)
W), = (4774), vecr
e la (IX.4) diventa
Mv = Ev
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che ammette g (n) autovalori E; e autovettori essendo M una matrice hermitiana.
L’effetto della perturbazione ¢ quello di rimuovere la degenerazione g (n), dal momento che in
generale M ammette autovalori distinti.

In generale, non é possibile mostrare la convergenza della serie in € per E. Spesso la serie
asintotica, cio¢ tale che

|E(e) = (Eop+eE1+...+"Ey)| < cnta |6"+1|

che ¢ una informazione utile quando sia possibile agire su € (per esempio € ¢ un parametro
esterno e percio controllabile dallo sperimentatore) e ridurlo sufficientemente.

Per riassumere, vediamo come si procede quando si ha a che fare con una hamiltoniana
perturbata

H=Hy+V

e si diagonalizza Hy e se ne determinano autovalori (™) e autovettori w("’k);

e si scrive la matrice di V nella base 1™

(o0t

con n # n', cioé appartenenti a blocchi di Hy relativi ad autovalori diversi;

, trascurando gli elementi di matrice

e su ciascun blocco, cioé autospazio all’autovalore E(™) di Hy, si diagonalizza la matrice
(1/1("’k), Vq/;("’k,)) determinandone gli autovalori EY’J );

e ¢li autovalori (approssimati al primo ordine in V') della H sono allora

E(n) + EYLJ') )

IX.1.3 Effetto Stark

Allo scopo di rendere pit familiari i concetti esposti nelle sottosezioni precedenti, occupiamoci
di un esempio concreto, che risulta comunque molto interessante.
Consideriamo un atomo di idrogeno immerso in un campo elettrico uniforme esterno che
indicheremo con €. In queste condizioni, il sistema non & pitl invariante per rotazioni attorno
a tutte le direzioni, visto che il campo elettrico individua una direzione privilegiata (che
prendiamo come asse z), e percio ci si deve aspettare che la grande degenerazione sull’energia,

n?, sia rimossa.

Andiamo a scrivere la hamiltoniana del sistema,
H=H o+ ez

con Hy hamiltoniana dell’atomo di idrogeno. Andiamo ad applicare la teoria delle
perturbazioni alla H. In primo luogo, dobbiamo determinare una base che diagonalizzi la
Hy: scegliamo la base |n¢m) di autovettori simultanei di Ho, M2, M,.

Andiamo a valutare gli elementi relativi ai blocchi non diagonali della matrice e€z. Quello
che dobbiamo accertare & che

|(e€2), | =eE(ntm|zn' ! m'y <|E, — E,/|

nn’

Cominciamo col notare che elementi di matrice aventi £ ed £’ con la medesima parita sono
nulli senza approssimazione. Infatti, se ¢; e 15 sono tali che

177[11 = :h/)h 11/)2 = 11/)2

allora

= (1, 205) = (Y1, L2Iy) = (I3, 211hy) = (£, £2105) = (1, 295)

Quella che abbiamo trovato si dice regola di selezione sulla parita: essa asserisce che gli
elementi matrice degli operatori z,y, 2z sono nulli tra stati con la stessa paritd, cioé con lo
stesso £ mod 2.
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Vediamo il resto degli elementi fuori dai blocchi lungo la diagonale,

[(nl 2 [n)* < (n] 272 |n) = (n] 2% |n) < (n] 7% |n) ~ n'r,

percio si deve avere
eEn’rg < |E, — E,/|

Chiaramente I'approssimazione ¢ buona per i primi livelli, poi, al crescere di n i livelli si
infittiscono e |F,, — E,| diviene estremamente piccola. In ogni caso noi ci limiteremo ai livelli
n =1 en = 2, anche perché i blocchi hanno dimensione n? e ’equazione secolare diviene
rapidamente complicata al crescere di n.

Se partiamo da n = 1 troviamo un solo elemento di matrice per V = e£z e questo & nullo
per la regola di selezione sulla parita trovata sopra. Un altra regola di selezione che porta allo
stesso risultato & la regola di selezione sul momento angolare: gli elementi di matrice
di x,y,z sono nulli tra stati s (i.e., £ = 0). Per tali stati infatti, la funzione d’onda ha
esclusivamente dipendenza radiale, sicché ¢, = f; (r). Invece, la ¢z, (r) con k = 1,2,3 e
i=1,2 ha ¢ =1, percio ¥, e qrp1, risultano ortogonali. Da quanto detto emerge che lo stato
fondamentale risulta inavariato, almeno al primo ordine.

Passiamo a considerare il livello a n = 2. Esso ¢ formato dagli stati con { =0e £ =1 ed &
degenere quattro volte. Si tratta allora di calcolare gli elementi di matrice

e€(2¢ml|z|2¢m)
gia sappiamo che
e€£(200/2]200) =e€£(21m|z]|21m) =0

Sussiste, pero, un’altra regola di selezione, questa volta agente su M,: gli elementi di
matirce di z tra autostati di M, corrispondenti ad autovalori diversi, sono nulli. Infatti, sia
¥, autovettore di M, all’autovalore m; e vy all’autovalore ms. Allora v¢; e 1, presentano
dipendenza dall’azimuth ¢ solo nel termine ™+, k = 1,2, come, del resto, z1p;, = r cos 01).
Percio 21, & ancora autovettore di M, all’autovalore mso e percio risulta ortogonale a ;. Ne
ricaviamo che

e€(200]221 £1) =0

Non resta che calcolare I'elemento (210]z|200). Se si fa il conto si ottiene 3rg, per cui

la nostra matrice da diagonalizzare ¢, nella base v1 = [200),v9 = [210),v3 = [211),v4 =
|21 - 1>7
0 3¢Erg 0 O
3e€rp 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

siccome si tratta di una matrice a blocchi, & sufficiente diagonalizzare il blocco superiore. A
tale scopo si devono trovare le radici del polinomio

M —9e28%3 =0 = \=43ekrp
percio la degenerazione dell’energia del primo eccitato viene parzialmente rimossa, si ottengono
infatti 3 stati, quello a energia Fs due volte degenere, e quelli a Fy + 3e£rg non degeneri.

Si vede subito che gli autovettori della matrice scritta sono v + vy per 3efrg e vy — vy per
—3e&rp. Percio ad E; corrispondono [211) e |21 — 1), a Fy+3efrp corrisponde [200)+]210)
ea FEy—3efrp, [200) —[210).

IX.2 Teoria delle perturbazioni per I'’evoluzione temporale

IX.2.1 Sviluppo dell'operatore di evoluzione temporale

Consideriamo ancora una hamiltoniana perturbata H = Hy + V con Hy risolubile e V'
“piccolo” e, in generale, dipendente dal tempo. Invece di andare a considerare gli effetti di V/
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sui livelli dell’energia, cioé sugli autovalori e dunque sull’equazione stazionaria, occupiamoci
dell’influenza del termine perturbativo sull’evoluzione temporale del sistema. Scriviamo allora
Pequazione per loperatore di evoluzione temporale U (t,g):

L oU
’LBE (t, to) = HU (t, to)

per comprendere gli effetti ai vari ordini, torniamo a moltiplicare V' per € € R, troviamo
ou

ihr = (Ho + V) U

Definiamo adesso 1'operatore U tale che

U (t,to) = e~ /0T (¢, o)

il che & sempre possibile, essendo e~ *Ho/h (evoluzione temporale per Hy) unitario. L’equazione
diventa
9 _ . . .
ihs (e*“Ho/ﬁU (t, to)) = (Hy+eV) (e*“Ho/”’U (t, to))
th (%Hoe”Ho/hU + e“H"/h%—(tj> = Hye "o/ 4 gy itHo/h Ty
H[)[] + Zhaa_[;v — eitHo/’LHOe—itHo/h[] + EeitHO/hve_itHO/hU
oU -
th— = ¢eVU
ot

dove si ¢ posto
‘7 - eitHU/hVe*itHo/h

Come al solito, supponiamo di poter sviluppare in ¢ 'operatore U, abbiamo
U=U+eU; +e*Us +...
sicché,
in 20+ ein o0y + 2inl 0y 4. = eV + V0, + Vs + ..
ot ot ot

e si perviene al seguente sistema dinamico

in2 Uo (t) =

ot 0
(IX.5)
0, 1) = V(00 (1)

dove abbiamo sottinteso la dipendenza da ¢y degli U,.

Dalla prima equazione troviamo che Uy ¢ costante. D’altonde U deve essere pari all’identita
al tempo ¢t = 0, quindi

I=U(0)=Uy+elU; (0) + 205 (0) + ...

per ogni €, percio

Ne viene che

e percio
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ma, at =0 si ha
I =1+ econst+O (£?)
da cui
0 = const +0 (¢) <= const =0

In definitiva,
- 1 [t
0

Per n =2, si ha

0 - 1 !
g0 () = 2V (0) [ V() d
percio
~ 1 ¢ N t |
UQ (t) =3 / dtl Vv (tl)/ Vv (tg) dtg + const
(th)* Jo 0

e, come prima, si trova che const = 0.

Reiterando il procedimento per gli n successivi, abbiamo
" 1 t ~ t1 N tn—1 _
b, (1) = —/ dt, V(tl)/ dtQV(tg).../ dt, V (1)
(ih)" Jo 0 0

si noti come t; < t3 < ... < t,. Sicché, eliminato ¢, U ¢ dato dalla serie di Dyson la cui
somma si indica, come noto, nel modo seguente

U (t) = Texp (% /OtV(t’) dt’) :

IX.2.2 Metodo della variazione delle costanti arbitrarie

Un modo del tutto equivalente per discutere la perturbazione dipendente dal tempo ¢ quello
di usare il familiare metodo della variazione delle costanti arbitrarie (I’equivalenza dei due
approcci & nota dalla teoria elementare delle equazioni differenziali, vedi Analisi II per fisici).
Esso consiste nel fissare la base di autovettori ¢,, della hamiltoniana Hy, che costituisce
I'insieme completo delle autosoluzioni dell’equazione di Schrodinger dipendente dal tempo,
nella quale non sia stato inserito il termine perturbativo, ed espandere la generica soluzione
dell’equazione per Hg + €V su tale base.

Fissato lo stato al tempo tg, ¥ (o), al tempo ¢ lo stato diviene
()= en (),
n

dove

Cn (t) - (wna 7/} (t))

Dall’equazione dipendente dal tempo si ottiene

Sen®)= (s 20 0) = 0 W (o 7)) = 1 (W o 0+ 5 (60, V6 0)

quindi

ih%cn t) = (meOZk:Ck (t) T/Jk;) +e (%mvzk:ck (t) 1/%)
ih%cn (t) = Encn (t) +e Z Ck (t) (wnm Vwk)
k

Denotiamo con V,; gli elementi di matrice (che sono dipendenti dal tempo) (v, V) e
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facciamo la seguente posizione
ek (t) = e~y (2)

Troviamo
; d B E, By B
ihe—ltEn/hEbn (t) + ihe—LtEn/ﬁEbn (t) = Epe tEn/hy, (t) + Ezk: e~ itEx/hp, (t) Vik
o d i
ihe /2 Eb" t) = ¢ Zk: e /by () Vi
moltiplichiamo ambo i membri per eitEn/h
m £0n (8) = EZ €' by, (£) Vo (t) (IX.6)

che é una infinita numerabile di equazioni dlfferen21a11 lineari del primo ordine accoppiate.
Lo sviluppo di U in ¢ equivale allo sviluppo in ¢ di ciascun b, (t), percio scriviamo

b (t) = b () + b (t) + 2 (t) +

Si ricava facilmente il seguente sistema dinamico

d (o)
il b\ 0
o (6) =
d _ i p(F=1)
%hdtb ") = e el Y (1) Vi ()

Ammettiamo che per ¢ < 0 il sistema si trovi nello stato 1;, sicché tutti i b, (£) sono eguali
a zero tranne b; (t) (che, peraltro, sempre a tempi negativi, & costante). Al tempo ¢t = 0
la hamiltoniana ha un cambiamento anche discontinuo, a causa della comparsa del termine
aggiuntivo €V (0). D’altra parte se supponiamo che V (¢) rimanga finito, abbiamo che v (¢) &
continuo in ¢t = 0 e percio

b (0) = 6
Ne segue che
VO (t=0) = 6
b7 (t=0)

Si ha immediatamente che b (t) = 0pi, mentre

ih b“ Zew"’“th (£) ks = € Vi (1) (IX.7)

che integrata da, tenuto conto delle condlzlonl iniziali,
[ L
b(l ( ) Zh/ tWnit Vnz (t/) dtl

L’equazione al primo ordine, (IX.7), si ottiene da quella esatta, (IX.6), sostituendo a ciascun
by (t) il suo valore al tempo t = 0, cioe di;. Ne segue che by (t) = by, (t) solo per tempi
sufficientemente piccoli, talché si possa confondere by, (¢) con by (0).

IX.2.3 Probabilita di transizione

Consideriamo un atomo che si trovi in uno stato stazionario dell’energia |E10> All’istante
t = to inviamo sull’atomo della radiazione elettromagnetica, accendendo un campo esterno.
Il campo interagisce con l'atomo di modo che |E10> cessa di essere uno stato stazionario,
dal momento che I'hamiltoniana viene cambiata. Se ¢& lecito supporre che il cambiamento
dell’hamiltoniana sia schematizzabile come una perturbazione, possiamo applicare al sistema
la trattazione della sottosezione precedente.

Una quantita di particolare interesse ¢, dunque, la probabilita di trovare ’atomo in uno stato
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stazionario {E?> a un tempo fissato t > to. Tale quantita prende il nome di probabilita di
transizione e, se gli stati iniziale e finale sono normalizzati, vale
. 2 2
Pi—f) = |[(B B, )] = [(BP|U (1) [BD)]" =

, - 2
= (B e 0T (1, 10) [ BY)|
Effettuiamo il calcolo della probabilita di transizione (per una perturbazione qualsiasi) al

primo ordine nella perturbazione stessa, poniamo 1 = |EL) e iy = |Ef') e abbandoniamo la
notazione di Dirac (per semplicita di scrittura poniamo pure tg = 0)

) 1 [t
‘ <¢f, e~ itHo/h (H + E/o V(1) dt1> "l/Ji)

2

2

P(i—f)

t
= % (wf,e—“Ho/ﬁ/ V (1) dth/)i> =
0
1 b 2
= 72 <¢fa/ V(tl)dtﬂ/)i)
0
Poniamo
t
A= [ 7w dn
0
cioe

Aty =V (t), A(0)=0
uniformemente o fortemente, nel senso che il limite del rapporto incrementale,

A(t)_A(T) :‘7(7_)

¢ uniforme o forte. Tuttavia, in ambedue i casi, il limite ¢ anche debole, percid preso ¥ si ha

lim <wf, M%) = (wfaf/(T)wi)

t—T1 t

lim

t—7 t—T1

sicché

3 AW w) = (v, 7 (7))

<¢f7/0t‘~/(t1) dtl%) = /Ot (1/Jfa‘~/(t1)1/fi> dty

Ne deriva che abbiamo

e, infine,

1]t - o , . 2
Pli—f) = - /0 (v V (0) ) dta| = /0 (ve, e B (1) e oMy, ) dty
_ 1 t(e—itlE?/hw V(t) e B/ ) d 2:
h2 /0\ £ 1)€ w1> tl

2

t
= /0 eI (4 V(1) 4y) dia

Dunque, al primo ordine

2

Pl—f) = /0 e (BB (e v (0) ) i (1X.8)

Ipotizziamo adesso che V' (t) sia costante sull’'intervallo [0, ¢], in questo caso

. 1 T
Pli— 1) = g | Vo) | [ et
0
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poniamo
ACE:)
' h

sicché

h (BE=BD)em R (mptyyn b BRI g
goel v mee M e

- ei(E?—E?)t/%ei(E?_E‘O)t/%—e_i(E?_E‘O)t/%
E? — EV 2i
di modo che
0
P i— £1) = (e, Vi) ﬁ sin? (%Q (1X.9)

cio¢ P ¢ al secondo ordine nei valori medi di V. Per tempi molto piccoli si ha

4 EO E? 1
Pl = 100V s (B L) = i ve e
£ i

Sopra abbiamo scritto che
Pi— 1) = (g, e M0 () )

dopodiché abbiamo proseguito sostituendo ad U il suo sviluppo al primo ordine. Adesso
aggiungiamo termine al secondo ordine, percio

t1
P(l — f) = | (1/}f,€itHo/h (H + %/ dty V tl / dty / dts V tl ( )) '(/)1>
to

si tratta cioé di calcolare il modulo quadro di

t _ 1 t t1 - -
<'¢fa%[o dtlv(t1)¢i> + (%aw/to dtq /to dt2V(t1)V(t2)¢i>

Del primo addendo ci siamo occupati prima, ora concentriamoci sul secondo, che denoteremo
con ps. A questo scopo dobbiamo fare alcune ipotesi sulla dipendenza da t della perturbazione.
Se supponiamo che essa sia una radiazione elettromagnetica appare del tutto comprensibile
richiedere che abbia una durata finita. Percid V (t) avra supporto in [T, T] e percio & lecito
sostituire a £y, —o0.

2

Sia 1,, un s.o.n.c. di autovettori di Hy, abbiamo

p2 = (Z;L) (wf,/;dm?(tl)/_:dtQV(t2)¢i> =
= #/; dt (wf,f/(tl)/t; dtgf/(tQ)q/;i) =

_ (12)2 /t aty 3 (7 () ) <¢,L,/tl dtgf/(tzwi)

oo n —0o0

Tuttavia,

GOV = X (0 P08, ) 6 =X G 6D O,

percio (nelle ipotesi in cui la derivata sia intesa in senso forte e sia chiusa assieme a D, si ha



Un artificio...

IX.2 Teoria delle perturbazioni per I'evoluzione temporale 227

che la derivata commuta con il segno di serie, percio

7/ (ﬁ1§j(v+ W) e ) (W )00 = 3 (75 (00100 (W (1) 40

a;Aﬁ1WWWMQWMwmm>=§JJV“ (0t ) (W (1)) =
= (V) ) (o0 W (1))

ne segue che anche la serie e l'integrale della formula di sopra si scambiano,

t ' _ t ' _
- . Z/ dt (efztlEf/hwf’V(tl) efztlE?z/ﬁﬂ}”) / dts (efthEﬁ/ﬁwm V (t2) efztin/h,L/)i)
th ‘
(ih) T2 Z/ dty et (P En)/ (Y, V (t1) ¥y, )/ dty €2 (Fr=Fi)/n (¥, V (t2) ¥y)
Definiamo adesso le frequenze di Bohr-Einstein,
E. — E,

waa/ =

h
che corrispondono alle pulsazioni del quanto emesso dal sistema nella transizione dal livello «

al livello o/. Ne ricaviamo
t1

t
Z;)Q Z/_ dtl eitlwfn (1/Jf7 14 (tl) Q/Jn) / dt2 eit2wm (Q/Jn, 14 (tQ) d)l)

— 00

A questo punto, riscriviamo ’equazione facendo uso di un artificio

t ) t1
Z[dmwwwwmm[dQMﬂmmwwwmw

D2 =

)
(ih) =0
Siccome l'intervallo in cui varia to & finito, la convergenza
lim eztgwni+€t2 — eztgwm
e—0t
é uniforme,
Sup |elt2wni+5t2 _ elt2w7“ _ Sup ‘eEtQ _ 1| — |e€T _ 1‘
[=T,T] [=T,T]

che converge a 0. Ne segue che il limite si scambia con il primo integrale. Consideriamo ora
ty

fe (t1) = lim dty €T (Y V (L2) 1)

e—0t — oo
e mostriamo che essa converge uniformemente a
t1 )
ﬂM#/ ity ¢t (V7 (t2) )
—00

di modo da scambiare il limite con il secondo integrale. Abbiamo

t1 . .
sup / dtg (eztzwni+5t2 o eztzwni) (1][}7”‘/(1}2) 1/)1) S
[-T7,7] |J -0
t o ’eET _ 1‘ T ot
sup / dta e = 1| (¥, V (t2) ¥)| < T/ dty €52 = 1| (¥, V (t2) ¥)] = 0
t1€[-T,T) -T

Dunque, troviamo
t1

Zh T2 Z lim / dtl eitIan (71[}f7 v (tl) %) / dt? eitzwni+€t2 (%7 14 (tQ) wl)

e—0+t oo
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d’altra parte i termini della successione convergono uniformemente, essendo

t ty )
/ dt, eitlwfn, (wﬁ 174 (tl) wn)/ dts etl2wni (eat2 _ 1) ("/}na A4 (tg) wl) <

—00

sup
n

T T
i 1|Sllp/ dty \(1/ff7V(t1)¢n)|/ dty [(,,, V (t2) ¥;)| — 0
n T -T

infine,
1 t 4 t 4
m=£&@f2/ dh e (G V () 0,) [ dtae T V(1))
n — 00 —00
... e la Introduciamo la trasformata di Fourier di V (¢), abbiamo
trasformata gt

di Fourier ;

— —V(t iwt
vw = [V

V() = /dw v (w)e ™t
percio
0.V ) = (v [dvv @) = [do (o wre )

sicché

. 1 ¢ 1t Wen
D2 :s£%+W;/mdtlet (¢faV(t1)¢n)/

— 00

t1

dts eita(Wni—w)tets /dw (wn,v (w) ;)

Andiamo a calcolare

t1 'L‘tg(wnifw)+6t2
/ dtg eitg(wnifu})JretQ _ €
—00 7 (wm — w) + €

31 eitl(wmfw)%»stl

coo H(wpi—w)te

grazie alla presenza di ¢ > 0. Sostituiamo nell’espressione per pa,

i L z:t - - (> (@) )
— 1 - i1 (Wen Fwni—w) ety / ns i) _
b2 Ei}(I)lJr (Zﬁ)Q n ‘/700 dtl ¢ (¢f’ v (tl) 1][}”) € dw 7 (wm — w) + €

. 1 ! ity (Wen +wni—w) (’L/Jn,U(UJ)'l/Ji)
EE%I+W,ZL/_OO dty e + (%W(h)%)/dwm

ora,
E) — EY+ E? — E?

Wep + Wpi —w = 7 —W=Wwf — W

Prendendo ¢t > T

. 1 ; _ (V,,,v (w) ;)
2 : it (we—w) V o -~ T
51—>1 0+ (i‘i)Q n [oo dtr e t (wf, (tl) wn) / d { (Wni ‘*’) +e

o im 2_7T oo 0 (ﬂjf?v(wﬁ _w) d)n) (1/)7“1)(0.)) 1/)1)
i uﬁg;/md

D2

e—0% (4 i (wni —w) +e¢

IX.2.4 Regola d'oro di Fermi

Considerazioni  Nella sottosezione precedente abbiamo calcolato le probabilita di transizione tra due autostati
fisiche i 7. Dal punto di vista operativo (in laboratorio) le formule trovate, in linea di principio,
non danno problemi se si considerano autovalori discreti di Hy. Le cose cambiano quando
si passa a considerare |E? > con Ef appartenente alla regione continua dello spettro di Ho.
Infatti, non ¢ possibile isolare fisicamente il sistema in un autostato ad autovalore continuo e
percio misurare effettivamente la probabilita di transizione. In generale, non si potra parlare
di uno stato finale ad energia Ff, ma di un certo insieme di stati finali ad energia vicine ad Ef
che siano individuati dagli strumenti che si impiegano per rilevare tali stati (e percio da altre
osservabili).
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Per comprendere meglio quanto detto, consideriamo un esempio concreto. Supponiamo di
avere una particella di massa m (priva di spin) che venga a incidere in una zona dove & presente
un potenziale V (x). Consideriamo la diffusione della particella da parte di tale potenziale.

Lo stato ¢ (t) al tempo t della particella puo essere espanso in serie di autostati dell’impulso p e
dell’energia E = |p|* /2m. La distribuzione di probabilita associata a una misura dell'impulso

sullo stato ¢ (¢) vale | (¢, ¢ (1)) ‘2 dove ¢, = |p). Lo studio del fenomeno ¢ svolto misurando
limpulso finale pr della particella con un rivelatore che entrera in funzione se | — Q| < ¢
e |Ef — E| < §E. Se indichiamo con Dy I'insieme degli impulsi rivelati dal nostro strumento,
abbiamo che la probabilita di ottenere il segnale dal ricevitore &

5P (pe.t) — /D &p |0 )|

Ora,
d*p = p?dp dQ

se esprimiamo p?dp in funzione dell’energia abbiamo
p(E) dE = p*dp = 2mE, | % dE = mV2mE dFE

dove la quantita p(E) viene definita densita degli stati finali, e dipende, come emerge
dall’esempio, dalle quantita che si riescono fisicamente a misurare per caratterizzare lo stato
finale che si trova a autovalori continui di . Nel caso del nostro esempio si trova allora

5P (br) = [ a0 (E) | (g0 )

Vediamo come si traduce I’esempio esposto in termini generali. Supponiamo che, in un certo
problema, certi autostati di Hy appartengono allo spettro continuo e percid siano etichettati
da una variabile continua « per cui

(a]d)y=6(a—a)

Al tempo t il sistema sia descritto dal ket normalizzato |¢ (t)). Vogliamo calcolare la
probabilita dP (as,t) di trovare il sistema, dopo una misura, in un dato gruppo di stati finali,
caratterizzato dal dominio D¢ dei valori o centrato attorno a «y. Si ha allora

5P (1) = /D dov [{o [ (£))?

A questo punto, come nell’esempio, cambiamo variabile, passando dall’etichetta « agli
autovalori E dell’energia, introducendo la densista degli stati finali p (E). Siccome in generale
Hjy non forma un set completo, oltre ad E dobbiamo usare § parametri che corrispondono alle
misure di osservabili che completano Hy. Abbiamo allora

do = p (8, E) dB dE
da cui
5P (ast) = [ dBAEp(5,E) [(5,E [0 (0)] (IX.10)
Dt
dove (B8, F| = («|, poiché (a| & un autobra dell’energia, dal momento che « & una buona
etichettatura per gli autostati dell’energia. Nell’esempio di sopra, a — p, 8 — €.

Consideriamo un sistema che si trova inizialmente nello stato normalizzato a 1 1; = ¢ (0) che
sia autovettore di Hy e sia ¢ (¢) il suo evoluto (normalizzato a 1 e percio fisicamente ottenibile)
al tempo t. Per sottolineare la dipendenza della 6P da 1);, modifichiamo la (IX.10) ponendo
0P (¢;, as, t). Se assumiamo che la perturbazione tra 0 e ¢ sia costante, possiamo scrivere

6. WO =P 5 5,8) = (05, V0)* oy (£ 580

2h
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Otteniamo allora

4 E — E;
57’(1/%7%,75):/” dBdE p (B, E) {(¢5,E,V¢i)|2msmz( o t)

Supponiamo che il dominio per 8 sia molto piccolo (5 = B;) sicché sia la dipendenza da g di
p (8, E) (che tra ’altro non ¢ detto sussista), sia l'integrazione su 3 siano del tutto trascurabili,

allora troviamo
4 ) E - Ei _
5P (¢y, ap,t) = 55/6”-“7/) %fE’ wl) E—E2 ( 2h t> -
2 4h2 S- 2 <E - Ei t>
—F SIn a—
(E — E;)? 2h

= hg dE p (E )’(T/)gf,EaV"‘/’i)

Notiamo che

percio
t
lim smta: t=md(x)

t—oo 332 2

(vedi MMF). Se dunque possiamo pensare che la perturbazione si estenda su tempi
sufficientemente lunghi (discuteremo la cosa fra poco), abbiamo

sin® xt

=~ mto (x) (IX.11)

da cui

OP (Y5, ap,t) = fg dE p(E )‘(%ﬁE’Wi)‘zm<E_Ei>:

o
_ 2”h55/dEp (wﬁfE,le)

se F; appartiene al dominio attorno a FE.

(E - Ei) = 2%55 ‘ (¢5f,Eivvwi) 275

Validita delle  Chiaramente la sostituzione (IX.11) & una approssimazione ulteriore. Infatti, (come abbiamo
approssimazionl  yigto in precedenza) la teoria delle perturbazioni & valida per tempi piccoli. In effetti, se la
perturbazione & piccola la probabilita che il sistema abbandoni un autostato dell’energia deve

essere piccola, cioe

2038 (0 V)|

(questa diseguaglianza valga come ordine di grandezza: per ricavarla rigorosamente, dovremmo
confrontare i termini del primo ordine con quelli degli ordini superiori, cosa che non faremo).

2
Quello che andiamo a calcolare & Uintegrale di p (F) ‘(1&5“ B Vwi)

pesato dalla funzione

sin? xt E' — E;

, X
x2 2h
che ha la forma riportata in figura 1. Dunque, I’approssimazione & sensata se 1’elemento di

2
matrice ‘('l/fﬁf, o Vz/)i)‘ ¢ pressoché costante entro i primi due zeri, localizzati in © = +7/t.

A (’ (%’fin’ V‘/’i) ‘2> 2h

5 < lper |E— L= AE<—
‘ (wﬁf,Ea V¢i)

Regola d’oro  Nelle condizioni discusse, vale allora la regola d’oro di Fermi

di Fermi:
2 2
w Wi ar) = 5 | (V5,5 Vi) [ 0 (B ) (1X.12)

Si deve cioé avere

caso continuo
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caso discreto
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Figura 1. sin® (zt) /z?

dove

OP (., ag, t
w(¢ia¢ﬁ)¢%

¢ la probabilita di transizione per unita di tempo e per unita di intervallo della variabile 3.
Si noti che la regola di Fermi puo essere utilizzata anche in situazioni diverse da quelle
prospettate. In altre parole, puo succedere di fissare univocamente 3 e di cercare la probabilita
di transizione su tutte le possibile energie (ad autovalori continui) a uno stato che abbia il
dato B. In tal caso l'integrazione su § non viene eseguita e la densita degli stati ¢ costante.
Si osservi, d’altra parte, che nel caso in cui si parta dalla variabile «, la probabilita per
unita di tempo e § possa essere nulla, se E; non appartiene al dominio D, visto che si ha
una 0 (F — F;) e in pratica stato finale e stato iniziale hanno la stessa energia (tipico delle
perturbazioni costanti).

Puo verificarsi il caso in cui gli stati finali siano quantizzati, ma molto densi Consideriamo
nuovamente ’esempio di un’onda che piana che incida su una regione nella quale & presente il
potenziale V', in questo caso (8 & la direzione dell’onda uscente. Se confiniamo il volume in un
volume limitato, troviamo le condizioni al contorno seguenti

21h 21h
LI = nl)\l =Ny = Pz = 7 Ng
Da L,
da cui si ha quantizzazione. Tuttavia, per L, sufficientemente grande, possiamo supporre che
i livelli dell’energia siano distribuiti in modo praticamente continuo, sicché si puo definire una

densita p (E) dei livelli energetici,

p(E)dE =dn

dove dn ¢ il numero di livelli presenti tra F e ' 4+ dE. In queste condizioni, si ha, supposto 3
fissato univocamente,

Pli=Bi0)= Y PG = 1B 8)it) = [ p(E)EP (= |E.5):0)
percio, nelle ipotesi discusse sopra si ha

P(i%&t) = 2%TP(Ei) |(7/),(3,E17V7f1i> ‘2 (IX.13)

Le equazioni (IX.12), (IX.13) vanno sotto il nome di regola d’oro di Fermi.

IX.3 Teoria semiclassica della radiazione

IX.3.1 Atomo in campo di radiazione

Lo studio dell’interazione tra la radiazione e la materia &€ un argomento estremamente
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complesso, perché, se affrontato correttamente, richiederebbe la quantizzazione del campo
elettromagnetico. Noi ci limiteremo a una breve esposizione della teoria semiclassica, nella
quale la meccanica quantistica viene applicata agli atomi, mentre il campo elettromagnetico
é trattato in modo classico.

Consideriamo un atomo immerso in un campo di radiazione. Utilizziamo la gauge di Coulomb,
per cui (nel caso di campo di radiazione)

v =0
OA = 0,divA=0

Dalla meccanica analitica, & noto che la hamiltoniana dell’atomo immerso in campo esterno
si ottiene dalla Hy, hamiltoniana dell’atomo, sostituendo agli impulsi p., le quantita

e
Pa + EA(qout)

con e carica elettrica (positiva) dell’elettrone.

Se ne ricava che la nuova hamiltoniana &
< 1 e 2
H = —(a ‘A a,t) Vig,...
; 5 (Pt A (d0,t)) + V(@ az)

sicché
z 9 Z

Z 2
IPal e e 2
H= = o A(qa,t) + A (Qast) - Pa A (qu,t
;:1 5 13 Ca§:1(p (da,t) + A(da,t) - P )+2 = 321\ (o, )" +V

Per compattare l'equazione scritta, andiamo a calcolare il commutatore tra impulso e
potenziale vettore

3 3
L 0A; o
P'A—A-I)ZZ[]?J',AJ‘] :Z_ZFLW; = —¢thdivA =0

Jj=1 Jj=1

sicché
(& Z 62 Z 2
H = Hy+— > P Aldat) + 5 > A (g, t)]

a=1 a=1

Ovviamente riguarderemo W (¢) come termine perturbativo.  Siccome ci limiteremo

all’approssimazione al primo ordine, dobbiamo trascurare 'ultimo addendo in H poiché &
di ordine e?, dunque confrontabile con I’approssimato al secondo ordine del primo addendo
perturbativo.

Adesso andiamo a calcolare la probabilita di transizione (al primo ordine) tra due diversi
autostati di Hy, ¥; = |E;) e 1y = |F¢). Abbiamo, grazie alla (IX.8)
2

Z T/2
1]e ;
Pi—f)=—|— (=B /h o A(Qa,t) ;) dt
(IH ) h2 mc;/T/ze (wﬂpx (QM )71[}1)
Introduciamo una ulteriore approssimazione, ponendo A (qa.,t) =~ A(0,t) = A(t),
discuteremo piu tardi la validita di una tale assunzione. In ogni caso, si ha
1] e 4 T/2 2
Pi=0) = Y o€ s o) A (D) ] =
a=1""
Z T/2 2
1]e t(Ee—E) ( m
= _ | — v D/ s o a,H i) A t dt =
AP Ve o, o) - A (1)
1lelr & (772 ’
- wlax/ o ETE (WrsGa o) = (Vs o) - A () ] =
a=1""
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CZ / . et /ﬁ(Ef—)wf,qm A(t) ZLX

Richiediamo ora che la radiazione sia diversa da 0 solo nell'intervallo lungo 7" di integrazione,
in tale ipotesi, integrando per parti, 'integrale diventa

T/2 ’L‘t(Ef*Ei)/ﬁ T/2
e de e : 0
I, =- - W) A () dt = —= it(Ee—Ei)/h Wt:) - —dt
C/T/Z dt (wqu 1/)1) () C/T/2e (¢f)q 77b1) 6t

h2 h2

sicché, se con E indichiamo il campo di radiazione sull’atomo

2 it(Es—E;) /h _10A e it(Ei—FEy) /h
I, = € ! (wfa €q(ﬂ/1i) ' 8t dt = e ' (wﬁ EQ(xwi) ‘E (O7t) dt
—T/2 —-T/2
che prende il nome di approssimazione di dipolo, visto che l'operatore eq, = D, &
I’operatore di dipolo.

In definitiva,

2
T/2

A
Z (g, edat)y) / e!“n/"E (0, 1) dt

P@i—f) i
h? —7/2

Come si vede, nell’integrale compare solo la componente alla frequenza di Fourier wg del
campo elettromagnetico. Siccome E obbedisce all’equazione di d’Alembert, vale ’equazione
di dispersione

A= 2—7rc _ _2rh c
o we o Ef — Ei
d’altronde Ef — E; ¢ dell’ordine di 62/’1"3, percio

27h h
)\NLTBC—Q’T('I"B—C (137X27T)7"B:>)\>>TB
e

dunque, & ragionevole porre, E (qq,t) = E(0,t). Si & usato la nota costante di struttura
fine,

_e_ L

"~ he  137.035999 76 (50)

IX.3.2 Teoria del corpo nero di Einstein

Definiamo le componenti di Fourier del campo elettrico come segue
. 1 T/2
By (w) = / LB, (1) di
J T1/2 —7/2 J

Allora troviamo
2

P@i—f)

;r|>ﬂ

zZ 3
ZZ Uy, eqi ) By (wn)
a=1k=1

Se adesso consideriamo un grande insieme di atomi immersi in una radiazione E di corpo
nero (isotropa e incoerente, grazie all’isotropia non si deve piu specificare l'origine per il campo
E), troviamo

2

POoT) =

3
Z wf,quwi)Ek (we)

M~

TS
o}
Il
I
=
Il
I

[
=

M)~
Mw

va erw )Ek (wﬁ) (wﬁ eq] 1/)1) (Wﬁ)

1

Q
I
-
™
.
Il
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ma, per l'isotropia i termini diagonali si annullano (sono scorrelati)

—— 7 3
Pi—f) = hQZZI Vg, eqp ;)| ’Ek wh ‘ = ‘El we) ‘QZZ| (v, eqy =
o=1k=1 a=1k=1
= h2‘E1 WH ‘ Z| '¢fa a"b) ‘El we ‘ |wf7 ¢1)|2
cioe
-~ - 5
POD - |6 twn)| e Do
Ora, si ha
37~ 2
u, (vg) = %’El (27Tl/ﬁ)‘
dunque
PE=T) e
B 2, ) [ DUIT = B )

ossia la probabilita per unita di tempo che un atomo passi dallo stato |E;) allo stato |FEf)
per effetto dell’interazione con una radiazione isotropa e incoerente ¢ proporzionale, secondo
Bg, alla densita spettrale della radiazione alla frequenza di Bohr-FEinstein corrispondente alla
transizione.

Utilizzeremo questo risultato nel ripercorrere la trattazione a’la Einstein del corpo nero.
Teniamo ferme tutte le conoscenze sulla termodinamica della radiazione nera (a parte la legge
di Planck) che abbiamo imparato nel corso del capitolo II.

Poniamo, con Einstein, le seguenti ipotesi

e esistono livelli energetici per gli atomi e per le molecole: caratteristica della transizioni tra
i livelli m e n & la frequenza emessa (se m > n) o assorbita (se m < n), vmn;

e la probabilita (nell’'unita di tempo) di transizione tra i livelli m e n per I'atomo immerso
in un campo di radiazione nera ¢ proporzionale alla densita spettrale calcolata in v,,,,
secondo i coefficienti B |7 (emissione) o B 17" (assorbimento);

e esiste una probabilita A,,, (nell’unitd di tempo) non nulla che avvenga un decadimento
spontaneo (cio¢ in assenza di stimolazione esterna) dal livello m al livello n < m per
emissione di radiazione;

e vale la distribuzione classica di Boltzmann.

All’equilibrio termodinamico deve sussistere I’eguaglianza tra il numero di atomi che cadono
da m a n e il numero di atomi che salgono da n a m

NemBn/beT (A0 4+ B ™ w, (vyn)) = Ne /Mo B 1™ g, (1,,,)
da cui si ricava
Amn = (e(Em_En)/kBTB T? —-B l?) Uy (an)

Amn

Uy (Vinn, T) e(Bm—E)/ksT B m _B |m

se adesso ammettiamo che, come si ricava sperimentalmente, per T' — +o0, u,, — +00, si deve
ammettere che

B1=B|"=B"
percio

AnLn/le
e(Em—En)/ksT _ |

Uy (ana T) =
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Imponiamo, quindi, la legge di Wien, per cui
- v
v aT = (_)
u, (v, T)=v>f T

sicché abbiamo

E,-E, = hv
An’)’r 3
B -

e percio ricaviamo la legge di Bohr in modo autonomo (ecco perché si parla di frequenze di
Bohr-Einstein). In definitiva,

Cv3

Uy (VaT) = chv/ksT _ |

a piccole frequenze (approssimazione delle alte temperature) deve valere la legge di Rayleigh-
Jeans,

u, (v, T) = 8—73ry2k:BT
c

sicché
2
k;BTC—V = 8—7ru2kBT — (C= Sull
h c? c?
Ritroviamo con il ragionamento di Einstein la legge di Planck
3
vy (v, T) = 8mv h

CS ehu/kBT — 1

Abbiamo cosi trovato le leggi di Planck e Bohr, ma in pitt abbiamo introdotto il concetto di
emissione spontanea e dimostrato che

Apn Srhy? A = 8rhy?

T = @ A=
n

adesso torniamo a imporre quanto sappiamo dalla teoria moderna della meccanica quantistica,

B]" = Bin

m
c3 By

Amn = 871-]?;”3 B’:L”
c
on 3
B = an = 550 aD
percio
8mvdh 1 — 5 4 W3
A7nn:47_ maD n = 5 3 maD n
Possiamo valutare la vita media degli stati eccitati 7:
1 4w ————— 4w, 4 62322
= = gl D)l gty & oy ) BT

de e 1 43x 100 1
= = — 7~ (1070107
3hicirs 3 10° (137" ( )s

Concludiamo notando che ’emissione spontanea non pud essere spiegata senza quantizzare
il campo elettromagnetico e passare a scrivere ’hamiltoniana del sistema composto atomo-
campo. Se 'atomo fosse isolato non ci sarebbe ragione per cui spontaneamente dovrebbe
decadere, fatto sta che I’atomo ¢ indissolubilmente legato al campo e si trova solitamente
in stati entangled nel prodotto tensore Hatomo ® Hem- Lo studio di questi apetti si compie
nell’ambito dell’elettrodinamica quantistica.

IX.4 Metodo variazionale

Il metodo variazionale consente di determinare un limite superiore all’energia dello stato
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fondamentale, percio trova largo impiego nelle applicazioni (ne vederemo una, quando
considereremo l’atomo di elio).

IX.4.1 Una proprieta dello stato fondamentale

Eo come limite Se Ej é 'autovalore minimo della hamiltoniana H, allora

minimo di (H) (b, H)
Hy=-"""2">F
H) =gy = Fo

e l’eguaglianza viene a sussistere se e solo se ¥ € E (Ey, H) cioe Hy = Egv.

Dimostrazione Proviamo ’asserto. Sia zlzslk) un s.o.n.c. di autovettori di H. Sviluppiamo % su tale base.

Abbiamo
b= e
n,k

da cui
(k)|

Cn

(k) |2

Cn

(0, HY) _ 2ok

By B ¥ .
- N 2 — =0
(¥, 9) S | S |

Cn

Si vede subito che se Hy = FEy, vale 'eguaglianza. Vediamo l'inverso, cioé sia

2
0o = (PY,) s (0 3

D>

n,k

2

C%k) (En - EO)

Siccome tutti gli addendi sono non negativi, deve essere, per ogni n, k,
2
\cgw\ (En — Eo) =0

Ora, se n # 0, & certamente F, — Ey > 0, percio cslk) = 0. Ne segue che

v=" vy
k

di modo che Hy = Fy.

Applicazione Nota questa proprieta del valor medio dell’hamiltoniana, si procede ad approssimare
del risultato 7~ gcegliendo una famiglia di vettori ¢ (o) € H (normalizzati) dipendenti dall'insieme di
parametri « e procedendo a minimizzare il funzionale

(H) (@) = (¢ (), HY (@)

Quello che si trova & certamente un limite superiore per a.

IX.4.2 |l teorema di Ritz

In questa sottosezione generalizzeremo il risultato ottenuto sopra. Mostriamo cioé¢ il seguente

Teorema IX.1
(di Ritz) 11 valor medio dell’hamiltoniana H ¢é stazionario in un intorno di ciascun autovalore discreto.

Dimostrazione  Consideriamo un vettore v e calcoliamo il valor medio di H su tale stato

(H) = (& HY) (IX.14)

(¥, )
e riguardiamolo come funzionale sullo spazio dei vettori ¥. Consideriamo ora una variazione
infinitesima di v, descritta da dv. Scritta la (IX.14) nella forma

(H) (¢, ) = (¢, HY)
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andiamo a differenziarla su ambo 1 membri

6 (H) (¢, 9) + (H) 0 (, ) = 6 (¢, HY)

Ora, per effetto di una variazione dp e d9 il prodotto scalare (p, 1)) diventa

(o + 00,9 +6¢) = (p,¥) + (0, ¥) + (¥, 0¢p) + (5, 6¢)

percio, al primo ordine,

5 (0,0) = (60,9) + (¢, 60)

Sostituendo nell’equazione di sopra,

6 (H) (¥, %) + (H) (¢, 6¢) + (89, 9)] = (69, HY) + (¢, 6HY)

SHY = H (4 + 6) — Hi = HEY,
infine,
6 (H) (v,9) + (H) (¢, 6¢) + (89, 9)] = (69, HY) + (¢, H6Y)
Siccome (H) & un numero reale, possiamo scrivere
5 (H) (¥,9) = (69, [H — (H)] ) + (¢, [H — (H)] 6¢) (IX.15)
Il valor medio di H sara stazionario se § (H) = 0, cio¢
(00, [H — (H)]¥) + (¢, [H — (H)] 6¢) = 0

Poniamo

v = [H - (H)]Y
allora

(00, ) + (0, 09) = 0

La relazione scritta deve sussistere per ogni vettore infinitesimo d1), in particolare per

61 = (8A) ¢,
dove d\ & un numero reale arbitrario e molto piccolo. In tal caso, per ogni A,
20\ (¢, ) =0
sicché
(p,0) =0
ossia
Hip = (H) ¢

Percio, se (H) ¢ stazionario, il vettore ¥ cui (H) corrisponde, ¢ autovettore dell’hamiltoniana
all’autovalore (H).

11 viceversa deriva in modo ovvio dalla (IX.15).

Il metodo variazionale proposto nella prima sottosezione, puo allora essere esteso: se i
vettori prova sono % («) essi inducono il funzionale (H) («): ciascun valore stazionario di
tale funzionale approssima un autovalore dell’hamiltoniana.

IX.4.3 Teorema del viriale e livello fondamentale dell’elio

Consideriamo un sistema ad n gradi di liberta, avente hamiltoniana

n 2
p,
H:E L Vg, qn) =T +V

2m;
j=1"""
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Sia V' una funzione omogenea di grado k, cioé sia
V (tq) = t*V (q)

e dal teorema di Eulero si trova

Dal postulato di quantizzazione, si ottiene

> Ipig, Hl = (pj [a;, H] + [pj, H ¢;) = ih <Pja—H—g—qu‘) =
Jj=1 J

1 j=1

n

J

I
~
>t
(]
/N
1)
I
AN
Qv‘ Q
2<
N—————
|
~
>t
o
N
I
B
=

Allora se ¥ & autovettore di H all’autovalore discreto E, si ha

n

> W [pia;, HW) = ih (4, (2T — kV) ) = 2ih (¢, T) — ihk (4, V)

j=1
Siccome
> Wi lpjay HlY) = Z((w,qujHlﬂ)—(w,Hqum)):Z(Ew’qujw)_(H%qujw)):
Jj=1 j=1 =
= Z (E (¥, pjq¥) — E (¥, piq9)) =0
j=1

si ha
2ih (Y, TY) —ihk (Y, V) =0 <= 2(T) =k (V)
D’altra parte, siccome
(IY+(V)=E

si ottiene
k 2
(T) = k——i—QE; (V)= k—+2
che & la versione quantistica del teorema del viriale.
Notiamo che il potenziale coulombiano ¢ omogeneo di grado —1, percio
(Vy=2F
mentre 'oscillatore armonico ¢ omogeneo di grado 2, percio (T') = (V) = 1/2F,, per ogni n.

Applichiamo ora metodo variazionale e teorema del viriale al calcolo (approssimato)
dell’energia dello stato fondamentale dell’atomo dell’elio. L’hamiltoniana ¢ quella di due
elettroni, nel campo di una carica positiva Ze:

_ P ze? pof? ze? e?

2y Y _Hy+H
2m lq1] 2m la2|  |a1 — qqf

con

2
’ €

a1 — Q2|
Siccome Hjy ¢& separabile in due hamiltoniane risolubili, Hqy ¢ risolubile. Percio, riguardando
H’ come una perturbazione, potremmo andare a fare il calcolo dei livelli usando la teoria delle
perturbazioni, troverremo, ed ¢ un fatto tipico, un risultato peggiore di quello che si ricava
usando il calcolo variazionale.

Per usare il metodo variazionale, occorre in primo luogo scegliere le funzioni d’onda di prova.
A questo scopo siamo guidati da considerazioni fisiche: i due elettroni praticamente risentono
di un campo efficace che ¢ dato da una carica Z’ < Z, a causa dello schermaggio operato
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dall’altro elettrone sul nucleo. Possiamo allora fissare Z’ come parametro e prendere per
¥ (q1,92,72") il prodotto delle funzioni d’onda del livello fondamentale per due idrogenoidi
con carica Z':

1 ZI ’ —Z'ry /7 —Z'ro /7
Z/J(QhQ%Z/):i/)mo (a1) Y100 (‘D)ZE <E> de=Z /B Zr2/Tn

Calcoliamo

(H)(Z") = (¢ (q1,92,Z") , Hotp (a1, 92, Z")) + (¥ (a1,92, Z") , H'Y (qu, q2, Z'))

Abbiamo
2
2 2 €
(¥ (a1, a2,2"), H'Y (a1, 92, 2")) = //dB(ll d*dz 100 (@2)” [¥100 (a1)] a1 — az]
L’integrale di sopra ha un’interessante caratterizzazione. Consideriamo la seguente
distrubuzione elettrostatica di carica
. 2 ez —2Z'|d|/rB er’ —KT
= —e =——=e =——2e
p(q) 9100 ()] 3 &

Se ¢ ¢ il potenziale generato da tale distribuzione, ’energia elettrostatica dovura alla presenza
di tale distribuzione, di una seconda distribuzione p’ (q) ¢ dato dal seguente integrale

U= /p' (a) ¢ (q) d*q

plar)

¢(q) = d’q

a a1 — q
percio se poniamo p’ = p, abbiamo

U://p(cm)p(ql) Py P

a1 — 2|
percio

(¢ (q1,92,2") ,H'Y (q1,92,2")) = U

Calcoliamo allora ¢ facendo uso del teorema di Gaufl. La cosa é di semplice attuazione, dal
momento che 1, € a simmetria sferica, percio

dr [T ex®
E LR — E _ =0 v —kr,.2 d
r (r) 2 /0 8 e "redr

L’integrazione si fa subito usando la formula
, ar .
/r"e‘“r dr = (-1)" Py /e_k” dr

4 T 3 —RT _ 1 2
E(r) = _;T/ S ey gr — e <7e p Eemery H—e’”)
= Jo

e si ottiene

8

integrando ancora si ha il potenziale,

(ry=e e -1 F Semnr
A= T 2
e, infine,
9 5 Z'e?
U=dr [ p(r)p(r)ridr= -
8 B

Veniamo a calcolare il secondo valor medio

(¥ (a1,92,2") , Hot (a1, 92, Z))
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Per fare questo riscriviamo Hy:

2 2
Z'e? Z'e? Z—-7"e?r (Z-27')e?
H0—<|p1 Lz |p >+<< ) (Z2-7) )

- +
2m a1l 2m |qgf |as | |az|

Il primo addendo porta come valor medio

<I)1|2 _ Z'e \I)2|2 Z'€2> _ 2—2/262

Z/2€2
2m |91 | 2m  |ao| /T 28 B

poiché la funzione scelta ne & autovettore. Veniamo al secondo addendo. Dal teorema del
viriale abbiamo

Z/eQ Z/eQ —Z/262 62 62 Z/€2
(555 — ()
i | lqz| B lai| gz B

sicché
Z-7)e (Z-27')¢ 2
<( Jer | )€>:—2Z’(Z—Z’)€—
| L5 B
Infine,
Z/2 2 2 2
(Ho) = —= C o (Z-2) = = (2% -272'7) =
B B B

Si ha dunque
2
(H) = (2'2 —27'7 + gz’> °

che & minimo per

sicché
2 2 2
Ey < — (Z 3) “ ~ 285

contro il valore sperimentale che

62
ESP ~ —2.90—.
B

IX.5 Approssimazione semiclassica (WKB)

Abbiamo avuto modo di studiare le condizioni di quantizzazione dei pionieri della meccanica
quantistica nel capitolo III. In particolare, abbiamo studiato i postulati di Bohr e abbiamo visto
come essi conducono a risultati corretti per 'atomo di idrogeno. Abbiamo anche sottolineato
come quelle di Bohr o de Broglie non potessero essere considerate come vere e proprie nuove
teorie, perché incomplete e incongruenti. Tuttavia, ci si pud chiedere come mai quelle teorie
conducessero a risultati corretti in alcuni ambiti. E giunto il momento di confrontarle con la
teoria moderna che abbiamo sviluppato a partire dal capitolo IV.

Per far questo opereremo nella terra di nessuno (almeno per ora, nella nostra trattazione!)
tra meccanica classica e meccanica quantistica, andando a sviluppare ’approssimazione
semiclassica o WKB, dai nomi di coloro che la proposero, Wentzel, Kramers e Brillouin.

IX.5.1 Limite classico della meccanica quantistica

Abbiamo introdotto la costante h con Planck per quantizzare ’oscillatore armonico secondo
(ad esempio) le regole di Bohr. Da allora abbiamo cominciato a sviluppare la meccanica
quantistica e a perdere la meccanica classica. Sia la quantizzazione di Bohr che il postulato di
quantizzazione dipendono da h, anzi da h = h/27, percio ci si aspetta che per i — 0 si ritrovi
la meccanica classica. Per esempio, se fosse i = 0, le osservabili tornerebbero a commutare!
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L’approssimazione semiclassica consiste proprio in uno sviluppo in h, talché 'ordine zero
corrisponde alla fisica classica.

Vogliamo procedere a confrontare i risultati della fisica classica con quelli della meccanica
quantistica. Nella fisica classica, lo stato di una particella & completamente determinato una
volta assegnati (a un dato istante) i valori di q e di p, mentre in meccanica quantistica lo
stato ¢ dato quando, a un dato istante, sia assegnata la funzione d’onda ¢ (q).

Chiaramente la fisica classica approssimera tanto meglio quella quantistica, quanto piu le
fluttuazione Ag e Ap sono piccole, sicché si potra porre pp = (p) € g = {q). Questo sara vero
per gli stati di minima indeterminazione, e, in generale, per quegli stati tali che ¥ (q) e la sua
trasformata di Fourier sono sostanzialmente diverse da 0 solo in prossimita dei valori medi.
Certamente, anche se la condizione trovata € vera a un certo istante, si pone il problema che
sia verificata ad ogni instante, cosa generalmente falsa, dal momento che il vuoto &€ un mezzo
dispersivo per le onde di de Broglie.

Dato che dobbiamo confrontare (pe1, ge1) con ({(p), {q)), consideriamo le seguenti equazioni

W= (g wrane) = (s gm @) = (vl 0.0 0))

20— (vt @) ) = (. 2o @0) = (5 b ). B )0

Siccome U ed H commutano, Hy = H dunque

OH ih ih
_ + _rt gt O Wy U2
pu (t), Ha] = [UTpU,H] =U* [p, HIU = —mU+8a—‘q/ (q)U = —ihaa—‘; (U+qU) =
ov
= s (qu (1))
e, in definitiva, posto q (t) = qu (t) e p(t) = pu (t) si ha
= POy OV

Tornando ai valori medi

0 (,20,) - 20 (X160

m m
dip) _ o _ /v
7l (1/), 34 (Q(t))zb) —< 7 (q)> (t) (IX.16b)

laddove le equazioni classiche sono

dga _ Del (t)

dt m

dpcl _ ov

dt - 8(] (qcl (t))

La traduzione quantistica (che si puo fare, lo ripetiamo, solo quando Ap e Ag sono
sufficientemente piccoli) della prima rende ’equazione quantistica corretta (IX.16a), mentre
la seconda non fa altrettanto con la (IX.16b), essendo

d{q) _ (p) (@)
dt m

W T2 (-5 @)

L’eguaglianza
- o) () = <f;—‘q/ <q>> (0

sussiste perd in un caso particolare: quando dV/9q ¢ lineare, percio in tre casi specifici
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(i) particella libera;

(ii) campo costante;

(iii) forza armonica.

Per ricondurci alla meccanica classica, useremo un metodo piu generale. Operiamo la seguente
sostituzione, dopo essere passati in rappresentazione delle coordinate,

w _ aeis/ﬁ

dove a, s sono una funzioni a valori in R. Andiamo a sostituire nell’equazione di Schrodinger

h? oY

——A Vi =ih—

2m vrVy=i ot
la posizione di sopra.
Abbiamo

K2 ) ) b is/h
—%A (ae”/ﬁ) + Vae™/" = in agt

Procediamo a calcolare ciascun termine separatamente: per il laplaciano abbiamo

A (aeis/h) = 0;0; (aeis/h) =0, [(@a—l—a%@s) eis/h} =

(8?@ + Bja%ajs + a%@?s) els/h 4 <8ja + a%@-s) (%@s) e/t =

‘ ‘ . 1 _
{afa + aja%ajs + a%@f—s + %8js8ja — a3y (8]-5)2} es/h =

_ 23 1 1 2| is/n
= {Aa—l— hVa Vs—i—haAs h2a|Vs| }e

mentre per la derivata nel tempo,

daets/h _ @eis/ﬁ —I—(JLZ Js gis/h
ot ot hot*
Da cui
hQ
2m {Aa—i— —Va-Vs+ aAs—ﬁa|Vs| } +Va = ih% —a%
ih
—2—Aa - Z—Va Vs — Q—aAs + —a Vs> +Va = ih% - a%
Sicché 'equazione di Schrodmger & equivalente alle seguenti due equazioni
Js h2 1 2
— - —A — V =0 I1X.17
ot 2ma “ + |VS| + ( 2)
oa
pn +— Va Vs + —As =0 (IX.17b)
Moltiplichiamo la seconda equazione per 2a, cosi otteniamo
da  2a
20— —A =
Ao + — Va Vs + 2 s 0
0 2
i + AVa-Vs + As =0
at  m
da* o2
L’equazione (IX.18) esprime semplicemente la conservazione della densita di probabilita, infatti
a® = [y’
mentre

: ih o
io= g VY-V =
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- —is/h is/h o is/h\ _ , ,is/h —is/h _ © —is/h _
5 {ae ((Va)e + 50 (Vs)e ) ae ((Va)e 54 (Vs)e )}

__1h (PP i o 2, 1,

= 5 {aVawL 50 Vs —aVa+ 50 (Vs)} =550 Vs = —a Vs

Consideriamo allora la (IX.17a). Trascuriamo il termine proporzionale a h?, sicché ricaviamo
(ripristinando dipendenze e pedici)
Js 1 2
— (q,t) + — |V ,t \%4 =0
5 (@) +5—1Vas(q,0)]" +V(q)
cioé
s
5 (@) +H(Vas(at);q) =0
che ¢& proprio I'’equazione di Hamilton-Jacobi equivalente all’equazione classica del moto.

Ma in che senso, nel limite per i — 0, ritroviamo la meccanica classica? Dovremmo far vedere
che il valor medio quantistico del gradiente del potenziale eguaglia il gradiente del potenziale
calcolato nel valor medio della posizione, come detto in apertura della sottosezione. La cosa
discende dalle due equazioni trovate. Abbiamo infatti che

— — . 2 pu—
+mV (a®Vs) =0

mentre i valori medi delle osservabili dipendenti dalla sola posizione (osservabili che si
comportano come operatori di moltiplicazione) su 9 (q,t) sono dati da

(f (@) = / dga®f (q)

percio, a® = p & una distribuzione di probabilita nello spazio delle coordinate. In tale spazio,
del resto la p obbedisce alla legge
dp Vs

ot
Ora, siccome s soddisfa I'equazione di Hamilton-Jacobi, che & equivalente alle equazioni di
Hamilton, si ha, Vs = p e percio

2

0
5+ Var (i) =0
Ne segue che nello spazio delle q, & definita una distribuzione di probabilita analoga a quella di
un fluido incomprimibile o di una carica elettrica. I punti di tale fluido, una volta specificata
la velocita iniziale (e la posizione iniziale, cosa possibile nel limite /i — 0) si muovono secondo
le equazioni classiche di Hamilton, come abbiamo detto. Percio, I’evoluzione temporale di una
p descritta da una ¢ di Dirac & ancora una § di Dirac: proprio questo garantisce ’eguaglianza

L’intero discorso fatto & ben lungi dall’essere rigoroso e ha, anzi, il carattere folkloristico
comune a tutte le trattazioni dell’argomento che si trovano sui testi undergraduate (come
questo). Quello che deve essere compreso ¢ che una 1 con a come ampiezza e s come fase,
rispondenti alle equazioni trovate, ¢ un’approssimazione della effettiva funzione d’onda; esiste
(vedi la bibliografia per i riferimenti) una teoria (o forse piu di una...) che rendono conto del
fatto che passando al limite (in un certo senso) per i — 0 i commutatori tendono alle parantesi
di Poisson e la fisica quantistica alla fisica classica.

Vediamo, come oramai usuale, in quali condizioni si puo effettivamente trascurare il termine
in A%. Deve essere

h2

2m

Aa

1 2
— |V
< 2m| sl

2

Aa Vs

h
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Il secondo membro puo essere interpretato come lunghezza d’onda locale di de Broglie.
Infatti, possiamo scrivere

1/’(‘10 +6q,t) = aexp <,Ls(q07t);;-6q VS)

che ritorna in sé per dq = Alocﬁ
2mh h

1
e (V1 =200 e =195 =

Se definiamo la lunghezza d’onda locale ridotta X = \,./27, troviamo

Aa 1

a | X2

Le dimensioni del primo membro sono quelle dell’inverso di una lunghezza al quadrato. Posto
1|4
L2 a

si puo dire che L sia una misura della lunghezza di variazione caratteristica dell’ampiezza della

funzione d’onda, visto che quando a varia rapidamente L & piccolo e viceversa. Si ricava allora
che tale lungezza caratteristica L deve risultare tale che

AKL

<

Cioé¢ la lunghezza d’onda di deBroglie deve essere trascurabile rispetto alle lunghezze
caratteristiche del sistema in studio (come avviene al passaggio tra ottica fisica e ottica
geometrica).

IX.5.2 La funzione d'onda nell’approssimazione semiclassica

Ci limiteremo ad operare nel caso dell’equazione di Schréodinger indipendente dal tempo
unidmensionale. Per 'omogeneita di tale equazione, possiamo sempre porre

1/} — eia/h

con ¢ funzione da R a valori in C. Determiniamo ’equazione per o:

_h_2 io,/eia'/ﬁ /_|_ (V—E) e’io’/ﬁ — 0
2m \ h
' N2
LN GO N - B
2m 2m

Il metodo di WKB consiste nello sviluppare o in serie di & nel modo seguente

h n\>
J:UO—i—Zal—i— Z o9+ ...

sicché troviamo

ih h 1 h 2
2 2
5 <O’6’+;O'/1/+O(ﬁ )) +5 (a{)—l—;a’l—i-O(h )) +V-E = 0
ih ih 2 9
—%ag—aa{)aﬁJr%(Ug) +V*E+O(h) = 0
da cui, per 'ordine 0 e per 'ordine 1, abbiamo
@y g~ g (IX.19)
2m B '
ot
5 opoy = 0 (IX.20)

Sara tramite queste due equazioni che determineremo la funzione d’onda approssimata con il
metodo semiclassico.
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La (IX.19) reca

oo (z) = j:/[ V2m (E =V (2')) da’ + const

Si noti come lintegranda abbia un aspetto familiare: si tratta, infatti, dell’impulso classico
(espresso in funzione della z) associato a una particella soggetta al profilo di potenziale V (z).
Se definiamo

p(x) =+/2m(E -V (x))

troviamo
.
= :t/ p(x') dz’ + const

All’ordine zero, la nostra funzione d’onda ¢ data dalla sovrapposizione delle onde

By
Yy = exp (—%/wp(w’) dw’)

che ¢ la generalizzazione dell’equazione di de Broglie.

Si noti come nella regione classicamente consentita si abbia la sovrapposizione di esponenziali
ad esponenti immaginari, mentre nella regione classicamente proibita si abbiano due
esponenziali reali.

L’approssimazione all’ordine zero coincide con 'equazione di Schrédinger, nella quale sia
stato trascurato il termine in o”/, percio essa ¢ lecita quando

1"
(0/)2 > hlo"| < h "] <1
(o")?
cioe
lo”| d h d h d
=|l——|x|——|=|— 1
(0")? dx o’ dx p(x) dxj\(x) <

Sicché 'approssimazione all’ordine zero, sara corretta quando la lunghezza d’onda di de Broglie
varierd poco su distanze del suo stesso ordine. Infatti, consideriamo due lunghezze d’onda
successive e approssimiamo la derivata con il rapporto incrementale, abbiamo

d AT — Xz AX
P S
Un altro modo per scrivere la condizione di quasi-classicita é il seguente
1o B dp@)|_|_h_dp(x) 1
()° p*(x) dr | |p*(z) dt v(x)
mhF (z)
— < 1
‘ p* (z)

condizione che evidentemente non potra essere soddisfatta nei punti di inversione classici
(quando E =V (x)), poiché in quei casi p () = 0 e, in genere, F (x) € R.

Le condizioni ricavate (come nota Landau, al cui testo ci riferiamo per l'intera trattazione
del WKB) non sono sufficienti per Papplicabilita del metodo semiclassico. Infatti, nelle stime
di sopra abbiamo sostituito p (z) &~ ¢’. Ora, se o contiene un termine quasi lineare, questo
non comparira nella derivata seconda e le condizioni di sopra saranno soddisfatte, ma cid non
toglie che a grandi distanze il suo contributo sia trascurabile...

Veniamo alla prima correzione, data dall’equazione (I1X.20):

aé’_ld ,

percio

1 1
o1 = const —3 log |o| = const -3 log |p (x)]
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I 1
exp { exp {iﬁ/ p (') dx’] exp {5 log |p (x)|:| =

)] = ot
_ ﬁexp {j:% / (@) dm'}

Cioé¢ la funzione d’onda é approssimata dalla sovrapposizione delle funzioni d’onda seguenti

hie) = e i [ v

Yy (z) = m exp [—% /mp(:c’) d:c’}

Volendo specificare meglio le formule abbiamo

e nella zona classicamente permessa, posto

p(z) = VE—V (@)

la funzione d’onda & data dalla sovrapposizione di

Py (x) = % exp {% /xp(x’) dx’] (IX.21a)
Ve (z) = % exp {—% /wp(ﬂc') dx’} (IX.21b)

e nella zona classicamente proibita, posto
plr)=vV(zr)-E

la funzione d’onda & data dalla sovrapposizione di

by(0) = —2exp [—5 [ 5@ dx’} (1X.22)
P (z) h
C4 L[ / ’
Py (z) = ——exp |- | p(2) dx (IX.23)
plx) LA
IX.5.3 Condizioni al contorno
Determinazione Sia x = b un punto di inversione classico, allora £ = V (b). Sia inoltre V (z) > E

della f“g,zoiﬁgz per x > b, di modo che la ragione a destra di b sia classicamente inaccessibile. Quando

semiclassica x > b, sufficientemente lontano dal punto di inversione, di modo che valga I’approssimazione
semiclassica, la funzione d’onda ¢ data dalla sovrapposizione delle (IX.22) e (IX.23). Abbiamo
che ¢, diverge per x — +00, percio ¢ inaccettabile e la funzione d’onda a x > b (e d’ora in poi
con x > b, intenderemo la regione a destra di b dove si & in regime semiclassico; analogamente
per x < b) diventa

¢ L, /
Yp=—=exp|—= [ p(a)dx
VIpl hJy
Avendo imposto che ¢ — 0 per x — +oo (si tratta, del resto, di un bound-state), non possiamo

fare altro che richiedere che 9 sia reale (a meno di una fase inessenziale), percio, nella zona
classicamente consentita, la ¢ sara data da una combinazione reale delle (IX.21a) e (IX.21b):

Y = %exp(%/bxp(x’) dx’>+;—2($)exp<%/bzp(x') d:c’)_

_ ;’(z) sin (% /b p () dm'+a>

Abbiamo cosi determinato 3 lontano dal punto di inversione b (e dagli altri eventuali punti
di inversione), ottenendo due funzioni diverse che adesso devono essere opportunamente
raccordate con la scelta dei coefficienti liberi.




Condizioni
di raccordo:
sviluppo lineare

Secondo punto
d’inversione:
buca

Limite di
buca infinita

IX.5 Approssimazione semiclassica (WKB) 247

Per x ~ b possiamo approssimare V' linearmente, sicché

ov
E—V(.’L’)%F()((E—b), F():— -
Oz z=b

Nelle condizioni in cui siamo (per z > b la regione & proibita) Fy < 0. L’equazione di

Schrodinger in questa approssimazione ¢ I’equazione per un campo costante e trova soluzione

esatta mediante le funzioni di Airy (si veda il paragrafo 24 del libro di Landau). Ora, lo
sviluppo lineare di V' (x) ¢ valido per

lz—b| < L (IX.24)

con L lunghezza caratteristica di variazione di V', mentre ’approssimazione semiclassica &
valida per

mhF (z)
——| <1
‘ p? (z)
cioé
hF,
TR0 < 1
2m3F3 (z — b)®
h
< (z—1b)*? (IX.25)

Vm | Fy

Le condizioni (IX.24) e (IX.25) sono compatibili se

L < L3/2

Vm|F

Se ammettiamo (come & possibile, data la compatibilita delle condizioni) che esistano |z — b
tanto piccoli di modo che valga lo sviluppo lineare, ma al tempo stesso tanto grandi,
sicché valga ’approssimazione semiclassica, abbiamo che esiste una regione in cui valgono
contemporaneamente le formule per 1 date dal WKB e le formule asintotiche che risolvono
I’equazione di campo costante. Se andiamo ad eguagliare la 1) con I’espressione asintotica delle
funzioni di Airy, determiniamo le costanti ¢, ¢’ e a. Dal confronto con le formule di Airy, che
si ottiene notando che

1 [* 2
i_'z/ pdx:—\/QmFo(fL’*b):i/Q
b

3h

si perviene alle seguenti formule

c ; 10 ’ b, T
Y(x<b) = p(:r)sm(ﬁ/zp(x)dx +Z>

b
Y(x>b) = mexp(%/ﬁ(x’) dx/)

Esista ora un secondo punto di inversione x = a, tale che V (z) > Eperz <aeV (z) < E
per x > a, allora, 1 diventa

b (&> a) ;/(x) sin <% / () do + %)

V<a) — N%exp(%/jﬁ(x’)dx')

Dunque se V (z) & una buca con regione classicamente permessa tra a e b (con a < b) e se
esiste una regione tra a e b per cui valga ’approssimazione per z > a e < b (a e b dovranno
essere sufficientemente lontani) dobbiamo imporre che, in tale zona, ¢ (x > a) = ¢ (x < b) e
questo determinera la quantizzazione dell’energia.

o

Infine, notiamo che se per x = a si ha una barriera infinita di potenziale, I’approssimazione
semiclassica & applicabile fino a x = a, infatti (molto euristicamente, se V (0) ¢ finito e si pone
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V(07) = o0, allora V e F = 9V/0z sono dello stesso ordine e si ha

F 00

7 0

percio

Cc

V@>a) = sin (2 [ p() do’
p(z) (ﬁ/a )

IX.5.4 Regola di quantizzazione di Bohr-Sommerfeld

Gli stati relativi allo spettro discreto sono semiclassici per grandi numeri quantici n (n
numera gli autovalori dell’energia in ordine crescente), in tal caso, infatti, la funzione d’onda
ha un alto numero (pari proprio a n) di nodi. Se le regioni all’infinito sono classicamente
proibite (tipico caso di bound-state), allora, in tale regioni la funzione va concavamente a 0,
percio gli zeri della funzione d’onda sono confinati in una regione finita. Dunque, quando n
diventa grande, la distanza tra i nodi diviene molto piccola e, siccome essa ¢ dell’ordine della
lunghezza d’onda, si ha che essa diviene molto piccola nei rispetti della lunghezza su cui si
svolge il moto, percio vale Papprossimazione semiclassica (se non, addirittura, classica).

Tra poco torneremo sull’argomento.

Consideriamo una buca di potenziale con regioni all’infinito classicamente proibite e regione
classicamente permessa ridotta a un intervallo (a,b). Abbiamo visto nella sezione precedente
come si determina la quantizzazione dell’energia in questo caso. Si deve imporre che le
due soluzioni semiclassiche comprese tra a e b e rispettivamente lontana da a (a destra di
a) e lontana da b (a destra di b) siano eguali. Vedremo che imponendo questa condizione
ritroveremo la regola di quantizzazione di Bohr e Sommerfeld.

Riscriviamo la soluzione per x < b,

c (1, c A B

p(x)51n<ﬁ/xp(:c)dx +Z> = mbm<ﬁ/ap(a:)da: +ﬁ/£p(x)dx —|—Z =
T
4

mentre per z > a si ha

sicché s’impone, posto

@ = ;[ pa)as
b
8 = —%/ap(w’)dw’—g
Lo
T
la condizione
c c

.
=}
Q

O
_|_

=
I

derivando

quadrando e sommando
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cioe
sin (a (z) + B) = £sin (a (z) +7)
da cui
y—B=mm, meZ
Dunque

1 b
ﬁ/p(x’)dxurg = mnm

%/abp(x')d:c’ = <m%)7r

siccome il primo membro della seconda equazione ¢ positivo, si ha che m > 1, sicché preso
n = m — 1 si ottiene la seguente regola di quantizzazione

1/b (@) da’ = (n+ €N
hapx o' =(n+g)mn

Ora, p(z) = /2m (E -V (x)), z € (a,b) & una funzione reale nulla agli estremi. L’orbita

classica del punto di massa m nel piano delle fasi &

{(i\/m,x) tx € (a,b)}

sicché la condizione di quantizzazione diviene

b a
/ p(z) dx'—l—/ —p(z') dz’ 27h <n—|—%>7neN
a b

%pdx = h(n-ﬁ-%),neN

che, a parte Paggiunta di 1/2h, ¢ proprio la relazione di quantizzazione di Bohr-
Sommerfeld.

La quantizzazione semiclassica dell’energia avviene percio scegliendo come stato fondamentale
quello a energia tale che lorbita (p,z) racchiuda un’area h/2 e i successivi tali che le corone
tra orbite successive racchiudano area h. In ogni caso, come abbiamo detto in apertura, questa
regola é tanto meglio verificata quanto piu é alto il numero quantico n.

La funzione d’onda &

V(@) = %sin(%/jp(x’)dx’-ﬁ-%)

I 1
ﬁ/ap(x)dx = 7r<n+§>

Sia n = 0, spostandoci da a a b, argomento del seno (che & monotono in x essendo p > 0)
passa da w/4 a m/2 + w/4 percio ¢ non si annulla mai; se n = 1 si passa da n/4 a w/4+3/2x
e il seno si annulla una volta; successivamente si aggiunge sempre un angolo piatto e percio si
aumenta di 1 il numero degli zeri: in questo modo si ottiene il teorema di oscillazione.

Torniamo a considerare il caso in cui n & grande e, per quanto detto, ’approssimazione
semiclassica diviene molto buona. Vogliamo stimare la separazione (in energial) dei livelli in
questa situazione. Ciascun livello é caratterizzato dall’equazione

b(En) 1
/ p(x, Ey,) dxz(n—l——)h
a(En) 2

b(Eny1) b(En)
wh :/ p(z,Eny1) do 7/ p(z, E,) dz
a(Ent1) a(En)

siccome sappiamo che per n grande i livelli vanno infittendosi (la separazione in area tra le
orbite & costante ma le dimensioni delle orbite aumentano) approssimiamo il secondo membro

Abbiamo
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come segue

9 b(E)
Wh:AEn'—/ p(z, F) dz
oF
a(E) E—E,
Come sappiamo dal corso di meccanica analitica, vale
T

i /b(E) (2,E) d
— p(x, F) dx

dove T ¢ il periodo classico dell’orbita a energia FE,, sicché

E=E,

2mh
- = AEﬂ
T s
da cui
AFE, = hv = hw

e ritroviamo l’equazione di Bohr-Einstein. Dunque, la meccanica quantistica torna a
prevedere che un oscillatore in moto con frequenza w emetta radiazione di frequenza w.

IX.5.5 Scattering

Consideriamo il moto di una particella soggetta a una barriera di potenziale. Abbiamo gia
discusso qualitativamente il problema nel capitolo sull’equazione di Schrodinger. Il profilo

N

di potenziale V (z) ¢ caratterizzato dal fatto che le regioni all’infinito sono classicamente
accessibili, al contrario di una regione al finito, che, per semplicita, considereremo costituita
da un singolo intervallo (b, a).

La particella incida sulla barriera giungendo da —oo, ne segue che a sinistra di b sono presenti
due onde, quella incidente (progressiva) e quella riflessa (regressiva), mentre a destra di a vi
¢ soltanto 'onda trasmessa (progressiva).

Consideriamo il punto a: a destra di a la regione & classicamente accessibile, il contrario, invece,
per x a sinistra di a. Siamo dunque nelle condizioni discusse nelle sottosezioni precedenti,
percio, avendo supposto che per x > a sia presente solo ’onda trasmessa, troviamo

pl(x) oxp (% / (@) da:’)

Nella zona intermedia, cioé compresa tra b ed a (supponiamo che a e b siano distanziati a
sufficienza di modo che ’approssimazione semiclassica per x < a sia valida anche per punti a

x > b), abbiamo
;‘(x) exp (% /:;5 (') d:ﬂ) + ﬁi(x) exp (% /:;5(3:') da:')

Ora, abbiamo visto prima che se la soluzione per x > a era della forma

Yy (z>a)= ﬁsm (% /:p(x’) da’ + g)

allora per x < a si aveva

Yy (z <a) = #ﬂx)exp (% /:ﬁ(m’) d:ﬂ)

1) e 1y sono entrambi soluzioni della medesima equazione differenziale lineare,

Pz >a)=

V(z<a)=

o =25V (2) ~ E)p

Se ne andiamo a considerare il wronskiano w, abbiamo, dal teorema di Liouville (A. Maggi,
Analisi IT per Fisici, IV.6.2, teorema IV.23)

d
e () = —a(z)w(x)
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dove a (z) @ il coefficiente che moltiplica il termine in ¢’. Essendo a = 0, abbiamo
w () = const

Imponiamo percio
w(r<a)=w(x>a)

dove, nel nostro caso,
/ !/
w =Py — PPy

)
B’ (z)

Cominciamo con il calcolare le derivate, iniziamo dalla ¢’ (z < a
1 “ ~ !/ !/
/T P dx) T2 (a) eXp(

Goca = ol (L]
#57 ew (3 [ 56 ai') = Fi e (3 [ 5 @)
passiamo alla ¢/ (z > a)
V(@ > a) = —% exp (ih /:p(x’) d:c’) + 12 () exp (% /:p(x') da:')
veniamo alla ¥/, (z < a)
vy <a) = e (1 [ 56 ai' )+ gt e (3 [ 56 @)

e, infine, alla ¥%, (x > a)

Yy (x>a) = _2;?3//7%51“ (%/;p(m’) dg;’+£
_ %pf;gf;) {exp G_L /axp(z/) da' + %) ~oxp (%/ p(a) do’ — Z”)] 4
+2—lhpl/2 (2) [exp <% /:P(l‘/) dx’ + %) + exp <—%/;p(x/) dx’ — %)}
— 6“;/4 (%pl/2 (z) + %pf;y&) exp <% /;p(x') dx’> .
S (b= 2 o (4 f 1)
Dunque,
V(e <a)yy(z<a) = [a G.Lﬁ”? (z) - %) exp (% /:f?(:c’) d:c’) +

2 v
- G (G L) -5 ()
Zzieawe(ma) iAo (-1 [ p@)a) + gt @en (<7 |
[ s (o “pwy )+ zf(x) e (5 [ 7 d“’)]
- B 3 [e) 46 2
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w(:c<a):—%

Calcoliamo il wronskiano per x > a. Come prima, svolgiamo separatamente i vari calcoli
/ _ (P P @) i/z N de') -
Vesaiesa = (- o) ew (1 [ ) ds
e exp ((i/h) [y p (=) da’) — e~/ *exp (= (i/h) [, p (') da’)]

2i/p (z)

I'altro addendo &

vz ave>a = —moeo(; [pE) ).

R N L)
1 1
L A

sicché

In conclusione,

671’77/4 /6 )
- _F — 6717r/4
h h p
Consideriamo il termine a x < a, nell’ipotesi in cui la distanza tra a e b sia grande, il termine

in a ¢ un esponenziale decrescente e percio diventa del tutto trascurabile, ne viene che

Ve>a) = ﬁexp(%/jp(m’)dx’)

Yz <a) = %exp(%/xaﬁ(f)dw’)

Riscriviamo la ¢ (x < a) come segue

Yz <a)= f/;;:_:l) exp (% /baﬁ(x’) dx’) exp (% /wbﬁ(a:’) da:’)

essa deve coincidere con ¢ (z > b). Di conseguenza, per x < b si ha

c 1P m
1/}(90<b)=msin<£/p(x’)dx’+z>

. 1 @
c=2e¢""texp <—/ P (2) d:c’)
h Jy

(si noti come l’aver trascurato il termine in « comporti la presenza di una v reale, a meno di
una fase, per x < b; la cosa non & realistica, perché comporta j = 0 in questa zona).

con

Infine, passiamo al calcolo del coefficiente di trasmissione, esso ¢ dato dal rapporto tra la

e/t (1 G p (x) 20 [* ., e~/ (1 d p (2)
(i) oo (5[ e ) - (G iy

)
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corrente entrante e la corrente uscente. L’onda nella regione x < b pud essere scritta come

- . . b .
<= g o (3 [0 w4 5) o (5 o)

dunque 'onda incidente ¢ (eliminata una fase inessenziale in ¢ e nel denominatore)

m o - 5)

la cui corrente ¢ (sfruttando il fatto che ¢_, = ae**/")

. a? Os c?
Jin = -

moxr  4m
La corrente uscente ¢ invece 1/m, percio

_4_ _2 . / /
S e (-2 (o6 ar)



