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Hamiltoniana
molecolare

Capitolo I

I metodi della chimica quantistica

In questo capitolo introduttivo raccogliamo i metodi fisico-matematici piu rilevanti nella chimica
fisica. In primo luogo studiamo la hamiltoniana molecolare, allo scopo di separare il moto
elettronico da quello nucleare ed ottenere I'approssimazione di Born-Oppenheimer. Quest'ultima
é di capitale importanza, perché ci consente di impostare il problema della struttura elettronica,
oggetto dell'intera trattazione.

Quindi, stabiliamo il metodo variazionale per la determinazione approssimata degli autovalori di
un operatore.

Infine, ci occupiamo del formalismo dei sistemi elettronici, derivando semplici regole di calcolo di
elementi di matrice.

Il materiale e i risultati qui stabiliti faranno da sostrato all'intero corso, essi sono in larga parte gia
noti al lettore (specie quelli esposti nelle prime due sezioni) e sono riportati anche allo scopo di
fissare le notazioni che verranno utilizzate nel seguito.

.1 Hamiltoniana molecolare
In questa sezione, stabiliamo ’approssimazione di Born-Oppenheimer, andando a determinare

la hamiltoniana elettronica, sulla quale verte l'intero edificio della chimica fisica.

|.1.1 Descrizione della hamiltoniana molecolare

Consideriamo una molecola che sia formata da M nuclei e che contenga N elettroni. In
rappresentazione delle coordinate, la hamiltoniana della molecola si scrive
M

IR R0 ED D) I ED B LT 9 I LR

a=1 a=1 >« i=1 j>1i a=11i=1

dove si sono usate le seguenti convenzioni (le ultime tre stabiliscono il sistema di unita naturali
per quello che ¢ il problema che intendiamo studiare):

(i) i pedici minuscoli greci indicizzano i nuclei; i pedici minuscoli latini indicizzano gli
elettroni;

(ii) Z, ¢ la carica dell’a-esimo nucleo, M,, & la sua massa;
(iii) Rq & la posizione dell’a-esimo nucleo, r;, dell’i-esimo elettrone;
(iv) si pone
Ros = |Ra—Rgl;
rij = |ri -
(v) posizione e impulso sono misurate in unita tali che i = 1;
(vi) le masse sono in unita della massa dell’elettrone, me, = 1;

(vii) le cariche sono in unita della carica elementare dell’elettrone, e = 1.
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Andiamo a vedere il significato della equazione (I.1). Il primo termine in §) rappresenta
I’energia cinetica dei nuclei, mentre il secondo, quella degli elettroni. Gli addendi successivi
tengono conto dell’interazione coulombiana. Nel terzo termine abbiamo la repulsione dei
nuclei, come nel quarto, quella elettronica; nel quinto termine, invece, riportiamo ’attrazione
tra nuclei ed elettroni che & la responsabile della formazione del legame interatomico.

[.1.2 Approssimazione di Born-Oppenheimer

Chiaramente la possibilita di risolvere analiticamente 1’equazione di Schrédinger,

Hlp) = El)
é nulla, percio si impongono delle approssimazioni.
Anzitutto, si deve notare che
M, =~ Am, =~ 20004 > 1

dove A > 1 ¢ il numero atomico. Si ha dunque che il moto dei nuclei & molto piu lento rispetto
a quello degli elettroni, percio, qualitativamente, possiamo immaginare che gli elettroni trovino
il loro stato stazionario prima che i nuclei comincino a muoversi in modo notevole. Cerchiamo
di rendere in modo preciso 'idea esposta.

Quanto detto, suggerisce di separare il moto elettronico da quello nucleare. A questo scopo,
riscriviamo la hamiltoniana, dividendo il termine cinetico nucleare da tutti gli altri:

134 1
_ 2
9= Ho — 3 a§:1 A v?

Come si notera, H., si ottiene da § passando al limite per M, — +o0.

L’idea, adesso, ¢ di trattare le posizioni dei nuclei in H,, come parametri e di determinare
gli autovalori E,, (R) di Hy al variare delle configurazioni nucleari R = {R,,}.
Ricavate le funzioni E, (R), passiamo a riguardarle come potenziali per i nuclei, sicché
andiamo a risolvere ’equazione agli autovalori per la hamiltoniana nucleare

M
nuc — 1 1 2
H™ = -5 a§:1 Eva + E, (R).

Il fatto che gli elettroni forniscano un potenziale per i nuclei é ragionevole, dal punto di vista
classico. Nel loro moto caotico, infatti, gli elettroni saranno visti dai lenti nuclei come una
nube carica negativamente capace di tenerli assieme.

L’approssimazione di Born-Oppenheimer consiste nel sostituire gli autovalori di $) con gli
autovalori F,; di H}".

Una prima interessante analisi della validita della Born-Oppenheimer procede, sulla linea di
Thirring, come segue. Sia E; il livello fondamentale di $. Poiché H,, > E; (R), abbiamo

M
1 1 2 nuc
H>E (R)- 5;Eva = H™ > By,
prendendo il valor medio sul fondamentale di £, abbiamo
by > FEny,

sicché la Born-Oppenheimer consiste in una approssimazione per difetto. Determiniamo un
limite superiore. Sia g (r) Vautovettore di H,, all’autovalore Fj (R), mentre sia ® (R)
Pautovettore di H"® all’autovalore Ej;. Usando ¢g (r) ® (R) come funzione di prova,
troviamo

B < [ drdRUR ()8 (R) (Hao + T b (1)@ (R) = [ drdR @ (R)[* U (1) Hoctop (1) +
+ / dr dR [y ()] ®* (R) T, (R) + / dr dR |B (R)[2 4 (r) Tatog ()

= [ [l P B R+ 0 R T ()] 3 g [ e (0 () v (1) Vi () =
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1
= E11 + g M /dI‘ dR |(I> (R) VawR (I‘)|2
Infine,
1 2
Ell S E1 S E11 + ; M /drdR |¢ (R) VawR (I‘)‘
sicché I'accuratezza della Born-Oppenheimer ¢ ordine

1

Un altro modo per ottenere la Born-Oppenheimer & descritto di seguito. Riscriviamo per
comodita la $) raggruppando alcuni addendi. Con ovvie notazioni

H =Ty +Te+ Van + Vee + Ve = Hn + He
dove
H, = T,+Vu
He = Te+ Vaet Vee

Pensiamo di aver risolto in qualche modo I’equazione agli autovalori per H, al variare di
R ={R,}, cioe di aver trovato le funzioni d’onda ¢ (r,R) e gli autovalori E¢ (R) tali che

Heg (r,R) = E¢ (R) ¥ (r,R).
Consideriamo una funzione d’onda del tipo

¥ (r,R) = 4" (R) g (r, R)

abbiamo
99 (r,R) = Hy (R) ¥ (r, R) + He (r, R) ¢ (r,R)
sostituendo
99U (R) e (r,R) = Hy (P,R) 9" (R) Y (r, R) + He (P, 1, R) 91 (R) ¢ (r, R) =

Ve (r
= H,(P,R)y" (R)¢; (r,R) + 9" (R) He (p,1,R) ¢ (r,R) =
= H,(P,R)y;° (R)yg (r, R) + B (R) ¢, (R)¢; (r, R)
Sicché ci troviamo a dover risolvere
9P (r,R) = E¢(r,R)
[Hy (P,R) + E; (R)]v" (R) = Evp (R) (1.2)

dove ’approssimazione & consistita nello scrivere
Hy (P, R) ¢ (v, R) ¢° (R) = ¢ (r,R) [Hn (P, R) ¥ (R)]

che si identifica come approssimazione di Born-Oppenheimer.
La condizione necessaria affinché 'approssimazione di Born-Oppenheimer sia ritenuta valida
é che la quantita

[, (P,R) 0 (r R 0% (R) = [T, v (m R)J 2 (R)
sia trascurabile.

Concludendo, la hamiltoniana per il moto nucleare in approssimazione di Born-Oppenheimer
é data da

H; =H,(P,R)+ E: (R)
e percio EZ (R) fornisce un termine di attrazione dei due nuclei dovuto alla presenza degli
elettroni, che corregge la tendenza all’allontanamento codificata in Hy,.
[.1.3 Correzioni al primo ordine nell’approssimazione BO

Ammettiamo di aver determinato un insieme completo di autovettori per H,, {¥S}, e
conseguentemente di aver trovato un s.o.n.c. di autovettori per HS al variare di e.
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Cioe, supponiamo di avere prodotto il seguente sistema ortonormale completo {wSr ¢} di
autovettori per HE, sia ES¥ Pautovalore di HE relativo all’autovettore tSin®.

Nell’equazione esatta agli autovalori,
HY = E,
invece di porre
Y =Pey”

e di accontentarci di avere una soluzione per HS ~ §, sicché £ ~ E2", andiamo a fare
I’espansione

U= et el + vl
E = ESY+EN+

e,n

avendo imposto

H(wwz@wg}gwg?“.) (EE”+E(1 .)(ww”we wg?,1+...)

che & ovviamente sempre possibile. Studiamo le correzioni al primo ordine, percio limitiamoci
a considerare una sola aggiunta a ¥$¢2°. Si ha

H (vev® +u) = (B2 + EQ) (vewns +olh)
ed espandiamo wélr)l
o= D e une
SN 74
Dunque,
H (vevh +ol)) = (Eav+BQR) (vewr +oll) =
By i ® + B + Byl

Q

ed utilizzando lo sviluppo di 1/} abbiamo, al primo ordine,

e,n’

HYS® + Y all), Hyd vl® = B oiul® + B! + B3 Zae s U

Per quanto visto nella sezione precedente, abbiamo, per ogni &',
Hyg = v B + 1,07 |
percio
TS + 3 all, HoS vl = Bl + B S al) s e
e e
riscriviamo il secondo addendo del primo membro
1 ’ ’ 1 ! !
Sl mvs et = 3ol B v+ Y ol [Tl vl vt =
e v e e’ v
1 ’ . 1 ’ ’
= Zaa VB0 + Y o, [T ul | v
%
sempre al primo ordine, abbiamo

e ve (1) e v, e ve
Z aly ) HYS e = > i BV

e e

Andiamo a sostituire

(T )i 4+ 3l B W00 = BOWWLS + ER Y g v vt

e’ ,I/ e’ V/
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"
A questo punto, andiamo a fare il prodotto scalare di ambo i membri con ¢ %€, ne ricaviamo

e R M (ST Bl

(zb e, [T, Y5 ]w;@) +a0) B = B+ Epval) 68y
percio, la correzione al primo ordine cercata vale
ES) = W [T v )
(" v, [T, v i)
el v ESV — Elsl”,u”

S
-
Il

Quando si hanno energie quasi degeneri, allora ai,,) ,» € grande e I'approssimazione di Born-
;
Oppenheimer non va piu bene.

.2 Metodi variazionali dell’analisi spettrale

Per uno studio rigoroso dei metodi variazionali dell’analisi spettrale si rimanda a Metods
matematici delle teorie quantistiche, citato nella bibliografia.

[.2.1 La hamiltoniana elettronica

Lo scopo dell’intero corso di chimica fisica & quello di studiare lo spettro della hamiltoniana
elettronica cosi come individuata in approssimazione di Born-Oppenheimer. Essa & data dalla
somma di una hamiltoniana separata in hamiltoniane eguali di singola variabile, alla quale si
aggiunge il termine repulsivo:

H, Z( +Z|R _r|>+zz ZH%Vee

j=1k>j Tik

Si noti come I’hamiltoniana H, si riduca alla ben nota hamiltoniana atomica nel caso in
cui M = 1. Questo osservazione, gia di per sé, mostra come, anche a questo grado di
approssimazione, la risoluzione del problema agli autovalori risulti difficoltosa. Per gli atomi,
infatti, il meglio che si puo fare ¢ trattare qualitativamente o con approssimazioni iterative il
termine V.. Questo & tanto rilevante che la teoria perturbativa non & applicabile.

Per studiare il problema degli autovalori e autovettori di H, non possiamo, come
detto, semplificare ulteriormente la forma di H, che é fissata dall’approssimazione di Born-
Oppenheimer. Dobbiamo allora sviluppare metodi di approssimazione che coinvolgano proprio
autovalori e autovettori. Nelle prossime sottosezioni ci occuperemo di presentare il metodo
variazionale.

1.2.2 Il metodo variazionale

Supponiamo di dover risolvere il problema agli autovalori per una qualsiasi hamiltoniana §,

9lg)=E|d)

Sia {|$4) } >0 un set completo di autovettori per §, con |¢,,) corrispondente all’autovalore &,.
Ordiniamo gli &, in senso crescente. Sia |¢)) un vettore normalizzato dello spazio di Hilbert,

allora possiamo scrivere
[0 =37 18) (60 [0

La normalizzazione di |t) impone

> [¢a ) =
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Andiamo adesso a calcolare il valor medio di $ su |¢), otteniamo

Wol) = Y (o) (Bal 9]ds) (ds10) =
a,B

= D (Wl 6a) Eadas (ds10) = Y Eal (W] 6)°
a3 a
ne viene che
@I918) > & D (W] ¢a)l* = &

Cioe il valor medio di $ su |¢) fornisce una stima dall’alto del fondamentale di $. Abbiamo
dimostrato la seguente

L’energia dello stato fondamentale di una hamiltoniana é il minimo dei suoi valori medi.

L’applicazione pitt immediata della proposizione precedente consiste nell’assumere come stima
per il fondamentale il minimo dei valori medi di $) su una famiglia di ket di prova al variare
di determinati parametri che indicizzano la famiglia.

Cominciamo da un caso risolubile in modo analitico, la buca d. La hamiltoniana &, in
rappresentazione delle coordinate,

1 d?
H= Y= (2)
Scegliamo come famiglia di prova la
Y, = Me_o‘xz,
normalizzando
400 1/4
2
\M|2/ e207 dp = [MP? || = = 1= M = (—0‘) :
oo 2a us
Visto che

Y (x) = —2axMe=o"
calcoliamo il valor medio dell’energia cinetica,

1 2 1+OO/2 22+00272am2 1 2 _ &
§(wa|p |¢a>:§/oo |1/)a| dx:2aM/ z4e dx:E2oz =3

— —o0

Passiamo al valor medio del potenziale,

+oo ) %0
<wa|v(x) W}a> = 6(«%) |’¢($)| dr = — 7
sicché
o 2x
E = = —_- — —_
(@) = Wal9l,) = 5 = /=
Si tratta adesso di minimizzare F («), abbiamo
rey L1 /2 _ 2
E (a)_2 5 Om—():>a_
sicché
p-Lt_2__1
T T T

La cosa piu facile da fare ¢ allora quella di scegliere come famiglia un sottospazio di dimensione
finita nello spazio dei ket, sceglierne una base e considerare come parametri i coefficienti
dello sviluppo sulla base fissata. Ad esempio, passando in rappresentazione di Schrédinger,
considerando una hamiltoniana dipendente soltanto dalle variabili orbitali (per semplicita),
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scelta una famiglia {x; (r)};c;, di funzioni d’onda ben determinate (ad esempio gaussiane)
normalizzate e ortogonali, si considerano come funzioni di prova

= Z cix; (r)

Passiamo a determinare il minimo di (3| $ |¢), col vincolo di normalizzazione

N
D leil? =1
i=1
Andiamo ad esprimere il valor medio esplicitamente. Posto

Hij = (x:| 9 |Xj>
abbiamo che H, talché [H],; = H;;, ¢ una matrice hermitiana, cio¢ H € M (N, N;C) e risulta
H = H. Ne viene che

1l1|~6|1/} ZC Cj X2|£)|X] :ZCinjCj = c'He.
i,J

Ripetiamo, allora, che si tratta di calcolare il minimo di ¢/Hec col vincolo |c| = 1. Al
lettore & probabilmente noto che il minimo cercato ¢, in effetti, I’autovalore minimo di c'He.
Dimostriamolo. H ¢ hermitiana percio per il teorema spettrale ¢ diagonalizzabile. Cioe, esiste
U unitaria per cui

U'THU = diag (Eo,...,Ex_1) =B
dove qualche E; pud essere eventualmente ripetuto. Ora,

‘rcrlunl c'Hc = |Ign‘m (([Uc)T ]H[Uc) = mm ((IUC)Jr HUC)

il primo passaggio vale poiché¢ U ¢ suriettivo sulla sfera unitaria (in realta ¢ addirittura
biunivoco), il secondo perché |Uc| =1 se e solo se |¢| = 1. Sicché

min ¢'He = min (¢'UTHUc) = min {Ea \c|2} = Ey.

c|=1 c|=1 c|=1 a=0,...N
Ne viene che il nostro problema variazionale, si riduce a un problema agli autovalori in
dimensione finita. Supponiamo allora di aver determinato gli autovettori normalizzati c,

della matrice H. Notiamo che tali autovettori sono ortogonali e che, ovviamente, gli autovalori
sono reali.

Consideriamo, infine, la matrice C avente come colonne i vettori ¢, C & unitaria e inoltre
HC = CE
che ¢é la riscrittura matriciale del nostro problema. Si noti che C = U.

Adesso vogliamo indagare il significato degli altri autovalori della matrice H. Consideriamo
le funzioni d’onda

N
r)= c'x (r)
i=1

ottenute utilizzando gli autovettori ¢, di H. Abbiamo

N N N N N
(Valtg) = Dl (alxg) =D 6> ¢oi; => e =cleg = bap,
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

N N N N
Zc?* Zcf <X2| 9 |Xj> = ZC?* ZC?HM = CLHCﬁ = CLEﬁCﬁ = Eﬁéaﬁ.
- =1 i=1

=1

(Val 9 |05)

Ricordando che con ¢, abbiamo denotato I’autofunzione esatta per il fondamentale di $,

9 o) = o lbo)
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prendiamo 1’ talché

(W) =1 (¢[a) =0.

Allora
1= <w’\w’>=§O<w’!¢a><¢a|w’>=§!<w’|¢a>\2,
(Vo' = 2;, <w’|¢>a><¢am|¢>ﬁ><¢ﬁ|w’>=gl<w'l¢a>l2&z
> 81;|<w’|¢a>|2=&-

Dunque, nell’ipotesi che 9’ sia normalizzato e ortogonale al fondamentale, concludiamo
S <(W[aly).
Tornando al nostro problema, prendiamo, per z,y € R

|¢/> =z |Yg) +ylvy)-

La normalizzazione di v’, impone z? + y> = 1. Allora, tenendo conto delle equazioni
determinate sopra per gli elementi di matrice di ¢, e ¢g,

(V|9 ) =2’Eyg + y*Ey = 2*Eg + (1 — 2?) By = By — 2° (E1 — Ep),
essendo F1 > Fy, abbiamo
& < Ey —2* (B, — Ey) < By,

dove la prima diseguaglianza vale se

<¢0| 1/}/> = 0,
la qual cosa é garantita per qualche z, visto che si deve risolvere il sistema
z (¢ol o) +y(Polv1) = 0
22 + 92 1

Procedendo induttivamente, si ha che &, < F,.

1.3 Struttura elettronica molecolare

In questa sezione completiamo l'introduzione, parlando del formalismo per sistemi a molti
elettroni. Ricordiamo che il nostro scopo & rivolto allo studio della hamiltoniana H,. D’ora in
poi, considerandoci sempre in approssimazione di Born-Oppenheimer, ed essendo interessati
solo alla struttura elettronica, scriveremo $) in luogo di H,.

1.3.1 Funzioni d'onda

Una funzione d’onda per un sistema monoelettronico ¢ fattorizzata in una parte orbitale,
P (r) € L? (R3), e in una parte di spin, v € C2. Per trattare lo spin, conviene introdurre
la misura dw = {1,1} sullo spazio finito Q@ = {—1,1}. Poiché L? (2, dw) & isomorfo a C?, il
vettore ey corrisponde a o = x¢qy e il vettore e; a b= X{—1}, possiamo assumere che lo spin
sia descritto da una funzione f (w) € L? (2, dw). Infine, la funzione d’onda monoelettronica &
data da

X(x) =9 (r) f(w)
dove x = (r,w) e x € L? (R3) ® L? (Q, dw). La funzione « sara detta di spin up, la 3 di spin
down.

In generale, un sistema multielettronico sara descritto dal prodotto tensore degli spazi di
Hilbert di singolo elettrone costruiti sopra. Poiché la hamiltoniana molecolare (e dunque quella
elettronica) non contengono operatori di spin, sara possibile diagonalizzarla simultaneamente
allo spin.

Per esempio, per un sistema monoelettronico, ogni autovettore % (r) ha degenerazione
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raddoppiata dallo spin e a esso si associano gli autovettori sull'intero spazio di Hilbert
P(r)a(w)ed(r)s(w)

Per un sistema a N elettroni la funzione d’onda

D (X1,...,XN),

per descrivere uno stato fisicamente realizzabile, deve soddisfare il principio di spin e statistica:
poiché descrive particelle identiche di spin 1/2, deve essere antisimmetrica, ciog, sotto
permutazione deve cambiare segno, in altri termini, nella rappresentazione in cui siamo,

@(Xlw..,xh...,ij..,XAﬂ :-—@(Xlr..,ij..7Xi“..,XN).

Una funzione d’onda spaziale di singolo elettrone, v (r), si dice orbitale molecolare. La
funzione d’onda che contiene anche il termine di spin, y (x), prende il nome di spin orbitale.
Per ogni orbitale spaziale ) (r) esistono due spin orbitali indipendenti, ¢ (r) & (w) e ¥ (r) 8 (w).

Se la hamiltoniana del sistema multielettronico fosse separata nella somma di hamiltoniane
di singola particella, cioé se fosse

con ciascun h (i) eguale in forma a h (1), potremmo diagonalizzare h (1),

h(1) X (x) = EiX; (%),

e ottenere una base di autovettori di $ formata dagli spin orbitali del tipo

Di v (le CLXN) = Xiy (Xl) < Xin (XN)

in modo che
N
DD, iy (X1, xXN) = Z&j D iy (X1, XN)
j=1

Le funzioni ®;, ... ;. si dicono prodotti di Hartree.

Ora, poiché dobbiamo tener conto del principio di spin e statistica, dobbiamo
antisimmetrizzare ciascun prodotto di Hartree. Il modo per fare questo ¢ quello di passare al
determinante di Slater ottenuto a partire dagli spin orbitali Xi; - Si deve cioé considerare

1 Xil.(xl) X?‘,N.(Xl)

1

|Xi1"'XiN>Em Z 5(U)Xio(1)-~-Xi,,(N):W : - :
ocESN :
Xiy (xn) .- Xin (xn)
L’ultimo membro ¢ un modo per indicare I’antisimmetrizzazione sotto forma di determinante
(determinate di Slater, appunto). |x;, ...x;,) ci dice che gli N elettroni occupano gli spin
orbitali x;,,...,X;, senza indicare quale elettrone occupa quale spin orbitale. Si deve notare
che gli spin orbitali devono essere tutti differenti, coerentemente con il principio di Pauli (ogni
spin orbitale & uno stato, due elettroni non possono occupare il medesimo stato). Le righe
della matrice che reca al determinante di Slater sono etichettate dagli elettroni, le colonne
dagli spin orbitali.

I prodotti di Hartree e i determinanti di Slater costruiti con essi sono chiaramente molto facili
da usare, ma non possono risolvere esattamente il problema. La hamiltoniana elettronica, non
¢ infatti separata, perché contiene termini rilevanti di interazione tra gli elettroni (si pensi alla
sola repulsione coulombiana).

Vediamo che, irrealisticamente, i prodotti di Hartree descrivono elettroni scorrelati: la
probabilita di trovare il sistema in x1,...,xy vale

P(Xl,...XN) dX1 .. .dXN = ‘q)il,...,iN (Xl, . ..XN)|2dX1 .. .dXN =

= |xu (X1)|2 dx1 ... |Xiy (XN)|2 dxpy
= p1(x1) dx;...py (xXN) dxn

Anche passando ai determinanti di Slater, non si introducono correlazioni significative, anzi
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la probabilita di trovare due elettroni (con spin diversi) nella stessa posizione & non nulla, la
qual cosa ¢ assurda.
A titolo di esempio consideriamo un sistema bielettronico descritto dagli spin orbitali

X1(x) = ¥p(r)a(w)
X2 (X) = ¥y (r)B(w)

allora
IX1x2) = %{1/11 (r1) @ (w1) ¥y (r2) B (w2) — ¥y (r2) a(w2) Pq (r1) B (w1)}
P (ry,rp) dridry = dr1dr2/dw1 dws [|x1 x> =

= 5 L 0P [0 (e2) P 4 by (e2)? 9 ()} s
che & ancora una descrizione a elettroni scorrelati e, in particolare,
P(ry,r1) >0,
la qual cosa ¢ assurda.
Ripetendo il calcolo per
X1 (x) = ¢ (r)a(w)
X2 (x) = ¥y(r)a(w)

otteniamo

1 * *
Perra) = 5 {00 )2 [0 (02) + 9 (02)/2 92 ()| = 2Re [0 (11) 9 (02) 63 (1) s (2)] |
sicché é presente la cosiddetta correlazione di scambio e si conclude
P (I‘l, I'l) =0

in accordo con il principio di Pauli.

[.3.2 Approssimazione di Hartree-Fock e interazione di configurazione

11 problema della chimica fisica ¢ quello di calcolare e descrivere soluzioni approssimate per
I’equazione di Schrodinger elettronica. Eccetto che per la molecola H2+, si tratta di risolvere un
problema a molti elettroni. Il metodo di base per la soluzione delle questioni dette & quello di
Hartree-Fock che verra affrontato in dettaglio nel corso del prossimo capitolo. In questa sede,
vogliamo considerare alcune delle idee linea alla base dell’approssimazione di Hartree-Fock.
La funzione d’onda piu semplice (perché fattorizzata) che puo descrivere lo stato fondamentale
per un sistema a IV elettroni & un singolo determinante di Slater

[Y0) = IX1Xa2 - XN) -

Il principio variazionale ci dice che la migliore funzione d’onda di questo tipo & quella che
minimizza il valore di Ey dato da

Eo = (¢l Htbg) -
Come detto, essa non descrivera che una soluzione approssimata, dal momento che ¢

fattorizzata.

Minimizzando Fj al variare degli spin orbitali si ottiene un’equazione, detta equazione di
Hartree-Fock, che individua FEy e gli spin orbitali stessi. L’equazione di Hartree-Fock ¢ del
tipo

f (@) x (xi) = ex (xi)
dove f (¢) & un operatore efficace di singolo elettrone dato da
M
. 1 2 Lo HF /.
1) =—-V; — — + V(s
OREAED MRl

dove VHF (7). potenziale di Hartree-Fock, rappresenta il campo medio risentito dall’elettrone
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i-esimo per effetto della presenza degli altri elettroni. Come si vede, il succo della Hartree-
Fock ¢ quello di sostiture in un problema a molti corpi con problemi a singolo corpo in campo
esterno. Poiché¢ VHY dipende dagli elettroni, ¢ facile rendersi conto che esso, e dunque f (7),
dipendera dagli orbitali stessi, sicché I’equazione di Hartree-Fock non ¢ una semplice equazione
agli autovalori e deve essere risolta iterativamente. La procedura che si utilizza per risolvere
la HF si dice metodo del campo autoconsistente (self-consistent-field, SCF).

Il metodo SCF ¢& molto semplice. Inizialmente si fa un guess sui possibili spin orbitali che
risolvono il problema e con essi si costruisce il campo medio, cioé VHF. Si risolve I’equazione
agli autovalori derivando nuovi spin orbitali. Tramite essi si costruisce un nuovo campo medio
e si prosegue induttivamente.

La soluzione dell’equazione Hartree-Fock porta a un insieme di spin orbitali ortonormali {x, }
alle energie {e;}. Gli N-spin orbitali alle energie pit basse sono detti occupati, gli altri,
virtuali. Per denotare gli spin orbitali occupati useremo gli indici a, b, c, . . ., per denotare gli
spin orbitali virtuali, r, s, t, ...

In linea di principio, avremo una infinita di spin orbitali soluzioni dell’equazione di Hartree-
Fock, ma, nella pratica, 'equazione di Hartree-Fock sara risolta introducendo una base finita
di funzioni ortonormali

{6, () |lne ik},

sicché ’equazione di Hartree-Fock sara ridotta a un’equazione matriciale. Usando una base
di K funzioni, dalla HF, si ottengono in tutto 2K spin orbitali, N dei quali occupati, gli altri
2K — N virtuali.

Tramite gli N spin orbitali {x,} si costruisce il determinante di Slater |¢,) che si dice stato
Hartree-Fock fondamentale.

Piu grande e ricco & I'insieme delle funzioni di base che si usano, pitl accurato ¢ il risultato
per Ey. Ingrandendo sempre pit la base si abbassa Fy andando a tendere al cosiddetto limite
Hartree-Fock.

Avendo a disposizione i 2K spin orbitali prodotti dalla procedura Hartree-Fock, oltre al
fondamentale Hartree-Fock, |1,), possiamo costruire un alto numero di determinanti di Slater.
Chiaramente, il numero di determinanti possibili vale

2K

N )
Un modo conveniente di pensare a questi determinanti ¢ quello di considerare il fondamentale
come riferimento e classificare i determinanti in base alle differenze dal fondamentale, cioé

in base a quali spin orbitali occupati sono stati sostituiti con spin orbitali virtuali. I nuovi
determinanti possono essere considerati come approssimazioni per gli stati eccitati.

Un determinante singolarmente eccitato si ottiene sostituendo lo spin orbitale x, con lo
spin orbitale virtuale x,.,

[Va) = X1+ XoXp - XN) -

Un determinante doppiamente eccitato vede pure la sostituzione di x, con x, ed & del tipo

[Wap) = X1+ XX - XN) -

In questo modo classifichiamo tutti i determinanti di Slater ottenibili a partire dai 2K spin
orbitali di HF.

I determinanti eccitati non sono molto utili come approssimazione degli stati eccitati, ma sono
importanti come funzioni di base sullo spazio di Hilbert del sistema a N elettroni per una
espansione dell’esatto stato a N elettroni.

Data una base ortonormale {x;} di spin orbitali, in termini dei x; possiamo sviluppare tutte
le funzioni per un singolo elettrone. Come noto, una base per lo spazio a N particelle (prodotto
tensore N volte dello spazio di singola particella), ha per base i prodotti {x;, ... Xiy}-
Passando agli antisimmetrizzati, abbiamo cosi che lo spazio degli stati per un sistema a N
elettroni & dato dall’insieme di tutti i determinanti di Slater che si possono formare a partire

dai {x,}, cioe {’Xil Xw>}
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Con la classificazione introdotta sopram ogni funzione d’onda ® puo essere espansa come

|®) = co[b) +ZC |%a) +anb Z Cate |abe) + -

a<b a<b<c
r<s r<s<t

Dunque, una base del nostro spazio & {|tg), [¥5),[¥03) s [¥hie) .- }. Le energie esatte del
livello fondamentale e degli eccitati sono date dagli autovalorl della matrice calcolata con $) =
H, sulla base detta. Poiché ogni elemento della base si specifica in termini della configurazione
degli spin orbitali, la procedura descritta si dice interazione di configurazione (CI) e sara
oggetto del terzo capitolo. Il piu basso autovalore della matrice ottenuta in CI é proprio &,
in approssimazione di Born-Oppenheimer. Se FEj ¢ il limite Hartree-Fock, abbiamo Fy # &y,
infatti per trovare Ey non si diagonalizza §) sulla base completa, ma si sceglie semplicemente il
minimo degli elementi di matrice di $) su tutti i determinanti di Slater, in pratica trascurando
gli elementi fuori diagonale, ossia considerando §) diagonale sulla base, la qual cosa & assurda
perché gli elementi della base sono correlati solo per scambio. Piu precisamente, il limite
Hartree-Fock ¢ tale che Fy > &y. 1l gap tra limite Hartree-Fock e risultato esatto puo essere
imputato alla correlazione che non ¢ considerata debitamente nella approssimazione Hartree-
Fock. Per questo motivo si definisce energia di correlazione

Ecorr = & — Ey.

La determinazione del risultato esatto, o anche del limite Hartree-Fock, comporterebbe 1'uso
di un numero infinito di elementi di base che ¢ irrealizzabile nella pratica. Se lavoriamo con
un numero finito, K, di spin orbitali, costruiamo al pitt una base di

2K

N
determinanti di Slater, che pur non fornendo una base completa per lo spazio a N-elettroni,
formano comunque un alto numero di elementi sul quale diagonalizzare $ (che ricordiamo ¢
H, in approssimazione di Born-Oppenheimer, come sempre supporremo). La procedura di

diagonalizzazione sui (215 ) determinanti, si dice full CI. Incrementando K e passando sempre
alla full CI si ottiene il risultato esatto per &.

[.3.3 Un esempio: la molecola di Hy

Come esempio di quanto discusso nella sottosezione precedente consideriamo la molecola di
idrogeno, Ha.

Possiamo considerare come funzioni di base gli orbitali atomici 1s,

¢ (r) = \/frze—“—l",

che si dicono orbitale di tipo Slater, STO, oppure le funzioni gaussiane, GTO,

3/4
o= (2) e,

™

Le funzioni di Slater sono chiaramente piu adatte per la fisica del problema, ma sono piu
difficili da trattare rispetto alle gaussiane, percid si preferisce solitamente usare basi GTO.
Il problema della gaussiane & che partono con derivata nulla e decadono troppo in fretta,
d’altra parte la valutazione degli integrali gaussiani & pressoché immediata ed & per questo che
vengono preferite alle funzioni di Slater.

Quali che siano le funzioni che si considerano, sia ¢, (r) centrata sul nucleo in R; e sia ¢, la
corrispondente centrata sul nucleo in Ro.

Limitandoci alle due funzioni ¢; e ¢, (K = 2), abbiamo che esse non sono ortogonali,
ammettendo un integrale di sovrapposizione

%z/w@@%m

non nullo. 812 dipendera da R12 = ‘Rl - RQ‘
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Passando alle combinazioni lineari di ¢; e ¢, possiamo ottenere delle funzioni orbitali
delocalizzate. Poniamo

Y (r) =ciy (r) + 29 (r),
richiedendo la normalizzazione di ¢ abbiamo, siccome le ¢ sono reali, scegliendo ¢ € R,
1= C% + C% + 2¢1¢9575.

La molecola di idrogeno ¢ biatomica omonucleare. Poiché il sistema & simmetrico per inversione
rispetto al punto medio del segmento che unisce i due nuclei, ponendo ivi 'origine delle
coordinate, le autofunzioni dovranno essere pari (gerade) o dispari (ungerade) rispetto
all’inversione spaziale, percid ¢; = +co. Su ¢; e ¢y abbiamo dunque due vincoli, sicché non
abbiamo parametri variazionali e il calcolo HF si riduce al calcolo di un valore medio.

Dalla prima equazione troviamo

1 1
cd(1+8 = —=c= )
1( 12) ! 2(1+512)

1 1
62175 = == = ,
1( 12) 2 ! 2(1—312)

Infine, abbiamo gli orbitali spaziali

o (r) = by (r) + ¢o (1)
V2 (14 512)
by (r) = ¢y (r) — ¢y (r)

il primo gerade e il secondo ungerade.

Date le due funzioni d’onda spaziali, ne ricaviamo quattro spin orbitali

X1 = Yia=1y, X2:1/’1551711
X3 = Yoo =1hs, X3:"’/’255{ﬁ2'

Poiché il fondamentale deve essere pari, otteniamo che, in approssimazione HF, lo stato
fondamentale della molecola di idrogeno & descritto come

lbo) = Ix1 x2) = 111)

Con i quattro spin orbitali costruiti, possiamo passare facilmente a una full CI. Poiché
dobbiamo espandere una funzione d’onda pari sulla base formata da tutti i sei determinanti di
Slater, possiamo usare solo i determinanti di Slater pari (gerade), cioe |x; X2) € |x3 X4) = [22).
Una volta ottenuta la matrice di $) su questa base di due elementi, il valore del suo autovalore
minimo sara il risultato di una full CI sulla base minimale introdotta per lo studio di questo
problema.

11 valore del fondamentale in approssimazione di Hartree-Fock &
Eo=(11|9]11),
la matrice da diagonalizzare per ottenere una full CI & invece

_ [ (1L&11) (11[H]22)
H—<<22|5311> (22]5[23) >

[.3.4 Calcolo di elementi di matrice

Cominciamo con il calcolare gli elementi di matrice che occorrono per la full CI di cui
nella sottosezione precedente. La hamiltoniana del sistema (al solito, in approssimazione di
Born-Oppenheimer) vale

1 o Zo 1, T 1 1
H ( Qvl E@ m) +< 2V2 E@ %) +r12 (1) +h( )+T12

dove h (1) e h (2) sono operatore di singola particella eguali in forma sotto scambio di elettroni.
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Poniamo O; = h (1) + h(2) e Oy = 715, sicché
H=01+02
e calcoliamo gli elementi di matrice dei due addendi.

Anzitutto, notando che I'integrazione in x5 di X7 X, reca zero (si ha uno spin up per uno spin
down),

(ol h (Do) = 5 [ dxadea [y Gxa) o (x2) = (xa) o (o)) (1)

D (x1) x2 (%2) — X1 (%2) x2 (%1)] =

= % {/dxlxj‘ (x1)h(r1) x; (x1)+ /dX1X§ (x1) h(r1) X2 (Xl)}

Poiché sotto scambio degli elettroni (x; in X2 e viceversa) h (1) va in h (2) mentre |1),) va in
meno se stesso, abbiamo

<7/)0|h(1) |1/)0> = <7/)0‘h(2) |7/)0>a

infine,

(ol O1 o) = /dxx’{ ©h@)x <x>+/dxx; () 1 () Xz ().

Gli integrali che compaiono nell’espressione di sopra si dicono integrali a un elettrone.
Introducendo la notazione

GlRL) = Ol kg ) E/dxxi-‘ (%) h (1) x; (%)

abbiamo
(tho| O1|thg) = (1R |1) + (2| h|2).
Procedendo allo stesso modo, abbiamo
(V12| Or[wiy) = (3| h[3) + (4] h]4).

Ancora riguardo a 01, poiché esso & un operatore monoelettronico, i suoi elementi di matrice
tra stati che differiscono per almeno due spin orbitali sono nulli, sicché

34 34
(U3 O1 10y ) = (ol O1 [¥13) =0,
come si vede notando che i vettori sono prodotti tensore. In modo analogo, un operatore
bielettronico avra elementi di matrice nulla tra vettori che differiscono per almeno tre spin
orbitali. Dunque, $ ha elementi di matrice nulli tra vettori che differiscono per almeno tre
spin orbitali.

Tornando al nostro problema, calcoliamo gli elementi di matrice di O: essi saranno tutti
non nulli. Abbiamo

(0ol Oalw) = 5 [ dacxa [y () ey x2) = s ) s G

g (1) X2 (%x2) — xq (%2) X2 (%1)] =

1 § X 1
= 5 [ dadxai () 33 () 7 ) s )

1
T12

X} (1) G (x2) ix (x2) X2 (1) — ] (3¢2) %G5 (1) ix (1) Xz (x2) +

() x5 (x1) ix (x2) x2 (1)

come si vede, scambiando x; con xs nell’integrale, il secondo e il terzo addendo, come il primo
e il quarto, sono eguali, sicché

(Yol Oa o) = / ey o] (1) X (2) —

— X1 (%1) X2 (x2) +
T12

* * 1
—/dxldX2X1 (x1) x5 (x2) EXl (x2) X2 (x1)
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Denotiamo
dxydxax] (x1) X5 (X2) el (x1) x2 (x2) = ( x1 X2l P IX1 X2 ) = (X1 Xzl X1 X2)
§ § 1 _ 1 B
dxydxax7 (x1) X5 (x2) el (x2) x2 (x1) = ( x1 X2l P Ix2ax1 ) = (X1 Xal X2 X1)

dove nel bra e nel ket, il primo spin orbitale ¢ integrato in x1, il secondo in x5. Nella notazione
dei chimici, si pone

1122] = (x1x2lx1Xx2) =(12[12)
[12]21] (X1 X2 x2Xx1) = (12]12)

sicché, nella notazione dei chimici si indicano da una parte gli spin orbitali integrati nella
variabile x;, dall’altra quelli integrati in x5. In generale, dunque

- NN g
il 1) = [ dxa dxa ;1) ) 2 ) o) = (01D
Se le funzioni spaziali sono reali
[kl = [Riljl] = [ k[l 5] = [kl j]
= ikl = [jlik] = [jUkd] = [15]ki]

di modo che con un integrale se ne calcolano otto.

Infine,
(Yol O2lthg) = (12]12) —(12[21);
(Uha] O [v13) = (34]34) —(34]43).
Per gli elementi fuori diagonale,

(1ol Oz |03y =

1 « 1

(Yol O2|¥g) = —/dxldx2 (X1 (%1) X2 (X2) — X1 (%X2) X2 (X1)] v

[\)

“[xs (1) xq (%2) — x5 (%2) x4 (x1)] =

1 N N 1
= 5 [ et () x5 () s ) s )+

0 Ge1) X 2) s ) v (00) = X ) 0 (300) 7 () x () +

] (x2) X 1) 7 () s 1) =

= (12|34)—(12|43)
Fondamentale Dunque,
HF e CI
Eo = (¢l 9 1) = (1| h[1) +(2[h|2) +(12[12) — (12]21),
mentre per la full CI,

(1 R|1)+(2[h]2)+
+(12]12) — (12]21)

(34)12) — (34]21)

(12]34) — (12]43)

(3[n[3) + (4| h|4) +
+(34]34) — (34]43)

H:

Elementi di ~ In generale,
matrice nel

caso generale N

N-1
ﬁ:Zh(i)JrZZ%E(%wLOQ

i=1 i=1 j>i "

dove O; é una somma di operatori monoelettronici, laddove Oy, bielettronici.



Parte
monoelettronica

Elemento
di matrice
(K|O1|K)
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Siano |K) e |L) due determinanti di Slater a N elettroni, allora
(K|n(@)|L) = (K|h()IL),
infatti, se P;; ¢ l'operatore che scambia le coordinate x; con le x;, abbiamo
PilK) = —|K),
Pih(i) Py = h(j),

da cui
(KIRG)|L) = (PyK|h (i) [PyL) = (K| PSR () Py L) = (K|h () IL),
Ne viene che
(K[O1|L) = N(K[h(1)|L).
Ora, se L = K, abbiamo
(i Xy [ R Py - Xiy ) = N' > 2 '“”T‘/de-dXN D (ko) Xy (o)) A

0cESN TESN

[, (er) - X (e ()]
equivalentemente, anziché permutare le coordinate, possiamo permutare gli spin orbitali, cioé

(Xiy - Xin | P Xy -+ Xy ) = N, N (- "’”T‘/dxl...dx]v [y (K1) X, (o) (1
0c€ESN TESN
[xw (51) X0, (53)] =

_ N' N |a|m/dxlx;;(l) (1) b (1) X, (%2) 8oy - -0

cESN TESN

poiché gli spin orbitali sono tutti ortogonali, affinché gli addendi della sommatoria non siano
nulli, occorre che o (§) = 7 (j), per ogni j > 2, dunque, anche o (1) = 7 (1) e, infine, 0 = T,

<X’L1 . 'XiN| h(l) ‘X’Ll . XLN> = N' Z /dX1X1 (1) Xl h(l) Xi,,(l) (Xl) =

UGSN

-l s [ xini, ) n(1)x, () =

m=1oceSn_1

- W Z [ xini, ) h(1)x, ().

Infine,

Mz

N
(K]0, |K) =Z/dxlxz x1) k(1) x, (x i 1o (1) i)
m=1

m=1

Vediamo che succede se K # L. Abbiamo

X RO, xy) = a7 2 3 (Dl /dX1 edxy [, (o) - Xy (%) ] B
ceSN TESN
Dy (e)) -+ Xy (e
Ora, se K e L differiscono per almeno due spin orbitali, ciascun addendo della doppia
sommatoria sara nullo, perché conterra sempre il prodotto scalare di due spin orbitali diversi.
Se K e L differiscono per un solo spin orbitale, ogni volta che h (1) connette spin orbitali
eguali, ’addendo si annulla, percio gli unici addendi che non sono zero, sono quelli in cui h (1)



1.3 Struttura elettronica molecolare 23
connette i due spin orbitali diversie o0 =7 (cioe o (1) =1=7(1), 0 =7):

(X, - X [P XXy - Xiy ) = % > /dxl Xi, (x1) h (1) x;, (x1) =

" oeSy

_ /dx1 i () B (1) x;, (x1) = (O | (D) g, ) -

Elemento  Infine, se K e L differiscono per un solo spin orbitale, K 3 x;, # x; € L, allora
di matrice

(K|O1]L) (K[O1|L) = (x| h (1) [x;) = (k[ R (1) [1) .
Viceversa, se K e L differiscono per almeno due spin orbitali,
(K|Oy|L) = 0.

Parte  Veniamo a trattare la parte bielettronica. Abbiamo

bielettronica 1 1
(K|Oz|L) = <K — L> = <K p2t— pl? L> =
1 N(N -1 1
_ Z<K - L>_¥<K — L>.
~ T12 2 r12
i>j

Andiamo dunque a calcolare ’elemento di matrice di 1/r12. Visto che r15 coinvolge solo le
coordinate 1 e 2, “dell’elettrone 1 e dell’elettrone 2”7, occorre che le permutazioni su K e L
siano tali che gli elettroni da 3 in poi occupino gli stessi spin orbitali, affinché i corrispondenti
addendi siano non nulli. Ne viene tra ’altro che se K e L differiscono per piu di due spin
orbitali (almeno tre), ’elemento di matrice di Oz & nullo.

Poniamo allora che K e L differiscano al massimo per due spin orbitali. Entrambi gli spin
orbitali diversi, diciamo X, , x, € K € x;,,X;, € L, debbono allora essere connessi da 1/r12,
mentre o (i) = 7 (i) per ¢ > 3. Dunque,

Klls) = m 2 8 o

: 0ESN_2 TESN-2

12
- [ dxidxa Xy, (1) x5, (2) . xi, (1) xa, (2) = x&, (2) x5, (1) . xi, (1) xg, (2) +

—Xi, ()X, ) ix (2) xs, (1) + x5, (2 x5, () ix 2)x,, (1)

Vo (3)7(3) - - Oo(N)r(N) =
P
= 1 (N =Dk kol o) — (R kol 1o 1),

Dunque, per due spin orbitali diversi, abbiamo
(K |Os| L) = (ky kally lo) — (k1 ka|l2ly) .

Vediamo che succede se abbiamo un solo spin orbitale diverso. Gli spin orbitali per cui
differiscono K e L, diciamo x,, e X;, devono essere connessi da 1/r;o. Tutti gli elettroni non
connessi da 1/r12 devono occupare lo stesso spin orbitale, sicché anche gli altri due elettroni
connessi da 1/715 dovranno occupare lo stesso spin orbitale:

(Klale) = LY S S

m=10€SN_2TESN_2

. / dxydxes X (1) X (2) T—Lxl (1) Xom () — X5 (2) X (1) %xl (1) X () +

X (DX () 7 (2) X (1) + X )X (1) 7 (2) X0 (1)

Oa(3)r(3) - Oo(N)r(N) =

1

12




Elemento
di matrice
(K|O2]L)

Fondamentale
HF

Esempio 1.2
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N =2t ) [(km[lm) = (km|ml)],

m=1

2
N'(

cioe

N
(K02 L) =" [(km|lm) — (km|ml)].
m=1
Infine, occupiamoci del caso in cui L = K. Con gli stessi ragionamenti di sopra, se m # n
sono gli spin orbitali connessi da 1/r12 a p # ¢ dovra essere m = p e n = ¢, affinché non
compaiano prodotti scalari nulli:

N | =
WE

(K|0:] K) = [(mn|mn) — (mn|nm)],

3
Il

1 m#

n
poiché se m = n, (mn|mn) — (mn|nm) = 0, abbiamo

(K |02 K) = 53" [(ma|mn) — (mn|nm)]

N

Se K e L differiscono per almeno tre spin orbitali, recano un elemento di matrice nullo su
0. Se K e L differiscono per gli spin orbitali k1, ks e [1, 2, allora

<K|02|L> = <k1 k2|ll 12> - <k1 k2|12 ll>,

se differiscono per gli spin orbitali k£ e [, allora

(K02 L) = )  [(km[lm) — (km[m)];

infine,

(K05 K) = 33" [(mnlmn) — (ma|nm)]

m,n

Il fondamentale HF si calcola dunque come

Ey

(ol o) = 3 (I (D) m) + 1 3 (malmn) — (maf ) =

m=1 m,n

N
Z m|h (1 22 (mn|mmn)

m=1

Prima di concludere, allo scopo di fissare le idee consideriamo un semplice esercizio

Calcoliamo, in tutti i casi possibili, il valore di
(Yal O1vy) -
Se a # b e r # s, abbiamo
[ba) = Xexp---)
W5 = IXaXs---)
poiché i due determinanti differiscono per due spin orbitali, I’elemento di matrice & nullo.
Se a = b, ma r # s, allora
Wa) = XeXp-o:)
[Wa) = IXsxp---)

percio

(Val O1[py) = (r[h]s).
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Sea#ber=s,
la) = IXeXp---)
[Wp) = XaXe- ) ==IXr Xa--)
percio
(Yol O1lYy) = = (bl hla).
Sea=0ber=s,
[Ya) = IXr X - - )

percio

(Wl O1lwi) = {clhle) = (al hla) + (r|hlr).

C

[.3.5 Sistemi a guscio chiuso

Ancora la  Nell’esempio della molecola di idrogeno, vogliamo passare dagli integrali sugli spin orbitali,
mo}gﬁglgaer?; all’integrazione sugli orbitali spaziali. Consideriamo, nella notazione dei chimici, il valore del
fondamentale HF,

Eo = (Yol 9 vg) = (1[R[1) +(2[Rh[2) +(12[12) - (12]21) =
= LRI + [2]A]2) 4 [11122] — [12]21] =
= [y Bl 9y] + [y B €] + [y 1]y ©1] = [801 ¢[00 ¥, ]

Ora, si ha subito che

[¥1 Rl 4]

/ dry 65 (r1) b (r1) ¥y (v1) = (2 [B] 1)

(1 |1 1] / dry % (01) B (1) by (1) = (2] 1)

In generale,
[ [BlW;] = [ |Rl ;] = (
(Wi k] = [¢;]hy;] = 0.

Per quanto concerne, gli operatori bielettronici

(03010 1] /drldrzdwldww}k (r1) ¥y, (r2) @ (w1) B (w2) r—L?/Jj (r1) ¢ (r2) a (w1) B (w2) =

1Rl %1)

- / drydes 7 (r1) 0 (r2) T—ij (r1) ¢y (r2) = (390, 16y )

A causa della ortogonalita degli spin, se appare solo una singola barra, I'integrale si annulla.
La stessa cosa accade se appare una singola barra per lato.

Dunque, le uniche combinazioni non nulle sono
[7/%‘ "’/’jw)k wl] = [wi 7/Jj|17)k &z] = Wh QZJjWk wz] = Wh ﬂjﬂ{ﬁk "’Z’z] = ("’/’i ij}k 7/’1)-
Infine, per la molecola di Hg

Ey = 2(¢1 |h|¢1) + (¢1 ¢1W1 ¢1) = 2(1 |h| 1) + (11‘11)

Generalizzazione Consideriamo un sistema a N elettroni, con N pari, N = 2N’. Per un sistema di questo
tipo, I’analogo della funzione d’onda |11) per la molecola di idrogeno ¢ dato dalla funzione
d’onda a guscio chiuso HF ristretta:

|"/)0> = |7/)1 7/}1 s z/’N’ 1/’N’> .
L’aggettivo ristretto sta a indicare la richiesta che spin up e down condividano lo stesso orbitale
spaziale, di modo che ogni orbitale spaziale viene a essere occupato da due elettroni. Andiamo
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a calcolare il fondamentale HF per questa funzione d’onda

(Yol 9 lwa) = D (valhlta) +Z V| I |tg >+— Y el atn) = (Yo il ¥y va)}

a,beJ s

b3 0 {a Bl va ) — (B Bul By )} +

a,beJns

b2 Y {Batal Bats) — (Ba ] 0y 00} +
a,be s

T S (G AN S CA FATRY
a,beJpns

nelle notazioni dei chimici

N’ N’
- - 1
(ol Hlo) = D [walblwbal + D [dalh[0a] +5 Do {[Wawal o] = [wq ol ]}
a=1 a=1 a,b€J
1 _ _
+5 D UWaval Go ] — [Lath| ¥y} +

15 S ([Pl o]~ [Ban] 98]} +

Fondamentale In definitiva,
RHF guscio
chiuso

N’
(Yol 9 o) = Z Vol Bla) + Y 2 val by ) — D (Yo tylhy ) -

a,beJ s a,b€J s

Integrale di ~ Definiamo 'integrale di Coulomb come
Coulomb 1
T = (il bp) = / drydea 07 (11) 07 (£2) 0 (1) by (1) =
1
= [ drrdra 1o )~ () 2 0

che, dal punto di vista classico, quantifica la repulsione tra due densita di carica date da
[; (v)]° e [¢,, (r)]*. Chiaramente Jy; > 0.

Integrale  Definiamo l'integrale di scambio
di scambio 1
K = (00l vg) = [ derdea vl (60 6 (r2) 7o (1) 6, ) =
* 1 *
= [ ey dea 07 (00) 0 (r0) 7 (02) 1 (02

Si noti che
Jir = (tk|ik) K= (ik|ki).

Anche l'integrale di scambio ¢ positivo: infatti K;j, ¢ la norma in L? (R* ® R?) della funzione

Y, (r1) ¥y, (r2)

1
VT2 .
Posto

hii = (i[h]19),



Regole di calcolo

Esempio 1.3
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concludiamo

By = 2Zhaa + Z{2Jab - Kab} .
a ab

Veniamo a una qualsiasi configurazione elettronica (ristretta, per cui a ogni orbitale si
associano due spin) e andiamo a calcolare Ey. Usiamo la formula

Eo = [Xalhlxa] + %Z {[Xa Xal X5 X6] = [Xa X6l X3 Xal} -

a=1 a,b

A questo scopo notiamo che

Jii = Ky
Jij = Jj, Kij=Kji
Il primo addendo porta l'ovvio contributo
N
>
a=1

Il secondo addendo & molto pitt complicato. Ogni elettrone non da contributo su se stesso.
Per due elettroni nello stesso livello a-esimo, abbiamo

1
3 {[aalaa] — [aa|aa]l + [@aa|aa] — [aalaa]} = Jaa.
Per due elettroni su livelli diversi, con spin concorde (poniamo up),
1
B {[aalbb] — [ablba] + [bblaa] — [ba]abl} = Jap — Kap-
Per due elettroni su livelli diversi, con spin discorde
1 __ - - _ -
3 {[aa| bb] — [ab| ba] + [bb‘ aa] — [ba| ab}} = Ju.
Riassumendo, ogni coppia di elettroni sui livelli orbitali 7, j, contribuisce con un termine J;;.
Inoltre, le coppie di elettroni con spin paralleli recano anche un termine —Kj;.
Vediamo qualche esempio. Cominciamo dalla configurazione elettronica in cui si hanno due
elettroni con spin concorde su due livelli diversi, 1 e 2,
Eo = hi1 + hoo + J12 — Ki2.
Due elettroni nei livelli 1 e 2 ma con spin discordi,
Eo = hi1 + hao + Jia.
Tre elettroni: due nel livello 1, uno nel livello 2:
Eog = 2hy1 + hoo + Ji1 + 2J12 — Ko,
Quattro elettroni su due livelli:

Ey = 2hi1+2ho+ Jii +J2+2(Jia+ Ji2 — Ki2) =
= 2hi1 + 2hoo + Ji1 + Joo +4J12 — 2K

Quattro elettroni su tre livelli, due nel livello intermedio, i due spaiati con spin concordi:

Ey = hiy+2hoe + haz +2J12 — K12 + Ji3 — K13 + Jog 4+ 2Jo3 — Koz =
= hi1 + 2hoo + hgs + 2J12 4+ 2J23 + J13 + Joo — K12 — K13 — Kog

[.3.6 Configurazioni di spin

Finora abbiamo trattato determinanti di Slater ristretti, cioe¢ ottenuti a partire da spin orbitali



Spin

Spin e
permutazioni

Spin lungo =z

Guscio chiuso

Configurazione
a guscio aperto
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le cui funzioni orbitali fossero eguali per spin up e spin down. Piu avanti nel corso di questa
sottosezione introdurremo il formalismo non ristretto (unrestricted).

I determinanti di Slater ristretti, in generale, non sono autofunzioni dello spin totale

N
S = Zsi
i=1

dove s; & 'operatore di spin per ’elettrone i-esimo.

Come sappiamo & possibile diagonalizzare simultaneamente S? e una componente di S, di solito
si sceglie S,. Nell’approssimazione non relativistica nella quale stiamo trattando la dinamica
elettronica molecolare, la hamiltoniana non dipende dallo spin,

[ij S] = 07

percio & possibile diagonalizzare simultaneamente $), S? e S.. Introdotti gli operatori di salita
e discesa

Sy =S, +iS,

che alzano o abbassano I'autovalore di S, mappando autostati a S, in autostati a S, + 1,
abbiamo

S? = 5,5 -85, +8?
= S_S;+8.+ 5%

Se o implementa la permutazione ¢ nel gruppo simmetrico, sappiamo che ¢ & unitario e che
se B; ¢ un operatore relativo all’elettrone ¢ allora

oBio" = By,
percio
osiol = So(i)z
0810 = Syi)+
da cui
S0t = S., oSiot = S+, 0S%ct = S2.

Dunque, o commuta con gli operatori di spin totale e cosi anche I’antisimmetrizzatore A che
é una combinazione lineare di permutazioni.

Vediamo subito alcune interessanti conseguenze di quanto dimostrato. Anzitutto, il fatto
che i determinanti di Slater sono autovettori dello spin lungo z:

N, — N,
S:xixe o) = SAlxa)Ixa) = ASL X)) Ix2) - = —B-A‘Xﬁ IX2) .- =

2
No — Ng
2
dove N, s ¢ il numero di spin orbitali con spin up (down) nella configurazione elettronica.

IX1 X2 -+ )

Come detto i determinanti di Slater, in generale, non sono autovettori dello spin totale S,
d’altra parte, questo non & vero per i gusci chiusi che hanno spin totale nullo. Infatti, sui gusci
chiusi S, si annulla e cosi fa 'operatore di salita:

Sloriwaty ) = SeAl) [9r) [0) [€2) . = ASy [n) [91) [00) [9) ... =
= A1) [91) W2} o) -+ 1) [01) [ o) [2) - ) =
= 0.

perché ciascun addendo & prodotto di Hartree di vettori con almeno due componenti eguali e
dunque ha antisimmetrizzato nullo.

Lo spin totale di una configurazione elettronica a guscio aperto deriva allora interamente dallo
spin totale degli elettroni spaiati e, chiaramente, non é detto che la configurazione elettronica
con elettroni spaiati sia autovettore di S?. Consideriamo, ad esempio, nella molecola di Ho,



Elettroni
spaiati paralleli

Determinanti
non ristretti

1.3 Struttura elettronica molecolare 29

la configurazione

21) = == (12)[T) - 1) |2)
che ha S, = 0. Abbiamo
S-12D) = = (21D - 1D)2)
SeS-RT) = S - DB+ R - 1R) =
= [21)+|21)

di modo che,
S*|21) = (S45- = S. 4+ 82)121) = [21) + |21),
e |21) non ¢& autostato di S2.

Viceversa, se gli elettroni spaiati sono tutti allinati allora la configurazione elettronica &
autostato di S2

SZTAM I Iy = AS2IN) D) - (1) |- )
Poiché

SN -0 =
SemIn- Al =

Sl 3

si conclude
SLAIN N D) =5 (5 + 1) AN DD )

percio lo spin totale & n /2.

Consideriamo una configurazione elettronica ristretta in cui due elettroni si trovino sul primo
livello e un terzo sul secondo livello. Guardando solo gli elettroni su livelli diversi, abbiamo
i due con spin concorde interagiscono per scambio, a differenza dei due con spin discorde.
Poiché D’elettrone con spin diverso sperimenta un potenziale effettivo diverso dagli altri due,
¢ ragionevole ritenere che la sua funzione d’onda orbitale sia diversa. Omettendo la richiesta
di funzioni orbitali eguali per i due spin indipendenti, aumentiamo il numero dei parametri
variazionali e ci aspettiamo che ’energia HF diminuisca.

Il formalismo in cui si considerano funzioni orbitali diverse per spin up e down, {5}, {wf }, si

dice non ristretto e il metodo Hartree-Fock corrispondente si dice unrestricted Hartree-
Fock (UHF).

Nel formalismo non ristretto si considerano due sistemi ortonormali diversi, ¥7" e 1/1? , e si
definiscono gli integrali di scambio

857 = (ws [uf ).

Chiaramente il sistema di spin orbitali che ne deriva & ortonormale, grazie all’ortogonalita
degli spin.

Per la piccola differenza in energia tra orbitali a spin diversi, sistemi con N, = Ng hanno spin
totale approssimativamente nullo, cioe, approssimativamente si comportano come singoletti.
Se N, = Ng + 1, allora il sistema é approssimativamente un doppietto e cosi via. Un sistema
che ¢ approssimitavimante un (2n + 1)-upletto ha spin lungo z intero e pari a n, percio si puod
espandere in serie di (2m + 1)-upletti con m > n (perché solo essi contengolo spin lungo z pari
a n e tutti gli altri spin lungo z hanno prodotto scalare nullo col nostro sistema).

In generale, il valor medio dello spin totale su determinanti non ristretti (in cui tutti gli spin
spaiati siano allineati) vale

N(fo Na*N
<SQ>UHF:< 2 B>< D) ﬁ+1>+N5_Z

]

2
S’
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T {pf> con

Verifichiamo questa formula in un caso semplice: |K) =

Slalﬁ:<7/)? 1>-

(05 as0f 882 vt asuf 8) = (i asu] B| S84 |05 ezl B ) +
N,

L — N, N, — N5\
= 5+< B)

Abbiamo
(K|S*|K)

2
= (5 a5y B S-S |vf asuf B ).

Andiamo allora a calcolare

(05 a5l B sosi [ut el 8) = (wilal (w7] (81 A°S- 54 ALw5) o) [u ) 18) =
= (@S1al (v7] (81 5-8: A2 ut) |y |0} 18) =
= (et tl (v7](818+) S A% [e0) lo) [0 ) 16) =
= (W51 {el wﬁ (al {15 o) [0 Y 1a) = [ o) 1) ) }
= 1-—
infine,
(K182 1K) =1 |sef|

Uso del L’uso del formalismo UHF & molto utile quando si considerano molecole che dissociano in
nfﬁrﬂ’;ﬁﬁg sistemi a guscio aperto. Si consideri ad esempio la molecola di idrogeno con i nuclei a distanze
molto grandi (cioe la sua dissociazione): in questa situazione avremo realmente gli elettroni
intorno ai due diversi nuclei e non potranno certo essere descritti dalla stessa funzione d’onda
spaziale! Dunque, a distanze di legame molto grande ’energia HF & abbassata (correttamente)

nel formalismo non ristretto.



Capitolo 11

L’approssimazione di Hartree-Fock

In questo capitolo ci occupiamo in dettaglio dell'approssimazione Hartree-Fock il cui contenuto &
stato anticipato nel capitolo introduttivo. Dopo aver ricavato le equazioni nel formalismo ristretto,
vediamo alcune applicazioni e introduciamo basi di funzioni orbitali utili nello studio delle molecole
degli elementi dei primi due periodi.

1.1 Le equazioni di Hartree-Fock

[1.1.1 Derivazione delle equazioni di Hartree-Fock

Metodo  Dato un singolo determinante di Slater |¢g) = X1 X2 ---Xa Xp --- X) energia
variazionale

e vincoli Ey = <"/}0‘ ) |1/}0>

risulta un funzionale degli spin orbitali {x,}. La migliore approssimazione al fondamentale
che possiamo dare usando determinanti singoli si ottiene minimizzando Fy [{x,}] con il vincolo
di ortonormalita

/ dx1 x5 (1) X (1) = [al ] = {a[b) = b,

cioe

(a|b) —dap = 0.
Usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, andiamo a considerare il funzionale reale
(come Ejy)

L [{Xa}] EO {Xa Zgba ‘b - 6ab)

La realita di £ impone

LI = L£7{xa} = Eo[{xa}] Zé‘ba {bla) =dap) =

Eq {X(L Zsab - ab)

percio
€rp = €ba-
Minimizzazione La minimizzazione di L si ottiene eguagliando a zero la prima variazione in £ per effetto
di £ della variazione
Xa = Xa + 0X,-
Abbiamo
6L =0E)— > &pa(0(alb) —dap),

a,b
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tuttavia

§(alb) = (Xo + 0xXa IXo +0X5) — (Xa IXb) = (OXa IX0) + (Xa 19X0) 5

mentre, essendo

Bo= 3" (xal B lxa) + = 3 10 0] Xa X} — (X0 X6l X0 Xe)]

2
a a,b
abbiamo
1
0Bo = Y {(0xal PlXa) + (Xal B10Xa )} + 5 D 00X X0 Xa X0} + (Xa X5 Xa X5) +
a a,b
+ (Xa Xs| 0Xa Xb) + {Xa Xol Xa 0X5) — (0Xa Xbl Xb Xa) — (Xa OX5| X6 Xa) +
— (Xa Xbl 0Xp Xa) — (Xa Xl X6 0Xa)] =
1 1
= Xa:<5><a| hixa) + 5 Zb: (0xa X0l Xa X6) + 5 Zb: (Xa X5 Xa Xo) +
1 1
=5 2 (0% X5 X0 Xa) = 5 D (Xa X5 X0 Xa) + .
a,b a,b
Ora,
D X Xa X6y = D (06X Xal Xo Xa) = D {0Xa X6l Xa X5)
a,b a,b b,a
infine,
6Ey = Y (0xalhIxa) + D {(0%a X0l Xa X6) = (X0 Xol Xp Xa)} + .00 =
a a,b
= > (Oxalhlxa) + D AI6Xa Xal X6 X5 = [0Xa X5] X5 Xal}
a a,b
Visto che
D ead (alb) = eba (6XaIX6) + D Ea (Xa [6X5) = D Eba (0xa [X6) + > €ba (5X3 IXa )™ =
a,b a,b a,b a,b a,b

= ) e (0% IXe) T Dm0 1Xa) =D Eba (6Xa IXe) + D e (00 IX6)" =
a,b a,b

a,b a,b

= Zsba (0x, Ixp ) + coC.

a,b

Ne abbiamo che

0L = D> (0xal B lxa) + D A10%a Xal Xo X6] = [0Xa Xol X6 Xa] — €40 (0Xa [X5)} + c.. =
a a,b
= ;/dxl ox (1) {h(l)Xa(1)+§/dx2 [XZ (2) EXQ(l)Xb (2) — x5 (2) EXb(l)Xa (2)|+

— EbaXp (1)} +c.c.
Definiamo 'operatore coulombiano come il seguente moltiplicatore

B(1) = / dxs [x, (2)2 —

12

che & una sorta di potenziale dovuto alla distribuzione di carica |, (2)|*. Inoltre, introduciamo
l'operatore di scambio dato da

i (1) xa (1) = [ [ dxa6 2 —x @)] w ).

Si noti come i valori medi degli operatori definiti coincidano con gli integrali coulombiano e di
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scambio introdotti nel capitolo precedente

(XalJb1Xa) = laalbb];
<Xa|ﬁb‘Xa> = [ab|ba]
Allora
N N N
0L = Z / dx; 5X: (1) {h (1) Xa (1) + Z (31) (1) - R (1)) Xa (1) - Zal)aXb (1)} + c.c.
a=1 =1 vl

Poiché le variazioni sono arbitrarie sia dx, diversa da zero, allora indicando con A il contenuto
della parentesi graffa

0Xq A+ 0x, A" =
8 (ixa)” A+ 0 (ixa) A"
dalla seconda equazione ricaviamo
—Oxp A+ ox, A" =0

sottraendo dalla prima si ha A = 0. Infine, per ogni a € Jy
N N
R+ 3 (1) =R ()] xa (1) = enaxy (1)
b=1 b=1

Introdotto 'operatore di Fock

concludiamo

N
FMxa) =D evalxe)
b=1

e questa ¢ I’equazione di Hartree-Fock.
[1.1.2 Forma canonica delle equazioni di Hartree-Fock

Vogliamo scrivere le equazioni di Hartree-Fock sotto forma di pseudo-problema agli autovalori.
A questo scopo cambiamo gli spin orbitali, passando a una loro combinazione lineare.

Consideriamo cioé
!
Xa = E XbUba
b
dove Uy, = [U],,, con U trasformazione unitaria N x N

vltu=uut =1L

In questo modo il set {x/,} ¢ ancora ortonormale essendo

Ol = / dx1 x; (1) UUanXa (1) = 3 UzUasbea = Y |U'] U]y = dure
c,d

c,d c

Definita la matrice

xi (1) o xn (1)
A= : . : )
X1 (N) ... XN (N)
abbiamo
[o) = L det A.

Vol

Come si vede subito eseguendo il prodotto righe per colonne il determinante di Slater ’w6>
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costruito a partire dagli spin orbitali {x/,} & descritto dalla matrice
=AU
percio
/ 1 et i
lvo) = Wi det AU = Wi det A = €' |¢))

e 1 due determinanti di Slater rappresentano esattamente lo stesso stato del sistema, percio
definiscono il medesimo valore per il fondamentale HF FEj, sicché possiamo usare !1/)6> anziché

|100)-

Riscrittura delle  Sfruttiamo la proprieta determinata per rendere pit semplice il sistema di equazioni di HF.
equazioni di HF 1, ye1tendo la relazione che definisce gli spin orbitali x/, abbiamo

Xa =) XUl
c
Per ogni a € Jy abbiamo

Zh(l)xlc ca + Z /dX2 |:X(’ Ub(Xfob ( )UT Xc ch Xfob( )X;UZTG:|

beifl
Z sl)anbXé (1)
b,c

dunque,
1 L 1
S RON WL+ 3 [y (XX (00, =X (000
e, f,l
Zgba ch
* * 1
> h(1)x.(1) UIa+Z/dX2 {x’c XZ—XzUla X axé(l)xéUL}
c c,l
> el (1)
b,c
percio,

1 L1
SO0+ 5| fan e ol - | [ @5 e) v
Zsbanch 1
b,c

Infine, le equazioni di Fock divengono, per ogni a € Jy

Z 1)4‘232(1) - & ()| x. (HU, = Zﬁba wxe (1
b

(&
A questo punto moltiplichiamo ambo i membri per U,y € sommiamo ambo i membri su a:

SR+ 3 1) - & (1)
b

2|2 3, 1)

D+ 3 1) -8 1)
b

Poiché, come dimostrato, € & una matrice hermitiana essa ¢ diagonalizzabile unitariamente,

Xe WM ULUas = > UlealUaax’. (1)

a,b,c

Xe(dea = > [Ulel] X, (1)

C

Xa (1) = Y [Ulel] X (1)

C
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percio esiste U di modo che
U'eU = diag (&, .. .,ey)
sicché

h(1)+) 31 -8 1)

b

R+ 3 (1)~ & (1)

b

Xa(1) = Zglcécdxlc (1)

xa(1) = eaxa(1)

Tirando via gli apici, otteniamo le equazioni di Hartree-Fock in forma canonica

Xa) = €alXa)

h(1)+ 3 (1) — & (1)
b

FWxe) = ealxa)

In questo modo le equazioni di Hartree-Fock assumono la consueta forma di uno pseudo-
problema agli autovalori.

Determinato un set di spin orbitali, come abbiamo visto, si pud produrre un’infinita di set
equivalenti, semplicemente usando trasformazioni unitarie.

1.2 Interpretazione delle equazioni di Hartree-Fock

[1.2.1 1l teorema di Koopmans

Il calcolo variazionale porta alle equazioni di Hartree-Fock nelle quali 'operatore di Fock ¢ non
lineare presentando una dipendenza funzionale. L’equazione consente di determinare N spin
orbitali x, i quali formano lo stato fondamentale HF |t} che & la migliore approssimazione
fattorizzata dell’energia dello stato fondamentale del sistema.

Una volta determinati gli spin orbitali detti e sostituiti negli operatori integrali e di scambio,
f diviene proprio un operatore lineare e possiamo passare a considerarne ’equazione agli
autovalori propriamente detta

fIxa) =eilxq) -
Per costruzione i primi N autovettori di f sono i x, di cui sopra, cosl come i primi /N autovalori

sono gli g,. In questa sottosezione vogliamo interpretare il significato di autovalori e autovettori
dell’operatore di Fock ottenuto tramite le soluzioni dell’equazione HF'.

Siano |x;) le soluzioni delle equazioni HF, allora

Gl fIx:) = e€is

percio
h+> 3 — %

& = <Xi
b

= (ilhli)+ Y _ (iblib) — (ib] bi)

b

Xi> = (X [Pl xs) + Z (X [3pl x3) — (6 1Rl xa) =
b

In particolare,
€q = (a|h|a) —|—Z (ablab) — (ablba)
b#a

dove abbiamo aggiunto b # a perché per b = a scambio e interazione coulombiana si
semplificano. Per uno spin orbitale virtuale invece

N
er = (r|h|r)+ > (rb|rb) — (rb|br)
b=1
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dove la somma corre su b ed & come se il sistema contenesse N + 1 elettroni.

Un altro aspetto interessante riguardo alle energie ¢; si ha notando che

N
Zea—z hla)+) " (ablab) — (ab|ba),
a=1 a,b
laddove
a 1
E(,:; alh|a) 52; ablab) — (ablba)

percid Fy non é dato dalla mera somma degli €, perché quest’ultima conta due volte le
interazioni coulombiana e di scambio tra gli elettroni.

Consideriamo il sistema iniziale al quale sia stato tolto l’elettrone nello spin orbitale c.
Possiamo pensare che lo stato finale, al termine dell’estrazione, sia

S

Se, appunto, assumiamo che lo stato del sistema ionizzato sia ben descritto da [N ~1¢,) (la
qual cosa & veramente poco realistica, non essendo sensato che gli spin orbitali del sistema
ionizzato coincidano con quelli del sistema iniziale), allora il potenziale di ionizzazione (IP)

Ionizzazione

vale
P=""1g - NEg,.
Tuttavia
N-lp o <N711/’c‘53 |N71wc>
NEo = (Mo 9 [Veo)

Ora, come dimostrato nel corso del primo capitolo

(KI9IK)=">_ (ilhli)y+ > (ijlig),
i occupati 4,j occupati
percio
NEy = ) (alhla) ZZ ablab) — (ab|ba)
NHE. = ) (alhla) ZZ ablab) — (ablba) =

ac a;éc b#c
1 1
= By —(clhle) = 5D (aclac) = 5 (eblleb) =
ac b#c
1 1
= VB —(clhle) =5 > (belbe) = 5D (cblleb) =
b#c b#c
= VEo —(clhle) =Y (befbe) = VEy ~ <.
b#c

Infine, nell’approssimazione in cui gli spin orbitali sono congelati nella ionizzazione, il
potenziale di ionizzazione vale

IP = —¢..

Affinita
elettronica

Consideriamo il caso in cui al sistema si aggiunga un elettrone nello spin orbitale x,.. Poniamo
che al termine dell’operazione lo stato del sistema sia

‘N+1wr> =xq---

L’affinita elettronica (EA) per questo processo &

EA="E, - Nt1Eg" .

XNXr>
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Abbiamo
1
N+1ET’ — — —
;<a|h|a>—|—<r|h\7‘>+2;<ab|ab> (ablba)+
ST by — (rblor) + 2 S (arlar) — (arlra)
2 a T T T T B a ar|iar ar|ra
= NE0+<T|h|T>+Z<7‘b|7‘b>=NEo—l-ET,
b
infine,
EA = —¢,.
Valgono le equazioni
N_lEc_NEO = —&¢

NEO o NJrlE’l“ —&,.

Dunque, nelle approssimazioni dette, —e. & ’energia che bisogna dare al sistema per prelevare
Ielettrone nello spin orbitale ., mentre €, & ’energia da fornire per aggiungere un elettrone
nell’orbitale x,.

Come detto, la supposizione secondo la quale i sistemi finali condividano gli stessi orbitali di

quelli iniziali & del tutto irrealistica. Passando a una nuova HF per i sistemi nello stato finale,
abbassiamo il valore della loro energia. In questo modo, il teorema di Koopmans fornisce una
stima per eccesso del potenziale di ionizzazione e per difetto dell’affinita elettronica.
L’errore rispetto al valore effettivo nella stima alla Koopmans ¢ dato, oltre che dall’energia data
dal rilassamento degli spin orbitali non piu considerati congelati (energia di rilassamento),
anche dall’energia di correlazione di cui non si tiene conto nel formalismo HF. Poiché ’energia
di correlazione é piu grande per sistemi con pitt alto numero di elettroni, nel calcolo alla
Koopmans dell’IP si ha una compensazione degli errori (di rilassamento e correlazione), mentre
nel calcolo dell’AE gli errori si accumulano, percio il risultato per I'affinita elettronica & quasi
sempre inattendibile.

[1.2.2 1l teorema di Brillouin

Se si considerano i determinanti singolarmente eccitati costruiti con il metodo Hartree-Fock
troviamo una proprieta importante che & data dal seguente

Se $ é la hamiltoniana elettronica, allora

(Yol 9 [¥g) = 0.
Infatti,
(ol H1w5) = (alhlr) +> (e Xol Xr X6) — (Xa Xol X6 X0) =
b
= (alhlr)+ > (Xal T — R lx,) =

b
= <Xa|f‘Xr>:€r<Xa|Xr>:0.

I1.2.3 Hamiltoniana Hartree-Fock
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Hamiltoniana  Una volta risolto il problema della determinazione dei {x,} e quindi definito 'operatore di
HF  Fock f (i), possiamo introdurre la cosiddetta hamiltoniana Hartree-Fock:

ﬁOEZf(i).

Con questa definizione abbiamo
N

HoAlX1) - [xn) = ADo [x1) - [xn) = (Z 6) Alxy) - Ixn) =

1=1
N
(Zs) X1 XN
=1

sicché tutti i determinanti di Slater costruiti a partire dal set di autovettore di f divengono
autovettori dell’hamiltoniana di Fock.

9o lx1---Xw)

Potenziale HF  Introdotto il potenziale di Hartree-Fock

N
VIR (@) =) (36 (6) — & (1))

b=1
abbiamo
N
K0 =D h(i)+ V™),
=1
mentre
1
5=y h+ Y
i=1 iog>i Y
Posto

1 HF (;
VEn-90=3 2 —-> V@)
i og>i Y i
é ragionevole ritenere di poter trattare V' come una perturbazione di ).
Teoria delle  In questo modo il fondamentale esatto viene a essere espresso come
perturbazioni

(PT) Eo=EQ +EMN + ...

dove E(()O) ¢ il livello pin basso della hamiltoniana imperturbata, cioe

N
E((]O) = Z €a-
a=1

Fondamentale  Come si vede il fondamentale HF & gia corretto rispetto alla teoria delle perturbazioni (PT)
HF e PT  ,1)°ordine zero. Dimostriamo che, in effetti, il fondamentale HF, Ey = (o] H11g), & corretto
al primo ordine in PT, cioé

Ey=EY +E\.
Infatti, come dimostreremo nel corso del capitolo IV,

EM = (4o V Itbg) s

percio

Eo = (o] 91%0) = (o] 0 [9) + (ol V |v00) = ES” + EV.

La PT puo correggere il fondamentale HF al piu al secondo ordine.

1.3 Le equazioni di Roothan

In questa sezione ci occuperemo del livello fondamentale per un sistema a guscio chiuso, che
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contenga, cio¢, un numero pari N = 2N’ di elettroni. Useremo il formalismo ristretto.

[1.3.1 Hartree-Fock ristretto per sistemi a guscio chiuso

Il primo compito che vogliamo assolvere in questa sottosezione ¢ quello di ottenere delle
equazioni equivalenti alle HF, ma contenenti solo termini orbitali.

Sia x; (x1) = 9; (r1) @ (w1) (analogo ragionamento si puo seguire per lo spin 3). Abbiamo

fx)x;(x1) = gx;(x1),
fx)Y; () a(w) = e9;(r1)a(w)

intergiamo ambo i membri nello spin dopo aver moltiplicato a sinistra per o* (w1),

wala* (wl)f(xl)a(wl)} Y (r1) = e, (r1)
fr);(r) = g5, (r1)

avendo definito 'operatore di Fock a guscio chiuso

f(r)= /dwl o (wr) f (x1) @ (wr) .
Ora,

N
1
£ox) = (e + 3 [ dxax (xe) - (1= P x. ()
c=1
dove Pj5 ¢ 'operatore di scambio delle variabili x; e x5. Dunque,

f) ;) = / dwoy o (w1) b (1) @ (1) W, (1) +

S * " 1
+z;/dwldX2 o (wl) Xe (XZ) E (1 — P12) Xe (Xg) o (wl) q/)j (rl)

1

X () a(wn) v () +

N

= h(r1)y;(r)+ Z/dwlde o (w1) X5 (x2)
c=1

N
-3 [ dondxaa” (@) x (x2) o (1) ) 0 )

N 1

= bl )+ Y e () o (xa) ) +
c=1

N 1
-3 [ denixaa” (@) x; (x0) 7o o) () 5 ).
Poiché il sistema ¢ a guscio chiuso,
N/
fr);(re) = h(ry);(r1) +Z/dw2 dry ™ (wa) Py, (r2) T—La(wz)wc (r2) % (r1) +
c=1

1

T12

N
+Z;/dw2 dry % (wa) ¥} (r2) — B (w2) P, (r2) ¥; (r1) +

o 1
=3 [ drdusdraa (1) a” (@2) ¥ (12) - (w0) (1) @ (@) 0 ()

N’ 1
- Z/dwl dws dry o™ (w1) 8" (w2) ¥y, (r2) — B (w1) ¥, (1) o (w2) P (r2)
—1 T12

N’ 1
= )y )+ Y2 [ dra vl () v (1) 0 (1)
—1 12
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N/
" 1
- Z/dm Yy (r2) —; (r2) ¥, (r1)
= 712
definiti gli operatori coulombiano e di scambio a guscio chiuso come
. 1
[ 2w e - (e
12
. 1
Kyp; = / dra U (r2) ==t (r2) . (1)

Jp

concludiamo
N
Fe) ey (rn) =h(r) g, (r) + > (20 — Ke); (r1)

c=1

Infine, abbiamo le equazioni di Hartree-Fock nel formalismo ristretto a guscio chiuso

N/
h(r)w; (1) + > (20 = Ke) v, (1) = g5¢; (1)
c=1

[1.3.2 Le equazioni di Roothan

Le equazioni di Roothan mirano a ridurre (con una approssimazione) le equazioni HF a
equazioni algebriche, solubili in modo standard. L’approssimazione & dovuta all’espansione
delle soluzioni delle equazioni HF su una base finita di funzioni. Per procedere in questa
direzione, ci riferiamo ovviamente alle equazioni nella loro forma orbitale valida per sistemi a
guscio chiuso.

Consideriamo il set di K funzioni di base {¢, (r)}
orbitali molecolari ¢;. Poniamo

ueJ ed espandiamo su di esso gli incogniti
b K

K
b= Cuit,
p=1

forzando cosi le soluzione del nostro problema ad appartenere allo spazio generato dalle ¢,,.
Cosi facendo il nostro problema diviene quello di determinare i numeri C;.

Si tratta di risolvere

F)Y Cuio, =ei Y Cuit,.
v v
Moltiplicando ambo i membri per QSZ e integrando in r; troviamo

> Cui [ a6, (101 ()6, () =&Y Cut [ dra 67, (1, ().

Ammettendo pure che le ¢, possano non essere ortogonali (ma supponendo che siano
normalizzate e linearmente indipendenti) definiamo la matrice K x K hermitiana

wwz&wz/mmmnﬁm

che si dice matrice di sovrapposizione. Chiaramente, essendo le funzioni normalizzate
|S,w| < 1eS,, = 1. Come matrice, S ¢ strettamente positiva, come si verifica immediatamente
(c'Sc & un prodotto scalare in L2, percido se ¢ nullo cup, = 0, cioe ¢ = 0). Dunque,
poiché hermitiana, S potra essere diagonalizzata unitariamente e avra autovalori strettamente
positivi.

La matrice di Fock ¢ data da

[F],, = F = / dry ¢ (1) £ (1) &, (1)

di modo che F viene a essere una matrice X x K hermitiana.
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Equazioni  Con le posizioni fatte,
di Roothan

Z Fuucyi =& Z SHVCVi'

Definita la matrice € = diag (¢1,...,en), cioé

[E] y13% = EH(SN'V

abbiamo
[FCl,; = [SCl,ei=) [SCl,ed.i=)_[SCl,,[el,
FC = SCe ’ ’
dove
(€], = Cpu-
Notiamo che
CisC =1
infatti,
oS Cuj = CiCoy [ dra 6], (11) 6, (x1) = / dry 5 (r1) ¥ (r1) = 65
sicché

ClFC=¢

percio si tratta di diagonalizzare la matrice F.

11.3.3 Matrice densita di carica

Per un sistema a guscio chiuso descritto da un singolo determinante di Slater la densita di
carica vale

.
r)=2Y [¢, ()

Chiaramente l'integrale di p (r) reca N. Allora

N
2) > 65 (1) CraChady ( Z 22 (r) ¢, (r) =

a=1 p,v
> Pud) (x) 6, (x)
%%

avendo definito la matrice densita di carica come

[P, = #,,f2z

p(r)

Osserviamo che

N’ N’
4 Z chj\acuas,\gC:bC(,b:

NoeJg a=1b=1
N’ N’
= 42 Z CM(LC;I; Z Ci/\s)\acab =
a=1b=1 NoeJi
= 42 Z Cp,acl,b6ab - 4ZC C* = ]pu
a=1 b=1
PSP = 2P

perciod se la base fosse ortonormale P/2 sarebbe idempotente e, essendo hermitiano, sarebbe
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un proiettore ortogonale.

Andiamo a scrivere 'operatore di Fock orbitale

fo) = A +Z / dry 0} (02) = (2. Pra) by (52) =

= h(r +22/dr20 )T—L@—Pm)cub(bu (r2) =

b=1 p,v

= Z Z bCub/dl‘z o, (1‘2)%(2—]‘712)% (r2) =

12

= h(r 2E:Pw/drggf) (1‘2) ! (2—P12)¢ (r2).

[1.3.4 Espressione per la matrice di Fock

Hamiltoniana  Indicando il prodotto scalare L? con (-,-),
di core
N/

Fop= (0, 16,) = (6,,h6,) +2)_ (6,,(2]s — K1) 6,) -
b=1
Definiamo il primo addendo come H' elemento di matrice della matrice hamiltoniana di

core:
[HCOI’S]VM — ngre'
Naturalmente
Hit = T+ Ve
dove
1 .
Ty = -5 [dnéi )i, )

nuc
Vou

,Z/dmf, o R|¢ (1)

Infine, con ovvie notazioni,
HCOI‘C — ']I‘ + VHUC

Matrice di Fock  Detto questo, andiamo a calcolare F, abbiamo

B = H 4 53 Pon [ e 1) 63,60 2 (2 Po) 0, (009, () =
Ao

1
HSZrE-}-ZPO_)\ {(V/,L)\O') — 5 (VO'|)\M)}

Ao

Introdotta la matrice G i cui elementi di matrice siano
1
Gon =3 P {wulre) -5 valan]

concludiamo
F = H*" + G.

Come si vede, l'unica parte fissata una volta fissata la base ¢ la hamiltoniana di core, visto
che in G compare la matrice densita di carica che & incognita. In altre parole, a fissata base
si ha F = F (P) o, equivalentemente, F = F (C).
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[1.3.5 Ortogonalizzazione della base

La risoluzione delle equazioni di Roothan,
F(C)C =SCe

si semplifica se scegliamo le funzioni di base in modo che S sia diagonale. Per ortonormalizzare
il set {¢u} si utilizza una matrice X (invertibile, di modo che il set finale sia ancora
indipendente) per definire

¢;,L = ZXVN¢D)
e si richiede che
[ o )6 (1) = 6
cioe

DD / dry X5, Xou$5 (r1) 6, (r1) = Y X3, 500 X0, = [XTSX] "
Ao Ao

percid deve essere

XisX =1L
Poiché S ¢ hermitiana, esiste una matrice U unitaria talché, se §' = diag(s1,...5x) ¢ la
matrice degli autovalori di S, allora

UfsU =§'.

Ora, per ortogonalizzare S esistono due modi: la diagonalizzazione simmetrica e la
diagonalizzazione canonica.

Ortogonal- L’ortogonalizzazione simmetrica consiste nel porre
izzazione 1/9
simmetrica X =852 =ys -2yt

dove il secondo membro ¢ ben definito, perché, come detto, S ¢ positiva, cio¢ s; > 0, sicché

S'V2 = diag (1/+/51, ..., 1/\/3K) -

Poiché S'~1/2 & invertibile, cosi ¢ pure S™1/2 e siccome questa ¢ hermitiana, concludiamo

S—l/Qgg*l/? _ Sl/QS—l/Q =1L

Ortogonal-  Un’altra possibile ortogonalizzazione ¢ quella canonica che consiste nel porre
izzazione 1/9
canonica X = US-~ /
x, = Ui
S V)
S .

J
In questo modo,

8/71/2UTSUS/_1/2 _ Slfl/QSlglfl/Q =1

Dal punto di vista numerico le due ortogonalizzazioni proposte possono avere problemi se si
incontrano autovalori della matrice metrica molto piccoli. In questo caso, la base si avvicina
a essere linearmente dipendente (si parla di base ridondante) e si puo scegliere di troncarla,
in modo da eliminare gli autovalori bassi. Se per esempio gli ultimi m autovalori sono al di
sotto di un dato standard di ridondanza 0 si puod decidere di eliminarli usando la matrice

2 2
Ull/sl UlK—m/SK_m
X/ — . .
2 2
UKl/Sl UKK—m/SKfm
di modo che si finisce con 1'usare una base a K — m funzioni.

Riscrittura ~ Comunque si proceda alla ortogonalizzazione della base, cioé comunque si scelga X, poniamo
delle equazioni
di Roothan C = XU



Descrizione del
metodo SCF

44 Il L’approssimazione di Hartree-Fock

C' = X'C
sicché le equazioni di Roothan divengono
FXC' = SXCe
XIFXC’ X'SXC'e
XIFXC' = Cle.

Mostriamo che
X'FX = F

dove F’ & la matrice ottenuta a partire dalle funzioni ortonormali QSL e dove

K
Vi = Z CLML-
p=1

Infatti,

S [ i X505 1) £ (1) 6, (00) X = [ dra 6] () £ 1) 6, 10)
Ao

K
D Clidl = CliXoud, =Y Cuid, =,
p=1 v v
In definitiva, si tratta di risolvere
F'C =Cle,
poi, per avere C, basta calcolare

C =XC.

11.3.6 Il metodo del campo autoconsistente (SCF)

Per risolvere le equazioni di Roothan si deve ricorrere a un metodo iterativo. La pit semplice

procedura che si possa immaginare & quella del campo autoconsistente (o SCF, self-consistent-
field):

1. scegliamo la geometria molecolare {R,} e una base di K funzioni b

2. calcoliamo le matrici S e H™; calcoliamo gli integrali (pv|Ao);

3. diagonalizziamo la matrice S e calcoliamo X avendo scelto una ortogonalizzazione;

4. scegliamo una matrice densita P tentativo (ad esempio, P = 0, non ¢ detto che questa sia
la scelta migliore);

5. calcoliamo la parte bielettronica della matrice di Fock e dunque F;

6. calcoliamo F/ = X'FX;

7. diagonalizziamo F’ ottenendo € e C’;

8. calcoliamo C = XC';

9. calcoliamo P;

10. controlliamo se il processo & giunto a convergenza (il metodo migliore & confrontare i valori
per l'energia e richiedere che essi siano entro una determinata soglia, di solito si sceglie
10~ in unita naturali);

11. se non si ha convergenza si torna al punto 5 usando la P trovata.
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Il fondamentale HF' che si trova a ogni passo ¢ dato da

N/
EO = 2Zhaa + ZQJab - Kab,
a=1 a,b

core
l/llHu,y

ma
N/ N/
€a = faa = Z h(m + ZQJab - Kaby
a=1 b=1
percio
N/
EO = Z (h(m + Ea)
a=1
Ora,
haa = '¢ |hW ZCZG/CV@<¢ |h|¢ Z
ca = (ValfI¥,) Zc;; Cua (.| Fl6,) = ZC::QCWFW
Infine,

1
=3 Z Py (H® + Fu) .

11.3.7 Calcolo di osservabili

Come abbiamo dimostrato nel primo capitolo, il valor medio di un operatore somma di

operatori monoelettronici,
N
Oy =) 0(i)

i=1
¢ dato da

N

(tho |O1| o) = Z Xal O (9) [Xa ) -
a=1

Se O (1) ¢ indipendente dallo spin e il sistema ¢ a guscio chiuso, allora
N/

(P9 [01] %) = 2> (W] O (i) [, ) -

a=1

Se 1), deriva dalla soluzione delle equazioni di Roothan, abbiamo

N/
(o 101|1hg) => Pop(0,|O(1)]6,).
a=1

Il momento di dipolo della molecola nella fissata configurazione {R,,} dei nuclei vale

S

N
n=- <7/)0
i=1

N
1/’0> + Z ZozRaa
a=1

poiché si ha a che fare con operatori monoelettronici,

N’ N
=Y Pl rild,) + > ZaRa.
a=1

a=1
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Come abbiamo visto la densita di carica elettronica & data da

N/
2
p) =2 [0, @) = > Pugy()o, ().
a=1 wuveJi
Vogliamo qui occuparci degli aspetti quantitativi dell’analisi di p. Calcoliamo ad esempio il
potenziale statico che essa genera a grandi distanze. Sia P ¢ supp p dato dal vettore R, allora
il potenziale in P vale

_ [_r()
V(R)_/|r_R| dr
Tuttavia,
1 2 2 2 71/2 1 8 1
= - X -Y -7 ~— —
r_R| {@-0"+ -1+ - 27} |R\+§l:ﬁarl|r7R\+
1 0? 1
+§ kzl:rlrk Orory, vt — R| T
visto che
0 1 1 _3 _3
- = _Z9(p = — = —(r — —
o |I‘ — R| B (’I“l Rl) |I‘ R| (’I“l Rl) |I‘ R|
o 1\ _ B
Ori [r = R[ |, RJ’
32 L = —Our—R|7P+3(r —R)(rg — Rp)[r —R|™° =
Orior; |r — R| lk : DA »
02 1 _ 3RiRy, —ou R
Or0ry ‘I‘ - R| =0 ‘R|5
Infine,
N R 1 < 3R;Ry, — i |R)?
V(R)%——i——['/drrp(r)—i—— /drp(r)rlrk
R[ * |R® 2 12; R|®

Nel primo addendo compare il dipolo elettrico

[arrot) - 2%1 [ o, ) =

dove p é 'operatore somma delle posizioni.

Nel secondo addendo dell’espressione compare il quadrupolo abbiamo

2° addendo = /dI'p (r) ngTk

12 3RRy, — 61 |R[
343 R

1 < 3R R — 61 |R)? / 3 1« 3R? — [R)? / r|?
= = drp(r)-riry — = — [ drp(r) — =
R AR R
1 3R1Rk — 6lk |R,|2 / 3 1 SRZRI@ — ‘R|2 / |I'|2
= = d 2 _Z Stk 1M g o
32 |R\5 rp(r) 27‘17"k 3 Z \R|5 rp(r) B
L,k 1,k
_ l 3RIRy, — 01 |R,|2 /dI’p(I‘) 3rirk — ik |I“2
343 R|’ 2

definito I'operatore di quadrupolo elettrico come

_ 37“[7“k — 6lk ‘I’|2

011 5



11.4 Modelli di calcolo sulle molecole H> e HeH 47

abbiamo

ﬁ _R l Z 3R Ry — 5lk |R|2 <01k’>

() +
39 R

[1.3.8 Analisi della popolazione elettronica

Analisi alla  Poiché il numero di elettroni é U'integrale della densita elettronica

Mulliken
N’ N’
N = ZZ/dr Y, (r))* =2 ZZZ/dr C;uCuaty (x) 6, (t) =YY P Sy = TrPS.
a=1 °w nov

v a=l1

Se prendiamo le funzioni di base centrate sugli M nuclei abbiamo

N=> > [P, =) Qa

a=lvea

dove v € « indica la somma sulle funzioni centrate sul nucleo a-esimo. Dunque, possiamo
interpretare ), come il nucleo di elettroni localizzati sul nucleo . L’analisi delle popolazioni
alla Mulliken consiste nel porre eguale a

qa = Za - Qa
la carica netta sul nucleo a-esimo.

In generale, questo tipo di analisi é fortemente dipendente dal tipo di funzioni di base che si
usano.

Indici di legame  L’indice di legame (ci dice se il legame ¢& singolo, doppio, ecc.) ha diverse definizioni a seconda
del set di funzioni di base che si usa:

(i) base ortonormale:

(a) una sola funzione per atomo:
PAB = P;u/
dove ¢, ¢ la funzione centrata sul nucleo dell’atomo A e ¢, ¢ quella su B;

(b) pit funzioni per atomo:
Was =2 > P
nEAVEB

indice di legame di Weber.

(ii) base non ortonormale:

bap = Z Z [PS],,, [PS],,, -

nEAVEB

La valenza dell’atomo A nella molecola data si definisce come

> bas.
B

Esempio II.1  Preso un set di funzioni minimale e andando a considerare le molecole di etano (CoHg),
CoHy e HCN, troviamo che 'indice di legame b carbonio-carbonio nelle prime due vale 1.01
e 2.01; lindice di legame C — H vale 0.98 nelle prime due molecole e 0.97 nella terza. Infine,
nell’acido cianidrico, I'indice b per il legame triplo carbonio azoto vale 2.99.
Nella prime due molecole il carbonio ha valenza 3.97, nella terza, 3.96, mentre per l'idrogeno
= troviamo 1.00 e 0.98. La valenza dell’azoto risulta 3.00.
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11.4 Modelli di calcolo sulle molecole H, e HeH™

In questa sezione vogliamo applicare il formalismo Hartree-Fock a due semplici molecole che
servono come modello per molecole diatomiche omonucleari ed eteronucleari: Hs ¢ HeH™.
Prima di procedere, introduciamo i set di funzioni di base che useremo.

[1.4.1 STO, GTO e STO-nG

Fissato il sistema molecolare, una base deve contenere almeno una funzione orbitale ogni
due elettroni. Come in parte anticipato nel primo capitolo, una base minimale fisicamente
conveniente & data dalla scelta per ogni orbitale atomico nim (al variare degli atomi nella
molecola) di una funzione di tipo Slater nim,

cosmep,, m >0

STO (.. _ . n—1 _—¢|r—Rq|plml .
1) (r —Ry) = NMam |t — Ry e P (0a) sinmep, , m < 0

nlm

dove N1 € la costante di normalizzazione:

1/2
N = 20" 2+ 1(1—|m|)! 1 /
TR 21 (L [m)! 20
Alternativamente si possono usare le Gaussian Type Orbitals (GTO), di cui diamo due esempi
WO Ry = Ne MRl
2\ 3/4
v- (2
0
¢§pTzO (r—Ry) = N(z—2Z,) e Mr—Ral®

Le funzioni di Slater sono migliori perché descrivono il giusto andamento degli orbitali
molecolari sia a piccole distanze, sia, soprattutto, a grandi distanze, dove le GTO decadono
troppo rapidamente. Inoltre, le STO rappresentano gli orbitali corretti per ’atomo di idrogeno.

La ragione per cui si preferisce usare le gaussiane sta nel fatto che in una procedura SCF
compaiono integrali del tipo (pv|Ao) in numero pari a

1/1 1 K*
3 (iK(K—Fl)) <§K(K+l)+1> ~
Si tratta, dunque, di valutare un enorme numero di integrali del tipo

/drl dry ¢ (r1 — Ra) 63 (r2 — Rp) T—L% (r1 —R¢) ¢, (r2 —Rp),

che, in generale, arrivano a coinvolgere quattro centri diversi.

Ora, mentre il prodotto di due gaussiane su centri diversi ¢, a parte una costante, una gaussiana
su un terzo centro, il trasferimento di centro di funzioni che contengono potenze di |r — R|
(alcune delle GTO, ma tutte le Slater) comporta la comparsa di serie negli integrali con tutte
le conseguenze drammatiche che ne derivano a livello di gestione numerica.

In effetti, vale la formula

SO (Niry — Ra) ¢ © (N;r —Rp) = Kapérs © (p;r — Rp)

con
3/4
2AN AN )

K = | —F/—— -———R4s—-R .
AB (W()\+)\,)> exP( N R B')’

p = A+ N

)\RA-i-)\IRB
R, = ~ATARE
4 A‘l‘Al

Ricapitolando, le STO offrono risultati migliori, perché approssimano convenientemente
lPandamento delle funzioni orbitali reali, mentre le GTO consentono di lavorare piu
rapidamente e facilmente da un punto di vista computazionale.

Un modo per risolvere la questione & quella di approssimare ogni funzione di Slater con una
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combinazione lineare di un certo numero di funzioni di tipo gaussiano, cioé a dato ¢ cerchiamo
STO
d; e \; affinché la differenza in norma tra ¢7; = (r) e

GTO
§ digrs ;r)
sia minima. Si tratta cioé di determmare
: STO GTO
min / s E digrs ;r)
o0, equivalentemente, se le due funzioni sono assunte normalizzate,

maXZd /¢STO GTO (\i;r) dr

1,71.

2
dr,

Notiamo che con il cambio di variabile r’ = (r si ottiene

- STO aTo - ¢\ 2\ —Cr = Air?
]&I},ad}f;d /cb (Cr)ory ~ (Aisr)dr = glaaxgd <7> <7T ) /e e N dr =
n INY2 7900\ 374 N
= = - /¢3r? _
wdon(z) () oo
= maXZd /¢STO ) ¢SO <%r) dr

per cui i coefficienti d; non dipendono da ¢ e i A; corrispondono ¢?); (¢=0).

La base cosi ottenuta si dice STO-nG e, riassumendo, ¢ fatta da una combinazione lineare di
n GTO per ogni STO della base minimale.

Nel seguito applicheremo il metodo SCF alle molecole di H, e HeH* utilizzando basi minimali
di tipo 1s STO-3G.

[1.4.2 STO-3G Hy

Nel corso del primo capitolo abbiamo introdotto il modello in base minimale per la molecola
di Hy. T vincoli di simmetria e normalizzazione (due) esaurivano i parametri variazionali,
sicché date le due funzioni di base, si ottenevano immediatamente i due orbitali molecolari,
uno occupato, I’altro virtuale.

In questa sezione intendiamo usare due funzioni STO-3G come base minimale per la molecola
di idrogeno e ricarvare i valori per ’energia HF, per il potenziale di ionizzazione e per 'affinita
elettronica alla Koopmans.

Per prima cosa fissiamo R = |R12| = 1.4 unita atomiche (distanza di equilibrio dei due nuclei
di idrogeno). A questo punto, introduciamo la nostra base andando a prendere due Slater di
tipo 1s centrate sui due nuclei con ¢ = 1.24 (nell’atomo di idrogeno ¢ = 1, percio si ha una
contrazione rispetto all’atomo isolato dovuta al fatto che una parte di carica & libera a causa
del legame). Fissate le due funzioni di Slater, andiamo a considerare le due corrispondenti
STO-3G. Denotiamo le due funzioni ottenute con ¢, e ¢,.

Scelta la base calcoliamo la matrice di sovrapposizione, ottenendo

o 1 0.6593
“ {06593 1

Per la hamiltoniana di core, suddividiamo il calcolo nell’energia cinetica (T), il potenziale
dovuto al primo nucleo (V1) e il potenziale dovuto al secondo nucleo (Vg), abbiamo

T — 0.7600 0.2345
o 0.2345 0.7600

( —1.2266 —0.5974 )

Vio= —0.5974 —0.6538
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v, — —0.6538 —0.5974
L= —0.5974 —1.2266

L’energia per un singolo atomo &
T + Vi = 0.7600 — 1.2266 = —0.4666

che ¢ diversa dall’energia dell’atomo di idrogeno (—0.5) perché ¢ = 1.24 anziché ¢ = 1 (ma
dobbiamo riferirci a basi eguali per confrontare in modo significativo i valori ottenuti).

Calcolo di valori ~ Come avevamo ottenuto nel primo capitolo, il calcolo SCF (si esegue un solo passo, perché

osservabili 1oy ¢j sono parametri variazionali), reca
1
= — (¢ + =C + C
¥y 5015, (¢1+ ¢2) = C11¢1 + Ca1 6y
1
= —— (¢, — =C + C
¥y I (¢1 — b2) 1201 + C226y

per cui la matrice C risulta

C<1/\/2(1+512) 1/\/2(1—512)>
S\ 1214 S12) —1/4/2(1—512)

da cui
N/
P, =2[CCT] =23 CuC;, =2CuCn
a=1

infine

(114 8S) 1/(1+S8e) ) 1 11
IP)_<1/(1+53) 1/(1+Si)>_1+512<1 1)'

Veniamo al calcolo dell’energia HF, abbiamo, in unita atomiche

Eo 2(1|h|1) + (11]11) = —1.8310

1
Etot - EO + == *11167
R
di contro a un dato sperimentale per ’energia totale pari a

Esper = —1.17314.

Poiché
€a=haa+ Y 2Jap — Kap
ba
dal teorema di Koopmans abbiamo
—IP g1 =(1|h|1)+ (11]11) = —0.5872
—EA =~ ey =(2|h|2)+2(11]22) — (12|21) = 0.6703

Q

contro il valore sperimentale

IP = 0.584.

Il problema della  L’energia di dissociazione ¢ invece
dissociazione
E(Hy) —2FE (H) = —1.1167 4+ 2 x 0.4666 = 0.1833 = 4.99eV
contro il valore sperimentale pari a 4.75€V.

Il risultato per lenergia di dissociazione & buono perché gli errori su E (H) e su E (Hs) rispetto
ai dati sperimentali (quello dell’idrogeno dovuto all’uso di ¢ = 1.24) si compensano.

Il formalismo HF ristretto presenta diversi problemi se si va a studiare il comportamento
del sistema a grandi R, cioé se ci occupiamo proprio della dissociazione. Il fatto ¢ che per
R — 400 deve essere

E (Hy) — 2E (H),
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mentre il nostro apparato prevede

EMH)—2E(H) —c#0
Il punto & che per R — 400 si ottengono due sistemi a guscio aperto, mentre nella HF
ristretta si continuano a porre gli elettroni su un solo orbitale (combinazione degli orbitali
centrati sui due nuclei a distanza infinita) percio si continua a supporre il sistema a guscio
chiuso, introducendo delle interazioni tra gli elettroni (che appunto stanno sul solito orbitale)
che fisicamente non ci sono. In altre parole, anziché considerare la dissociazione in due atomi
di idrogeno si considerano come prodotti della dissociazione anche gli ioni H~ ¢ HY.
Vediamo 'andamento all'infinito di £ (Hs)

E(Hz) (2 (21 [hl 1) + (91 01101 01)]

= lim
R—o0
dove p; = (¢; + ¢5) /V/2 per R — 400 dal momento che Si5 — 0. Allora
1
E(Hz) = 25 (@1 |1 @1) + (¢1 B Do) + (d2 [h| 1) + (@2 |h] Po)] +
1
"‘Z (P B1ld1 P1) + (D1 D1l Do) + (H1 D1lPa P1) + .. ]

1
= 2(¢1|h|¢1) + 1 (P01 D111 D1) + (D1 D1y Do) + .. ]

ora, i termini entro parentesi in cui compaiono centri diversi si annullano, perché non nulli

in regioni diverse (tipo (¢ ¢1|d;1 @5)) o per la presenza del termine 1/715 (tipo (1 d1|dy P5)),
percio

B (Hz) = 2.9y |1l 1) + 5 (91 64161 61) = 2 (H) + 5 (61 6111 6

sicché, come detto, per R — +00
E (Hz) # 28 (H).

L’integrale (¢, ¢|¢1 @1) & Uenergia dovuta alla repulsione di due elettroni nell’orbitale ¢, ed
é percio parte del contributo dello ione H™.
Il problema della dissociazione sara risolto con I'uso del formalismo non ristretto.

11.4.3 STO-3G HeH™"

Anche la molecola di HeH' ¢ bielettronica e percid necessita di una base minimale a due
funzioni, ciascuna centrata su un nucleo, tuttavia, essendo eteronucleare, essa non presenta
simmetria per inversione e percio € presente un parametro variazionale. Ne viene che in questo
esempio possiamo applicare effettivamente la procedura SCF.

Calcoli molto accurati recano la seguente tabella

[ Specie || Energia (a.u.) ||

HT 0.0
H —0.5
He™ —2.0
He —2.90372
HeHT | —2.97867

Osservando la tabella si nota che la dissociazione dello ione avviene nel modo seguente
HeH" — He + HT

Dunque, essendo i sistemi finali a guscio chiuso, ci aspettiamo che la trattazione ristretta della
dissociazione dia risultati almeno qualitativamente buoni, al contrario di quanto accadeva nel
caso della molecola di idrogeno.

Sui due nuclei poniamo due funzioni di Slater 1s. Poiché il calcolo variazionale sull’atomo
di elio recherebbe un’esponente ¢ = 27/16, scegliamo ¢; = 1.24 x 27/16 = 2.0925, per ¢,
funzione su He; per la funzione centrata sull’idrogeno, ¢,, poniamo ancora ¢, = 1.24.
L’ultima scelta che dobbiamo fare & quella della geometria molecolare. A questo proposito,
poniamo R = 1.4362 a.u.
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Poniamo P = 0 e iniziamo il processo iterativo SCF. Quello che si ottiene per I’energia del
fondamentale HF & la seguente successione

EY = —4.14683
E® = —4.226492
E® = —4.227523
EMY = —4.227529
E® = —4.227529

e qui si puo ragionevolmente interrompere ’algoritmo. Un’energia precisa alla sesta cifra,
comporta una funzione d’onda precisa alla terza cifra, percid & utile proseguire il conto per
migliorare la funzione d’onda.
Si ottengono poi i seguenti valori approssimanti il potenziale di ionizzazione e l'affinita
elettronica

e = —1.5975

g2 = —0.0617

Il calcolo SCF descritto reca i seguenti risultati

[ Specie || Energia calcolata || Energia esatta ||

HT 0.0 0.0
H —0.4666 —0.5
He™ —1.9755 —2.0
He —2.64388 —2.90372
HeHT | —2.860662 —2.97867

L’energia di dissociazione risulta allora
AE = —2.64388 + 2.860662 = 0.21676 = 5.90eV

che ¢ piu grande del valore sperimentale 2.04eV. Questo perché il valore dell’esponente per
la funzione di Slater centrata sull’elio dopo la dissociazione é troppo grande.
Si puo mostrare che 'andamento dell’energia all’infinito ¢ quello corretto e cioé che

E (HeH") — E (He) — 0

per R — +o00, come ci aspettavamo per il fatto che tutti i sistemi considerati sono a guscio
chiuso.

1.5 Set di base poliatomici

Abbiamo introdotto i set di base minimali come composti da una funzione ogni due elettroni.
Il modo in cui si scelgono tali funzioni di base & quello di prendere una STO centrata sull’atomo
A (al variare di A) per ogni orbitale atomico orbitale occupato nell’atomo A. Ad esempio, per
I’idrogeno e ’elio occorre una funzione descrivente 1'orbitale 1s; per gli atomi da litio a neon,
servono cinque funzioni, 1s, 2s e 2p; per gli atomi da sodio ad argo, nove funzioni, 1s, 2s, 2p, 3s
e 3p.

Poiché le STO sono scomode da usare per i noti difetti computazionali, si usano quelle
funzioni di tipo gaussiano che hanno centro trasferibile senza serie ( ?STO, QSQGPTO, 3GdTO) per
approssimare in norma L? le funzioni STO richieste nella base minimale.

Un modo per far questo ¢ quello di espandere ogni STO della base minimale con la contrazione
di tre gaussiane. Quella che si ottiene in questo modo & una base STO-3G.

Il problema di una base minima ¢ che I'esponente ¢ posto nelle STO (per esempio 1.24

per l'idrogeno) non ¢ un parametro variazionale, ma viene scelto in partenza secondo una
ottimizzazione standard.

Una possibilita per evitare questo problema é& considerare basi doppia zeta ottenute
raddoppiando il numero di funzioni per ogni orbitale. In altre parole, per ogni STO, si
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introducono due funzioni con due ¢ (zeta) diversi: una funzione ha ¢ maggiore dell’esponente
ottimizzato, I'altra ha ¢ minore. Cosi facendo si ha un parametro variazionale lineare in pit,
la qual cosa é ragionevolmente equivalente ad agire su (.

Nelle basi che discuteremo noi, piti convenientemente si decide di raddoppiare le funzioni STO
relative agli orbitali di valenza. Cosi, per I'idrogeno e I’elio adesso occorrono due funzioni; da
litio a neon servono 1+ 2 + 6 = 9 funzioni; da sodio ad argo, 1 + 1+ 3 + 2 4 6 = 13 funzioni.

La base 4-31G si ottiene raddopiando le STO di valenza, espandendole rispettivamente su
tre e una gaussiana (31G), e rappresentando ogni STO interna con quattro gaussiane.
La base 6-31G differisce solo nel fatto che le STO interne sono espanse in sei gaussiane.
T risultati circa le osservabili chimiche (quali momenti elettrici, potenziale di ionizzazione,
affinita elettronica...) sono quasi eguali per basi 4-31G e basi 6-31G. Poiché gli orbitali interni
sono migliorati nella base 6-31G, l'energia HF ¢ migliore nella seconda base.

La scelta di usare nella base solo gli orbitali atomici occupati per ogni atomo che compare
nella molecola & troppo restrittiva per molti scopi.
Consideriamo un atomo di idrogeno in campo elettrico. La sua funzione d’onda esatta, la 1s,
si deforma a causa della presenza del campo e, all’ordine pitl basso, sard contaminata da un
orbitale di tipo p, cioé sara polarizzata.
Ora, gli atomi in una molecola risentono del campo elettrico dovuto agli altri nuclei percio non
é sensato ritenere che i loro orbitali risentano dell’intorno solo contraendosi o dilatandosi. Per
questo motivo si preferisce aggiungere orbitali di tipo d agli atomi pesanti (dalla prima riga
in poi) e orbitali di tipo p agli atomi leggeri ('idrogeno). Le basi che si ottengono si dicono
polarizzate. L’aggiunta degli orbitali di tipo d agli atomi pesanti reca alla base 6-31G*,
I’aggiunta di orbitali di tipo p per 'idrogeno e di tipo d per gli atomi pesanti reca alla base
6-31G**.

La gerarchia delle basi introdotte ¢ chiaramente la seguente STO-3G, 4-31G, 6-31G (*,**).
I risultati migliorano passando poi a basi tripla zeta ecc. e aggiungendo orbitali di
polarizzazione. Noi ci limiteremo a queste base e a molecole delle prime due righe.

1.6 Esempi di sistemi a guscio chiuso

In questa sezione non facciamo altro che vedere una serie di dati che scaturiscono
dall’applicazione del metodo SCF su un calcolo Hartree-Fock applicato ad alcune semplici
molecole in approssimazione non relativistica, di Born-Oppenheimer, usando le basi indicate
nella sezione precedente. 1 dati dovranno essere confrontati con quelli che ricaveremo
adoperando tecniche che superano la HF, come la CI o la PT.

Esamineremo le molecole Hy, CO, Ny e la serie a dieci elettroni CH,, NH3, HoO, FH, con le
loro geometrie standard (distanza di legame e angolo di legame).

Come al solito, tutte le quantita (salvo avviso contrario) sono espresse in unita atomiche (unita
naturali per il nostro problema).

[1.6.1 Energie totali

In primo luogo andiamo a vedere i valori delle energie totali date dalla somma del fondamentale
HF e delle repulsioni nucleari.

|| Base || Energia totale ||
STO-3G —-1.117
4-31G —-1.127
6-31G** —1.131
limite HF —1.134
risultato esatto | —1.17
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|| Base || Energia totale No || Energia totale CO ||
STO-3G | —107.496 —111.225
4-31G —108.754 —112.552
6-31G* —108.942 —112.737
limite HF | —108.997 —112.791

|| Base || Energia CHy || Energia NHj || Energia H,O || Energia FH ||
STO-3G | —39.727 —55.454 —174.963 — 98.571
4-31G —40.140 —56.102 —75.907 — 99.887
6-31G* —40.195 —56.184 —76.011 —100.003
6-31G** —40.202 —56.195 —176.023 —100.011
limite HF | —40.225 —56.225 —76.065 —100.071

11.6.2 Potenziali di ionizzazione

Per i potenziali di ionizzazione calcolati alla Koopmans i risultati non sono troppo in disaccordo
coi dati sperimentali grazie a una sorta di compensazione degli errori. Tale compensazione &
evidente nella ionizzazione dell’idrogeno. Il calcolo dell’energia dell’idrogeno, Hs, non tiene
conto della correlazione, la quale non compare nell’Hg, per il quale trascuriamo invece I’energia
di rilassamento che si cancella quasi esattamente con ’energia di correlazione della molecola
Ho.

Come vedremo il calcolo HF non va invece bene per il potenziale di ionizzazione della molecola
di No. Dovremo superare I’'HF per ottenere un risultato migliore.

|| Base || 1P ||
STO-3G 0.576
4-31G 0.596
6-31G** 0.595
sperimentale | 0.584
|| Base || 1P ||
STO-3G 0.446
4-31G 0.549
6-31G* 0.548
sperimentale | 0.510
[boe [PO[TP O]
STO-3G 0.540 0.573
4-31G 0.629 0.621
6-31G* 0.630 0.612
sperimentale | 0.573 0.624

Nella molecola di azoto, migliorando la base si peggiora pure il rapporto tra i due potenziali
di ionizzazione rispetto al valore sperimentale.

[1.6.3 Momenti di dipolo

Infine, possiamo andare a calcolare i momenti di dipolo. Vediamo i valori per la serie delle
molecole a dieci elettroni e per il monossido di carbonio.
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[ Base | NH; [ H.O [[FH [ CO |
STO-3G 0.703 | 0.679 | 0.507 0.066
4-31G 0.905 | 1.026 | 0.897 | —0.237
6-31G* 0.768 | 0.876 | 0.780 | —0.131
6-31G** 0.744 | 0.860 | 0.776
sperimentale | 0.579 | 0.728 | 0.716 | 0.044

Come si vede il dato piu interessante & quello del monossido di carbonio, per il quale basi
accurate quali le doppio zeta danno segno sbagliato. Vedremo che introducendo i termini di
correlazione si recupera almeno il segno, cio¢ I’andamento qualitativo.

11.7 Hartree-Fock non ristretto (UHF)

Sebbene il formalismo ristretto (RHF) sia applicabile anche nel caso di guscio aperto
(numero dispari di elettroni) richiedendo che solo ’elettrone spaiato occupi solitariamente
uno spin orbitale (di modo che la funzione d’onda RHF ¢ autovettore dello spin totale
S2), noi ci concentreremo sulle tecniche dell’Hartree-Fock non ristretto, UHF, per descrivere
correttamente i sistemi a guscio aperto.

Come anticipato, nell’'UHF si hanno due serie di orbitali molecolari distinte, una che si accoppia
agli spin up, ¥, e una che si applica agli spin down, wf — {b’f .

I nostri problemi sono due: introdurre degli spin orbitali in modo da ridurci a un operatore
di Fock spaziale, introdurre una base finita e passare a un problema algebrico (ottenendo
Panalogo delle equazioni di Roothan, le equazioni di Pople-Nesbet).

[1.7.1 Spin orbitali non ristretti

In generale, le equazioni di HF sono del tipo
F)x; (1) =eix; (1),

quello che vogliamo fare ¢ introdurre una forma (non ristretta) specifica per gli spin orbitali
X; in modo da passare a equazioni che coinvolgano solo le variabili spaziali.
[0

Poniamo x; (x) = ¢ (r) a (w) oppure x; (x) = 1/1? (r) B (w). Consideriamo ’equazione per lo
spin orbitale di tipo a (per simmetria si ottengono i risultati per lo spin 3), abbiamo

F) 5 (r1) a(wr) = €95 (r1) a(wr)
moltiplichiamo ambo i membri per a* (w1) e integriamo in wy:
fE@) Y5 (r1) = €597 (r1)
dove
f(r) = /dwl o (wy) f (r1,w1) @ (wr).

Troviamo, dunque,

[ ) ﬂ’? (r1) = 5?#’? (r1)

P ) = ] ()
che & un sistema di equazioni accoppiate dal momento che in f* e f# compaiono ¢ e wg .

Ora,

N
. 1
Flox) = (e + 3 [ dxax (x2) (1= P x. (x2)
c=1
dove Pj5 & I'operatore di scambio delle variabili x; e x5. Dunque,

[ )y (r) = /dwla*(wl)h(rl)a(wl)l/f?(rl)Jr

al 1
+ ;/dwldm o (w1) xe (x2) = (1= Pr2) X (x2) @ (w1) ¥f (r1) =
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N 1
= B U5 )+ Y [ derdxaa’ (@)X (x0) 7o (xe) @ ) 05 () +
c=1
N 1
=30 [ derdxaa 1) (xe) s () (w2) U5 )
c=1
N 1
S IEDS / X (x2) o () 05 (1) +
c=1

N
;/d&]ldXQOl (w1) xe (x2) mxc( 1) a (w2) Y5 (1)

Se N, ¢ il numero di spin orbitali ¢/ occupati e Ng il numero di spin orbitali 1/)6 occupati,
allora

Na
FEue ) = hE)ut )+ / s dry 0 (492) Y2 (12) ——a (w2) B2 (r2) 2 (1) +

T12 ’

Ng
+ ;/dwg dra 3% (w2) Y2~ (r2) %,3 (w2) Y7 (r2) v (r1) +

e 1
=3 [ derdusdraa” (1) a” (@2) U2 (r2) ~a (@) U2 (1) 2) 5 (52

12
Ng

=3 [ derdwndraa (1) 8" (@) 92" (r2) 75 ) ¥ (1) @ 2) 05 (r2)

N 1
LGS / dra 02" (52) =2 () U5 (1) +

Ng 1 N X
+;/dr2 W2 (1y) El/)f (r2) ¥F (1"1);/dr2 b (I‘Q)EQ)[}(; (r2) ¥ (r1)

definiti gli operatori coulombiano e di scambio come
N 1
geo= [dr ) vt (na)
T12

Koy

/ dra 0 (r2) T—Lw; (r2) 92 (r1)

concludiamo

Ng Ng
o= R Y (JE KN+ Y I
c=1 c=1

Ng N
o= h) (P -EN)+> e
c=1 c=1

Come si vede ogni elettrone interagisce coulombianamente con ogni altro e per scambio solo
con gli elettroni di spin concorde, la qual cosa consente di scrivere in modo immediato le
espressioni per f* e f2.

[1.7.2 Equazioni di Pople-Nesbet

Come nel caso ristretto introduciamo una base di funzioni {¢#}ue T © andiamo a proiettare
su tale base le equazioni di Hartree-Fock spaziali.
Vincoliamo le nostre soluzioni ad appartenere allo spazio generato dai vettori di base ponendo

K
W) = > Ce, (1)



in questo modo abbiamo

K
Sy [ éi () £ ()0, (r1)
p=1
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pn=1 u=1
K K
B _ B B
Ouj¢u (1) =& Z Cujqﬁu (1) )
p=1 pn=1
sicché
K
SIS T AR
pn=1
K K
Z F.Co = € Z SunClj
p=1 n=1
F*.[C%, = €5§S-[C;

Introdotte, al solito, le matrici degli autovalori e* ed €”, ne abbiamo

FoC®
FACP

SC*e“
SChef

dove le matrici F* e F? non sono indipendenti. Le equazioni trovate si dicono equazioni di

Pople-Nesbet.

11.7.3 Matrici densita di carica

La densita di carica del sistema descritto dagli spin orbitali introdotti e soluzioni delle equazioni
di Hartree-Fock nel formalismo di Pople-Nesbet ¢ data da

Na Ng
pr )= e @)+
a=1 a=1

W) =)+ (1),

Definiamo poi la densita di carica di spin come

p°(x) = p® (r) = p° (r).

Abbiamo
No K K K K Na
PP = DN CriCuad (D), (1) =D <Z c:acm) ¢y () 6, (r) =
a=1p=1v=1 p=1lv=1 \a=1
K K
DA AL
p=1lv=1

avendo definito la matrice densita di carica per gli spin up

N
[Pa]yu = Z CZaCVa
a=1

Posta una definizione analoga per gli spin 5 poniamo

di modo che

P 4+ P8
P — PP

]P)T
]P;S

prE =YD PO,
uoov
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[1.7.4 Espressione per gli elementi della matrice di Fock

Andiamo a derivare un’espressione compatta per gli elementi di matrice della F¢
(analogamente si procede e si conclude per ). Dalla definizione stessa otteniamo

Fe],, = / dr1 %, (1) £, (r1) = / dr %, (1) b (1) 6, (1) +

Ne, 1
+3 / drydrad, (1) 6, (ra) ~—00" () U (r2) +
+Z / drydeads, (1) 6, (1) == (12) 07 (1) +
a * « ]' Quk
> / drydad, (1) 05 (1) 07" (02) 6, (1) =

= (ul|hlv —l—ZEC’)\*C“ (pv|Ao) +

a=1 \,o
Ng
D> Ol (v ho) — ZZC‘“ fa (10 Av)
a=1 X0 a=1 \,o

Adesso introduciamo le densita di carica per ottenere

F, o= (ulhlv) Z(;HPEA) vl Ao) - Z (nolAv) =
= H;‘;fe+ZPM uVIM)—ZPSA(MIM)
Ao

= H+ 2 3 {(ur|Ao) = (po|Av)} + 3Bl (nr] Ao)
Ao

scambiando « e 3 si ottiene l’espressione per F5.

La procedura SCF per la risoluzione delle equazioni di Pople-Nesbet ¢ la stessa di quella per
la soluzione delle equazioni di Roothan. Si tratta di inserire nell’espressione per F* e F5 due
densita di carica P® e P? di prova. Con queste si calcolano gli autovettori di F* e F? da cui
si derivano le nuove matrici densita e si procede iterativamente.

Quando si considerano molecole in cui N, = Ng, pud accadere che esistano due diverse
soluzioni alle equazioni di Pople-Nesbet. Una delle due ¢ data da P® = P? e rappresenta la
stessa soluzione che si otterrebbe usando le equazioni di Roothan.

In una procedura SCF si ottiene la soluzione ristretta partendo da P* = P?, mentre non ¢é
detto che se si scelgono due densita diverse, non si finisca nuovamente nella soluzione ristretta.

[1.7.5 Esempi di uso del formalismo UHF

Se consideriamo la molecola di CH3 abbiamo chiaramente che gli elettroni di legame si
dispongono su orbitali a simmetria cilindrica (derivano dalla sovrapposizione di orbitali s e
p lungo l'asse internucleare), cioé di tipo o, cosl come tutti gli elettroni interni. Resta un
elettrone di valenza spaiato sul carbonio e questo giace su un orbitale p., dunque, di tipo 7
(antisimmetrici rispetto alla riflessione sul piano molecolare).

Nel formalismo ristretto, tutti gli elettroni di tipo ¢ sono accoppiati, percio dividono (a coppie)
gli stessi orbitali molecolari, sicché non contribuiscono alla densita di spin. Dunque, se ¢, €
la funzione d’onda che descrive l'orbitale dell’elettrone spaiato concludiamo

S 2
p” (r) = [ (r)]
Poiché un’orbitale di tipo 7 & dispari per riflessione rispetto al piano molecolare, si conclude
che sul piano molecolare p° = 0.
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Sperimentalmente (dallo studio del’ESR) si rinviene invece che p° (Rg) < 0 e p° (R¢) > 0.
Questo significa che il formalismo ristretto & inadeguato alla descrizione del fenomeno in esame.
Ovviamente, il formalismo non ristretto non presenta questo problema, perché spin up e down
hanno orbitali molecolari diversi di modo che la p° non ¢ data solo dal contributo dell’elettrone
spaiato. Sebbene nell’'UHF non si abbia accordo quantitativo (a causa del fatto che si usano
funzioni gaussiane per andare a misurare quantita vicine ai nuclei e li sarebbero piu indicate
le funzioni di Slater), si riscontrano proprio le diseguaglianze p° (Ry) < 0 e p° (R¢) > 0:

L Base [, ®Ru)[ PR ]
STO-3G —0.0340 | 0.2480
4-31G —0.0339 | 0.2343
6-31G* —0.0303 | 0.1989
631G** —0.0296 | 0.1960
sperimentale | —0.0145 | 0.095

Avevamo visto che nel formalismo ristretto, diversamente dal monossido di carbonio e
dell’idrogeno, la molecola di azoto presentava potenziali di ionizzazione anche qualitativamente
diversi dai valori sperimentali.

Dal punto di vista chimico, la molecola di azoto si forma tramite la sovrapposizione degli
orbitali 2p (legame triplo, come testimonia la formula di Lewis). Ne viene che gli elettroni
di valenza (i sei che occupano gli orbitali 2p nei due atomi) si dispongono su tre orbitali
molecolari: due di tipo 7 (dovuti alla sovrapposizione degli orbitali p, e p.) e uno di tipo o
(dovuto alla sovrapposizione degli orbitali p, ). Nel calcolo ristretto, a parte il fortunato caso
della base STO-3G, si ottiene che l'orbitale di tipo ¢ ha energia minore degli orbitali di tipo 7.
Da questo seguirebbe, contrariamente al dato sperimentale, che il potenziale di ionizzazione
per rimuovere ’elettrone nell’orbitale di tipo o é piu grande del potenziale di ionizzazione per
rimuovere ’elettrone nell’orbitale di tipo .
Ora, togliendo 'elettrone dall’orbitale di tipo o, si ottiene uno ione N2+ nello stato 229 (28
la molteplicita di spin, 3 sta per la simmetria dell’orbitale molecolare e g per la sua parita).
Invece, togliendo I’elettrone dall’orbitale di tipo 7, si ottiene lo ione N;‘ nello stato di doppietto
°11L,.
Rilasciando ’approssimazione di Koopmans, abbiamo

IP(0) = Eo (NS (’%,)) — Eo (Na)

IP(r) = Eo (N5 (°IL,)) — Eo (N2)
da cui, nel formalismo ristretto abbiamo che Ey (N2+ (229)) < Ey (N2+ (2Hu)). Nel formalismo
ristretto trascuriamo sia ’energia di correlazione che I’energia di rilassamento (cioé adoperiamo
per i sistemi nello stato finale gli stessi orbitali dei sistemi iniziali). Nel formalismo non ristretto
si procede a ricalcolare daccapo i valori di Ey (N3 (*5,)) e Eo (N3 (*IL,)), sicché si elimina
I’errore dovuto al rilassamento, ma non quello dovuto alla correlazione. In quest’esempio, la
correlazione € rilevante, infatti, anche il calcolo non ristretto porta all’erronea previsione

Eqo (N3 (*°%g)) = —108.36 > Ey (N3 (*°%,)) = —108.37855

ossia

IP (6) = 0.576 > IP (7) = 0.564
contro il dato sperimentale

IP (¢) = 0.573 < IP (7) = 0.624.
Tutti i dati sono stati calcolati usando una base 6-31G*.

La nostra teoria spiega pure il perché ’ossigeno & paramagnetico, pur avendo un numero pari

di elettroni. Si ottiene in effetti che gli ultimi due elettroni devono disporsi su due orbitali
degeneri in energia di tipo m con spin concordi, in modo da formare un tripletto di spin.

[1.7.6 Il problema della dissociazione della molecola di idrogeno

Abbiamo visto che il formalismo ristretto non rende conto in modo corretto della dissociazione
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della molecola di idrogeno. Infatti, per distanze di legame molto grandi ¢ irrealistico pensare
che i due elettroni continuino ad occupare il medesimo orbitale molecolare, visto che il prodotto
della dissociazione della molecola Hs ¢ dato da due atomi di idrogeno.

Scelta la base minimale per il problema dell’idrogeno (due funzioni STO-3G di tipo 1s
centrate sui due nuclei), ¢; e ¢,, nel formalismo ristretto la soluzione HF per gli orbitali
molecolari & la seguente

1

vy = m(¢1+¢2)
1

Yy = m(%—%)

con lo stato fondamentale che ¢ dato dal determinante di Slater |¢,) = |w1 {pl>

Per R — 400, l'integrale di sovrapposizione S — 0, percid ambedue gli elettroni vengono ad
occupare 'orbitale molecolare

1+ Py
\/5 )

la qual cosa ¢ assurda. In effetti, una teoria corretta dovrebbe prevedere un determinante di
Slater del tipo {(bl ¢2>.

Risolviamo il problema HF nel formalismo non ristretto utilizzando la base minimale ¢, ¢5.
Possiamo esprimere i due orbitali molecolari soluzione del problema per ogni spin, 1&?4/}? ,
i € Jy, come combinazioni lineari di 9; e 1, anziché di ¢, e ¢,. Visto che vogliamo che per
R — +oo sia ¢ = ¢, e zbf = ¢, imponiamo che ¥f (—r) = 1[116 (r), legando il parametro
variazionale per il problema di spin « al parametro per il problema di spin .

In definitiva, ci resta un unico parametro libero ed abbiamo, per 6 € [0, 7 /4]
Y1 (r) = cosfiy (r) +sinfi, (1)
UL (r) = cosfyy (r) = sin 0y (r)

sicché, 'ortonormalita reca

¥y (r) = —sinby, (r) + cosi, (r)
WO (r) = sinfy, (r) + cos b, (r)
Se vogliamo ottenere 'espansione in termini di ¢; e ¢, abbiamo
o cosf sin 0
7/}1 = \/7 ¢1 + d)Q \/T ¢2)

B cos 0 sin @ 1+ cos sin @ é
- \WV20+9) \/2(17 VRO rs) Va-9)) 7

s cos _ sin 6 cosf sin 6
ao= <\/2(1+S) V20=5 >¢1 ( 1+S)+\/2(1—S)>¢2

Se 6 = 0 si ricade nella RHF. Per R — 400 ci aspettiamo 0 — /4 visto che S — 0.

Andiamo a calcolare Ey su ¢, = ‘w‘f {pf>7 poiché si hanno solo due spin discordi, non

compaiono integrali di scambio e si ha

Eo = (ol 9 o) = by + Wy + (w5 wi [vf uf ).
Poiché I'operatore h é pari, connette solo elementi con eguale parita percio
T = (cosOyy +sinfiy [h|cos Oy + sinbipy) = cos? 0 (¢ [h]¢y) +sin® 0 (¢y [ 9;)
RS, = (cosOi; —sin Oy |h| cos 0, — sinOihy) = cos? 0 (¥, |h|1b,) + sin? 0 (¢, |h|¥,)
M+ h'fl = 2cos?0hyy + 2sin® Ohas.
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Passiamo a calcolare

(vrvs [ofel) = [ drudea loos0u, (v2) + sind, (11)* 2 feos 00, (v2) = sin B (x2)

= /drldrg (cos® 0y3 (r1) + 2cos @sin 03y (r1) b, (r1) + sin® 043 (r1)) % .

(cos? 047 (ra) — 2 cos@sin Oy (ra) by (ra) + sin® 643 (r2))
= cos* 0 (¢ ¢y [y 9, ) + cos” Osin® 0 (¢, ¥y [P 1hy)

—4.cos® 0sin” 0 (1 1y [1h) 1hy) + cos® Osin® 0 (g g [0y ¢, )

+sin® 0 (g 1y |10y ¥3)

dove i termini del tipo (1 ¥ |t); ¥5 ) non compaiono perché integrali a integrande dispari. Ne
viene che

(wivs

cos* 0J11 + sin? 0J55 — 4 cos® Osin? 0K 1o + 2 cos® 0 sin? 015 =

o))
= cos*0Jy1 + sin? 055 + 2 cos? Osin? 0 (J12 — 2K39)
Infine,

Eo = (o] 9|1py) =2 cos? Ohq1+2 sin? Ohoo +cos® 011 +sin® 0J55+2 cos? 0 sin? 6 (J12 — 2K19) .

Per 6 = 0 abbiamo correttamente il valore ristretto
Ey =2h11 + Ji1.
Vogliamo vedere quale ¢ il valore minimo di Ey. Derivando in 6 abbiamo
% = —2sinfcosOhyy + 2sinf cosBhas — 4sin 0 cos® 0.J11 +
+ (4 sin @ cos® @ — 4sin® 6 cos 9) (Jig — 2K12) + 4sin® 0 cos 0]y
= sin(20) {hgg — h11 — 2cos?0.J11 + 2 (0052 6 — sin® 6’) (Jio — 2K15) + 2sin? 9J22}
L’espressione si annulla certamente per 6§ = 0. L’altra soluzione reca
hoo — hyp — 2c0s? 0Jy1 + 2 (cos2 6 — sin? 9) (J12 —2K12) + 2J90 — 2 c0s?0Jyy =0

cioe
—2c0820J11 +4cos? 0 (Jig — 2K12) — 2082 0Jys = hyy — hog — 2Ja0 + 2 (J12 — 2K12)
1 hig = hay —2J30 +2(J12 — 2K72)

2 Jin—2(Ji2 - 2K2) + Ja2
Se esiste 6 che risolve I'ultima equazione esso puod essere un massimo oppure un minimo.
Ebbene, esiste Ry, distanza internucleare, tale che per R < Ry, 6 non esiste neppure e la
soluzione ¢ la RHF, ¢ = 0; per R > Ry, invece, 0 esiste ed ¢ un minimo, sicch¢ I'energia ¢
Eo (0).

Per R — +00, cos? 0 = 1/2, da cui 6 = /4, sicché ¥ — ¢, e 1&’[13 — ¢9, dunque

Eo = (¢1 [k ¢1) + (¢2 |h] @) = 2E (H)

come doveva. 11 fatto che cos?@ — 1/2 ¢ dovuto al fatto che ¢; e ¢, hanno supporti diversi e
che h & locale, percio

(¢1 £ |h|P1 £ da) = (P1|h[d1) + (H2 1] Pg) = hir = hao
J12 — 0, Klg HO,

cos’ =

infine, visto che i doppi prodotti si annullano, Jos = Jy7.
L’unico problema che resta ¢ che la funzione d’onda predetta dalla UHF per R — +oo,
non & un singoletto di spin.
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Capitolo III

Interazione di configurazione

In questo come nei due seguenti capitoli ci occupiamo di metodi che partendo dalla procedura
Hartree-Fock ne migliorano i risultati. In primo luogo, esaminiamo I'interazione di configurazione
(Cl) che consiste nell’approssimare la funzione d'onda con un certo numero determinanti di Slater,
anziché riguardarla come singolo determinante come si fa nella determinazione del fondamentale
HF. L'energia del fondamentale che si ottiene con il metodo Cl &, dunque, minore di quella
HF. L'introduzione di funzioni d'onda a pit determinanti introduce termini di correlazione tra
gli elettroni.

1.1 1l metodo dell’interazione di configurazione

[11.1.1 Idee della Cl e matrice full Cl

La filosofia della CI é quella di considerare un’espansione sui determinanti di Slater eccitati
prodotti dal’HF della funzione d’onda reale dello stato fondamentale della hamiltoniana
elettronica. Quello che si ottiene & una funzione d’onda a multiconfigurazione nella quale
gli elettroni sono correlati. Dunque, la correzione che si ottiene al fondamentale HF Ej
considerando funzioni d’onda a multiconfigurazione tiene conto della correlazione elettronica
e si dice allora energia di correlazione. Se & ¢ il valore esatto del fondamentale, definiamo
I’energia di correlazione come

Ecorr = 80 —FEy < 0;
la CI consente di dare una stima (per difetto, in modulo) dell’energia di correlazione.

Risolte le equazioni di Hartree-Fock su una base di K funzioni, otteniamo 2K spin orbitali
indipendenti coi quali possiamo costruire
2K
N

determinanti di Slater indipendenti. Abbiamo imparato a classificare tali determinanti in base
al numero di spin orbitali eccitati che vi compaiono. Se |®g) ¢ il fondamentale esatto per la
hamiltoniana elettronica $), abbiamo

91®0) = &0 |Po)
e possiamo provare a espandere |®g) sui determinanti di Slater di cui sopra. Abbiamo
Do) = colto) + DD culbi) +D D DD i)+,
a T a b>a T S>T

se con |S), |D), |T)... indichiamo i determinanti singolarmente, doppiamente, triplamente...
eccitati, abbiamo

@) = co[tho) +1S) + D) +[T) +1Q) + ...

Il numero di determinanti singolarmente eccitati che compaiono nell’espansione si calcola
come segue: possiamo sostituire ogni x,, a € Jy, con 2K — N determinanti, percié abbiamo
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N (2K — N) termini in |S). Per ognuna delle

N

2
coppie a < b € Jy, possiamo scegliere una delle

(")

coppie N < r < s, sicché in |D) compaiono

)
G

Una full CI consiste nel calcolo variazionale dell’energia sull’espansione di |®() estesa a tutti
i (2]6{ ) determinanti costruibili a seguito di una HF'. Il calcolo variazionale, come dimostrato, &
equivalente al calcolo dell’autovalore minimo della matrice calcolata con $) sulla base di tutti
i determinanti di Slater detti. Anche dal punto di vista computazionale una full CI é spesso
impensabile: si pensi a una molecola semplice quale ’acqua descritta in una base minimale:
K =7, N =10 percio una full CI corrisponde a un calcolo su una matrice 1001 x 1001.
La matrice calcolata con $ sulla base dei determinanti di Slater provenienti da un HF si dice
matrice full CI. Si tratta di una matrice sparsa, in cui cioé compaiono molti zeri (purtroppo
non abbastanzal).

addendi.
In generale, il termine |n) include

determinanti n-eccitati.

Per il calcolo della matrice full CI dobbiamo ricordare che ¢, non ¢ connesso a |S) grazie
al teorema di Brillouin. Inoltre §) connette solo elementi che non differiscano per piu di due
determinanti di Slater (e questo spiega la presenza dei tanti elementi nulli). 1, interagisce
(ha elementi di matrice non nulli) solo con |D) percio possiamo aspettarci che il contributo
dominante all’energia CI venga da |D). Tuttavia, gli altri termini interagiscono indirettamente
con 1, e sono molto importanti per la funzione d’onda e per il calcolo delle varie osservabili.

[11.1.2 Espressione per |'energia di correlazione

Anziché normalizzare a 1 il vettore @ scegliamo la cosiddetta normalizzazione intermedia
che consiste nel porre

(ol Yg) =1

cioé ¢y = 1. In questo modo,

(o] Do) =1+ cil* +... > 1.

Abbiamo
(9 = Eo) [Po) = (&0 — Ep) [Po) = Ecorr [Po) -
Dunque, grazie alla normalizzazione intermedia
(Yol 9 — Eo[®0) = Eeorr-

Ne abbiamo, usando le regole di selezione ben note e il teorema di Brillouin

Eeore = (%ol 9= Eolthg) + D D ch{volH—Eolwh)+> > chi (ol H— Eolvip) =
a I a<br<s
DD e (ol = Eoleis)

a<br<s

sicché, apparentemente, F ... dipende solo dai determinanti doppiamente eccitati, il ché non
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¢ vero, dal momento che i c/j sono incogniti!

Per mostrare che c; dipendono anche dagli altri determinanti, calcoliamo

<7z[}d|f)7E0‘(I)0>: corr<7;[}d|q)0>: corrcd

da cui
Beonclj = (09— Eoltg) + Y co (Wil = Eolvg) + Y cop (il 9 — Eo [vi;) +
o B
+ ) et (Wil S — Eo i)
a<b<c
r<s<t
Ecorrcg = an wd|~6 EOWJ +ZC 1/)d|55|1/) > Z Zii< (1|~‘73‘¢Ziz>
= 2t
rs rs

e andando avanti di questo passo costruiamo un sistema di equazioni per i coefficienti dello
sviluppo e per E¢, che, come si vede, non dipende solo dalle configurazioni doppiamente
eccitate.

L’esempio  (Gia nel corso del primo capitolo abbiamo scritto la matrice full CI per la molecola di idrogeno
de%"; Iﬁ%egcetﬁﬁ in seguito a un calcolo HF su una base minimale. Torniamo a fare questo conto, pero usando
un metodo diverso. Poiché lo stato fondamentale esatto & un singoletto di spin, possiamo
espanderlo in termini di configurazioni spin adattate di spin totale nullo. [11) e |22) sono
gia a spin nullo, per quanto concerne gli stati singolarmente eccitati dobbiamo passare alla

combinazione lineare

" w1>— 5 (112) +121)).

Allora

o) = [t) +c|'1) +7122).
Poiché |®() ha simmetria gerade e |1w%> ungerade, si conclude ¢ = 0, dunque

|@o) = l1ho) +7[22).

Moltiplicando scalarmente per 9, e |22) Pequazione

(5= Eo)[®o) = Ecorr [Po)

(9= Eo) ([¥0) +7122)) = Eeor (Ithg) +7122))

troviamo

{ (229 [1ho) +v(22[9 - Eo|

Ora, usando le regole di cui nel primo capitolo
(Yol 9122) (11]]22) =(11]22) — (11]22) =
[12/12] —[12]12]=[12]12] =
2hg + Joo — Eg = 2 (hoz — h11) + Jo2 — J11

(229 — Eo|22)

sicché
{ K12 = FEcorr
K12 427 (hoa — ha1) + 7 (Jo2 — J11) =  YEcorr
da cui
2
Kz + i;c.j;r (2 (ho2 — ha1) + (J22 — J11)] — EKC—;): =0
E2 i — Eeorr [2(hos — h11) + (Joo — J11)] — Kiy, = 0

E2 .. —2aFcnw — K&y = 0

corr
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Ecorr = a+/a? + K%,

Poiché &y = Ecorr + Eo Venergia del fondamentale dovra essere il valore piu piccolo tra i due

trovati, cioé
_ /2 2
FEeorr =a a* + K.

Per R — 400 a — 0 € Eeorr — —Kia. Visto che ¢, — (¢ + o) /V2 € Py — (¢ — ¢5) /V2
abbiamo

Ky = i / (61 (r1) = 63 (r1)) T (41 (r2) — $3 (r2)) — % (61 61|61 61)

1
lr1 — 12

cioé

sicché
Ey+ Ecorr — 2E (H).

Dunque, la full CI applicata ai risultati di un HF ristretto reca il giusto risultato per la
dissociazione.

[11.1.3 Cl troncata

Come detto ¢ praticamente impossibile operare full CI, perché anche con molecole semplici
si finisce con I'avere matrici a milioni di entrate. Occorre allora troncare la CI agli stati
m-eccitati.

Un modo & quello di considerare I’espansione di ®( sugli stati singolarmente e doppiamente
eccitati, SDCI, oppure sui soli doppiamente eccitati, DCI, essendo il contributo all’energia di
correlazione (ma non alla densita di carica) degli stati singolarmente eccitati molto piccolo.

Andiamo, dunque, a vedere come si procede per ottenere una DCI. La funzione di prova con
normalizzazione intermedia risulta

[Pocr) = [1ho) + Yl [hs) .

c<d
t<u

Abbiamo

(9 — Eb) [90) + § C?& |¢ilutl> = Ecorr |w0> + E C?:l |7/Jiz>
c<d c<d
t<u t<u

da cui, moltiplicando scalarmente per i vettori che compaiono nell’equazione

Zcigl<"’/’0‘ﬁ|¢?jl> = Feonr

gsd
(Ve Do) + Y chi (Wil 9 — Eo [Uia) = chiFeon
c<d
t<u

Introduciamo il vettore

ab = (Yab| 9 |tbo)
che rappresenta la colonna corrispondente a 9, della matrice ) nella DCI. Introduciamo anche
la matrice

Dt = (Vial - Bo il
che rappresenta il blocco della matrice $ — Ey DCI tra gli elementi doppiamente eccitati. In

questo modo, definito pure il vettore

rs __ .rs
ab = Cab>

otteniamo

BT C = Ecorr
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B+DC = EeonC

sicché
(D= Eeory)C = —B
C = —(D—Eenl) ' B,
infine
Eeorr = —B' (D= Eeone]) ' B
= =33 B (D= Beonl) ' i Bl
ashesd

che si risolve iterativamente, partendo da Eégzr =0.
Supponendo che nella D gli elementi fuori diagonale siano trascurabili,

_ OacObd0rt0
D 1rs tlu _ ac9bdOrtOsu
( ) labed <,¢Zi‘ f— EO |w?§>

in questo modo

E § * 6a06bd6rt63u t

Ecorr ~ - Bgs rs m Bcu =

a<he<d ’ (Vni| 9 — Eo |via ¢
r<stlu

N Dol DY) (Dabl 9 190)
2 (Vap| = Eo[vgy)

a<b
r<s

[11.1.4 Esempi

Vediamo alcuni dati che si ricavano usando l'interazione di configurazione.

Cominciamo dall’energia di correlazione della molecola di idrogeno

[ Base [ Ecore (DCI) || Ecorr (SDCI) ||
STO-3G —0.02056 —0.02056
4-31G —0.02487 —0.02494
6-31G** —0.03373 —0.03387
40 funzioni —0.03954 —0.03959
Fover — Eo (I HE) | —0.04009

Ovviamente DCI e SDCI coincidono nella base minimale STO-3G (e coincidono con la full
CI), perché i determinanti singolarmente eccitati, essendo dispari, non contribuiscono. Poiché
Iidrogeno ¢ un sistema a due elettroni la SDCI coincide con la full CI.

Usando una base 39-STO, 5s (5), 4p (12), 2d (10) sull’ossigeno e 3s (3 x 2), 1p (3 x 2)
sull’idrogeno (totale 39 funzioni) per descrivere 'acqua otteniamo

I | Eeorr |
DCI —0.02740
SDCI —0.2756
Full CI stimata —0.296
Esper — Eo (limHF) | —0.37

La CI, pur non dando ancora risultati numericamente buoni, riesce finalmente a ristabilire
il giusto ordine dei potenziali di ionizzazione per la molecola di azoto

|| 1P || Koopmans’ || SDCI || sperimentale ||

o 0.635 0.580 0.573
7r 0.615 0.610 0.624
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Come detto i determinanti singolarmente eccitati sono importanti nella distribuzione di carica
come si vede esaminando questa tabella per il momento di dipolo del monossido di carbonio

[ [ ¢ [ Energia |
SCF —0.108 | —112.788
SCF+138DCI —0.068 | —113.016
SCF+200DCI —0.072 | —113.034
SCF+62SCI+138DCI 0.030 | —113.18
sperimentale 0.040

111.2 Limiti del metodo ClI

Uno degli scopi per i quali si usano i modelli approssimati fin qui discussi & quello di calcolare
le energie che si liberano durante una reazione chimica A + B — C. Allo scopo di avere
un risultato coerente per lo studio dell’energia della reazione, & necessario che i metodi
approssimativi usati sui reagenti abbiano la stessa accuratezza di quelli usati sui prodotti.

In altre parole, un requisito essenziale per un metodi di approssimazione é quello di soddisfare
la cosiddetta size consistency cioé dare la medesima accuratezza al variare del numero di
elettroni che compaiono nel sistema.

Una definizione formale della size consistency ¢ la seguente: poniamo di voler calcolare I'energia
di una supermolecola (dimero) fatta da due molecole non interagenti (monomero), ebbene il
metodo che usiamo ¢ size consistent se e solo se ’energia della supermolecola é eguale alla
somma delle energie dei monomeri calcolate usando ancora il metodo di approssimazione in
questione.

Una definizione piu generale di metodo size consistent richiede che per numero di costituenti
elementari N che tende a infinito, I’energia totale scali come N.

Il metodo Hartree-Fock rispetta il criterio della size consistency se la supermolecola é
composta da due molecole a guscio chiuso (per i sistemi a guscio aperto, si pensi all’idrogeno,
bisogna passare al formalismo non ristretto). Anche 'approccio full CI rispetta il criterio della
size consistency, ma altrettanto non si puo dire per una CI troncata. Consideriamo ad esempio
la tecnica DCI su un sistema di due molecole di idrogeno. Nelle energie dei due monomeri
compaiono i contributi dalla situazione in cui entrambi sono doppiamente eccitati. Nella DCI
sul dimero questo contributo non viene considerato, perché, per il dimero esso rappresenta uno
stato quadruplamente eccitato. Il problema della size consistency ¢ la limitazione maggiore di
cui ¢ affetto il metodo CI.

Consideriamo ’esempio del dimero formato da due molecole di idrogeno a distanza infinita
e studiamone gli aspetti quantitativa.
Il metodo HF in base minimale porta a considerare due funzioni, ¢, e 1, per ciascuna molecola,
di modo che il fondamentale HF ¢ |¢p,) = |11 11 13 12). L’energia della supermolecola vale, come
si ottiene subito dalle regole di cui nel primo capitolo,

Eo = (| 9 |tbg ) = 4h11 + 2J11 = 2E (Hy)

e come si vede 'HF rispetta il criterio della size consistency.
Vediamo che succede se passiamo a un DCI. Come sappiamo

Ecorr = chi <¢O| 9 \¢Zi>

a<b
r<s

d’altra parte non tutti gli stati doppiamente eccitati hanno elemento di matrice non nullo,
anzi, gli unici stati connessi a 1, da $ sono

121211212), (111122 2)
infatti, stati del tipo
11711 15 1o)

sono centrati nelle variabili rz e ry su una molecola, $) ¢ locale e non ne cambia il supporto, e
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sono integrati su stati che hanno supporto in r3 e ry sull’altra molecola; stati del tipo
11121 15 25)

portano contributo nullo per il teorema di Brillouin, dal momento che la hamiltoniana &
separata. Dunque, considerando solo gli autostati di spin lungo z nullo, quale & ®,

Eeorr = c1{¥g]9121211212) + c2 (o] 91111122 25) =
= 1 (1111]]2121) + 2 (1215] 22 29) =
= (e1+c)(11]122) = (er +e2) {[12[12] - [11|22]} =
= (c14+¢2)(12]12)=(c1+¢2)(12]21) = (c1 + ¢2) K12

Per trovare c¢; e co moltiplichiamo scalarmente per i due stati eccitati ’equazione
(% = Bo) [t)+er (9 — Eo) 0312 Yhea (9 = o) [$222) = Eoon {|0) + 1 [W212) + ez [02222)}

troviamo, poiché i determinanti eccitati non sono connessi essendo formati da determinanti
con quattro spin orbitali diversi,

c1Bcorr = K2+ c1(2hoe + Joo + 2h11 + Ji1 — Ep)
c2Bcorr = Kia + ca(2ho + Joo + 2h1y + J11 — Ep)
cioe, essendo Fg = 4h11 + 2J11,
Eeor = (c1+c2) Ko
c1Ecorr = Kiz+c1(2ho + Joo — 2h1y — J11)
2Fcorr = Kiz+ c2(2ho2 + Joz — 2h1y — J11)
introdotto 2a = 2hos 4 Joo — 2h11 — J11, abbiamo
c1 = & = ¢
Eeorr — 2a
Bl —20Econ —2K3, = 0

sicché

2E‘corr =a— \/ a? + 2K122

contro il risultato per la singola molecola che non & la meta

YBoorr = a— \/a% + K3,.

Se si passa a considerare N molecole otteniamo

NEcorr =a— /a2 + NK122

lim

N
Ecorr
N —+oc0 N

=0 7é 1Lacorr .

Se si tiene tronca alle interazioni quadruple, si possono ottenere CI adeguate per sistemi fino
a 50 elettroni.






Capitolo IV

Teoria delle perturbazioni

In questo capitolo richiamiamo brevemente la teoria delle perturbazioni dello spettro di un operatore
e poi ne vediamo le maggiori applicazioni alla chimica quantistica.

IV.1 Teoria di Rayleigh-Schrédinger delle perturbazioni

IV.1.1 Formalismo generale della PT

Hamiltoniana Data una hamiltoniana $) sia possibile scriverla come
perturbata
NH=%H+V

con V piccolo (nel senso di Kato) rispetto ad . Supponiamo inoltre che lo spettro e gli
autovettori di $g siano esattamente noti. Riguardiamo V' come una perturbazione e andiamo
a vedere che succede agli autovalori di §. Sia

9o = E) |¢91,>
e poniamo
L= (enleh), [¥n)=In).

Supponiamo sia
N1d;) = Eil¢s)

con autovalori e autovettori incogniti.

Riconoscimento ~ Moltiplichiamo la perturbazione V' per A, A € [0, 1], alla fine porremo A = 1, e supponiamo
degli ordini di (; 1, dimostrare) che gli autovalori e gli autovettori di £y siano analitici in ), allora

perturbazione
& = EY+)\E! + NE? 4 ...

6:) = i)+ A[wl) + X d) + ..
Per i ¢, fissiamo la normalizzazione intermedia,
(ilg;) =1
cioe
LA Gl + N G2y + 23 (el )+ = 1
(o) + M [W2) + A2 @[y +... = 0

per ogni J, infine,

Abbiamo
(B0 +AV) [[) + A [0]) + N [vF) +...] = (B + AE} + NEZ + ) [[i)) + A Jwl) + X W) + ...,
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da cui, eguagliando gli ordini in A
Soli) = Bi)
Solvi) +V I = B [gi)+ B i)
D03 +V|ei) = EYe])+ B |v;) + B i)
So0lvi) +VIeD) = BV + Bl eY) + B |vg) + B i)

Primo ordine  Moltiplichiamo scalarmente per |¢) la seconda equazione,
(il$90[vi)+ V) = B
EQ (il )+ (il Vi) = B

infine, il primo ordine & dato da

= (i|V]i).

Prendiamo la terza equazione e moltiplichiamola scalarmente per |i)
(il$0|07) + (i V]e;) = E},
(il V|v;) = E
se facciamo lo stesso con la quarta,
(v ]e) =
In generale, per n > 1,

(i|V |y~ "y = B

Secondo ordine  Ora, tornando alla seconda equazione

(B = $0) [wi) = (V = E}) i),
d’altra parte,

= Z a}u' n)
n
sicché

> (B = Ep) n) = (V= E}) [i),

n

moltiplichiamo scalarmente ambo i membri per |m) con m # i
1 0 0 .
A (Ez - Em) = <m‘ v |Z> )
I’equazione per m = 7 riporta ancora al risultato per ’energia al primo ordine.
Dunque,

|1/)> Z| n|V|z

n#i
Sostituendo nell’equazione per il secondo ordine dell’energia
(il V In nl Vi)
(v Iei) =3+ -
n#i
Come si vede la correzione al secondo ordine dello stato fondamentale & negativa.

Terzo ordine Torniamo alla terza equazione,

(B — $0) [07) = (V= E}) |yi) — B} i),

‘¢3> = Zaii In)

posto
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abbiamo
Y ani (BY = 90) In) = (V — B}) [¢!) — E7 i)
moltiplicando scalarmente per |n), n # i
az; (BY —EY) = {(n|V — E} |1/1 )
da cui
(n|V - El|¢i) |n) nIV\m <m|VIZ> g (Vi)
W) = X e =X Y B o
n#i En n#i m;éz ) ( ) n;éz z EO)
|n) nIVIm <m|V| n) (n|V']i)
- Z Z 0 (il V1) Z 2
n#i m;éz ) (E ) n;éz 1 )

Alla fine, abbiamo il terzo ordine nella energia

B =(i|VI[gi)=> > 'V‘" "|V|m><m‘v|i>_Z<i|V|i><i\V|n>(n|V\i>.

0 2
A EDE =B (BB

IV.1.2 PT per sistemi a hamiltoniana separata

Consideriamo un sistema a N corpi descritto da una hamiltoniana separata del tipo

NH=%H+V

Zh(i)

con

Se
hey = edl,
allora il fondamentale di $)g & dato da

9o [vo) = EQ [¥o)

con

o) = |eY...o%)
N
> e
1=1

Applicando la teoria delle perturbazioni a b’ = h + v abbiamo

ei = (olv]ed)
<QDZ|’U|QD7,><§09|U|QD?> VinUni
S D D

Tornando agli autovalori di $) abbiamo, per il fondamentale,

Ey = EJ+Ej+E;+

N N N
DA+ e +> e+
i=1 =1 =1

a=1

73
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> >t = —EZ o ZZ

a= 1n7éa a= 1b7£a a=1 r

Come si vede il secondo addendo & negativo essendo 62 > 52. Il primo addendo, invece, &
nullo, essendo

ZZ o ZZ T = ZZ o

a= 1b7éa a b= 1b7éa a= 1b7$a

Infine,

Sy Yy et

a=1 7

IV.2 Applicazioni della PT

In questa sezione vediamo le applicazioni della PT ai problemi di chimica quantistica trattati
nei capitoli precedenti.

IV.2.1 Energia di correlazione

Come avevamo in parte visto nel secondo capitolo, possiamo riscrivere la hamiltoniana
elettronica come

NH=%H +V

dove $ ¢ la hamiltoniana di Fock data dalla somma degli operatori di Fock e i cui autovettori
sono i determinanti di Slater |x, X - - .), mentre

V=0-9=> h(i) ZT =3 (@)= > V() Zr - VIR ()

i<j % i 1<J i

Abbiamo, come dimostrato,

Z<1/)0’r Yiiy = (ablrs)={ablrs)—{(ab|lsr)

i<j

VIF (1) s (1) = S0 (b gt 10) x; () = 37 (bl rt 1) x, (1)
b

b
sicché
(Il VIFR ) = VIR =S (ib] ) = > (iblbg) =Y (ibl[5b).

b b b

[tho) & autovettore di $ all’autovalore
Y
a

La correzione al primo ordine vale
N

By = (ol VIve) = (o lri [ woe) = > (ol VIF (i) [y ) =

1<J i=1

= 23 (abllab) 3 (el Vo) =
ab a

= 53 (ablat) =3 (abllab) = 5 3 (ad]ab)
ab

ab ab
di modo che

£S + B} = B,
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percio 'energia HF & corretta al primo ordine. Un altro modo per vederlo ¢ il seguente

E§ = (o] V [¥0g) = (¢l 9 — $0 [tby) = By — Ej.

Passiamo a calcolare il secondo ordine, prima correzione perturbativa al fondamentale HF.

Abbiamo
{01V [n)[” O\V\”
B =) g g
n>0
dove |0) = |¢y) e |n) sono le configurazioni eccitate. Abbiamo subito che le configurazioni

triplamente eccitate non contribuiscono essendo V' al piu bielettronico. Per quanto riguarda
le singolarmente eccitate,

<¢0|5§—,60‘1/;Z> = <¢0|5‘¢Z>— <¢o|f)o‘¢z> =0

il primo addendo si annulla per il teorema di Brillouin, il secondo perché v, e ¢Z Sono
autovettori ortogonali di $.

Nella somma per E3 compaiono, allora, solamente le configurazioni doppiamente eccitate.
Poiché

9o [tap) = (Eg —€a—Ep T &+ 53) [Vab)

e infine
2
B=3 [(¥ol V [¥ap)]
0 a<b5a+€b—57’_63
r<s

Poiché VHF & monoelettronico
(ol VIwis) = > (o |ri;'| i) = (ablirs),
1<J
e 'energia al secondo ordine diviene
2
B=Y [(abl| 7 s)|

a<b€a+€b_€r_5s
r<s

Riscriviamo E2. Notiamo che per 7 = s (ab|rs) = 0, poiché |(ab|rs)|> = |(rs| ab)?,
concludiamo che per a = b ’addendo nella sommatoria si annulla, percio

2
pp oy Madlrs)?
e Eq tEp—Er — Es

r<s

Gli addendi nella somma sono invariati per scambio di @ con b e di r con s, percio

o= Iy Meblraf 15~ [alsnf

2a§b£a+5b—ar—ss 2a§b€b+€“_€3_€”_
r<s r<s
2 2
_ 12 [(abllrs) +1Z [(ab] 7 s)|
2agb€a+€b_€7"_6s 2a2b5a+5b—5r—65
r<s r>s

gli addendi delle due sommatorie restano immutati per scambio di r con s, sicché

[(a b rs)? [(ab|rs)?
= Z Z +
4 E(LJrEb*E,*é‘s 4 €a+€b*€,«755
r<s r>s

Z [{ab||rs)| Z [(ab||rs))
4 aa—l—ab—ar—as 4 5a+5b—5r—£3
r>s T<S
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Z [(a b rs)?
T4 sa—f—sb—sr—es

Dal momento che
[(ab|7s)]> = (ab|rs) (rs|ab) — (ab|rs) (sr|ab) — (ab|sr)(rs|ab) + (ab|sr) (sr|ab)
sicché, con semplici ridenominazioni degli indici nelle quattro sommatorie

2 Z (ab|rs)(rslab) 1 (ab|rs><s7“|ab>:
0 2 €at+Ep—Er —Eg 2abmsa+5bfa,«f€s

abrs

_ Z (ablrs)(rs|ab) Z (ablrs)(rs|ba)
T2 EateEp—&r — s 2 ~ €atep—&r —&s

In conclusione, andiamo a calcolare il contributo dovuto al terzo ordine. Come abbiamo
dimostrato

Ey = Ay — EjBj§

|vwn n|V|m><m\V|z'>_ (I V [i) (G V [n) (n] Vi)
%;m%: ED) (E) - EY,) ; (EQ — E0)?
. 0|V|n n|vwm><m|V|o>
A = ;; E9) (EQ — E9)
. <0|V|n><n|V|o>
o= ; (B — E9)?

a causa della presenza dei termini (0| V' |n) e (m|V |0), n e m devono rappresentare soltanto
configurazioni doppiamente eccitate, come arguito sopra.

Dunque,

DI (Yol VI9as) (Vasl V [ved) (Ve V o)
a<bc<d &‘a teb—éer— 83) (5a +ep—er — €u)
r<stlu

B o= 3 alVIv) (Vs

(ea +ep—&r— 58)

a<b
r<s

con molti addendi ancora nulli perché V connette solo determinanti che differiscano per al
massimo due spin orbitali.

Torniamo a testare la teoria sulla molecola di idrogeno. Risolto il problema su una base
minimale STO-3G nel formalismo ristretto, possiamo andare a calcolare la prima correzione
perturbativa al fondamentale HF. Abbiamo, ricordando che gli operatori monoelettronici in
V non contribuiscono,

EO_ZZEQIZJOH/WJ _|<11|7"12 |22>‘

+ep—er — €5 261 — 2e9

a<br<s
visto che
(11|75 22) = (11]22) — (11]22) = [12]12] = (12]12) = Ko,

concludiamo

,_ K%

0 2 (51 — 82)
Notiamo che per R — +o00, €1 — &2, mentre K5 # 0, percido E2 diverge. La stessa cosa
avviene per E3. Questo inconveniente non si verifica partendo da una UHF.

Vediamo quanto detto per il terzo ordine. Applicando le formule trovate sopra, Ej =
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A3 — E}Bg con

Ag = ZZ wde}ab < |Vw)cd> al)‘V|7~/)0>
agb féd (€ateb—&r — 85) (€a +ep— &t —€u)

B - Z<wolvwzi><w2i|vwo>

(a +ep — & — €5)°

a<b
r<s
dunque
B = (1T |22>| _ K
4 (e — 52) 4(51 - 52)2
e
43— (11|V]22) (22| V|22) (22| V |11)
0 — )

4(81—82)2

d’altra parte

(22|V[22) = (22|r' 22) = (22|VTF122) = (22]|22) — (2] VITF (1) |2) — (2] VITF (1) |2) =
= (22)22)-2> (20]20)

b

ma
(22]22) = (22]22) —(22]22) =[22[22] = Jx»
> o(2b20) = (21 21) + (2T)|21) = (21]21) — (21]12) + (21| 21)
b
= 2J12— K2
infine,
AS _ K122 (J22 — 4J12 + 2K12)
0 4(61*62)2 ’
poiché
By =23 (abllab) = — 22011 =~y
2 2
abbiamo

K3 (Jog + J11 — 4J12 + 2K12)
4(81 —82)

Ej =

IV.2.2 Consistenza dimensionale della PT

Consideriamo una supermolecola costituita da N molecole non interagenti di idrogeno. La
funzione d’onda per il fondamentale HF &

Vo) = 11111210, .. Ix 1y).

Se $H ¢ la hamiltoniana HF, ricordando che essa, come $), ¢ separata nella somma di
hamiltoniane di singola molecola, abbiamo

N
Eg = <¢0|50 |"l/10> :2Z<1i|f|li> =2N¢g;

i_1
Ey = (o VIvg) = (¢l H|tg) —2Ney = N (Ey —2e1) = N (261 — Ji1 —2e1) = —NJpy

dove si ¢ usato il fatto che, data la separazione delle hamiltoniane e percio di V/,

N
(Xiy X - X X | V X000 Xt - X X ) = D o X | Ve I 0 ) <xi5 Xjs | Xy xlﬁ>

a=1 B#«
essendo V, la differenza tra la hamiltoniana esatta e quella HF per la a-esima molecola.
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Notiamo che se x; , ¢ centrata su una molecola diversa da quella su cui & centrata x, 5
(analogamente per j e 1),

<Xig X]g ‘ ng Xlg> =0.

Se vogliamo il secondo ordine, dobbiamo considerare eccitazioni degli orbitali su una molecola
con orbitali sulla medesima molecola, altrimenti otteniamo un contributo nullo, percio

V |bap (1T V (2, 2))°

E2 _ |<d)0|

0 2 el +e, —el —a’ Z 51—52)
r<s

K7,
2 (61 — 82)

e, ancora, va correttamente come N.

Infine, vediamo ’ordine tre:

—gB = Y K %IVW >\ _ Z |<1iL-,\V|2jéé>|2 _ N2J11K1222
?EZ = 4d(ar—e) 4(e1 —e2)
PR <w 3 v\gfzfﬁ
i=1 4(e1 —e2)
Ora,
< ‘wﬁ > =269 —2(N —1)e1 4 2hg +2(N — 1) hay + Jog + (N — 1) Jiy
siccome
er = hu+Jn
€2 = ho+2J12— K2
abbiamo
<1/’3Z§%§ v ‘wfi?i > = —NJi1 + Ji1 + Joz — 412 + 2K 2.
Quindi

K3 (Ji1 + Jag — 4J12 + 2K12)

E2=N
0 4(61 *62)2

anche il terzo ordine scala nel modo giusto.

Il secondo ordine in PT & superiore al metodo SDCI come si puo vedere per ’energia di
correlazione dell’acqua con calcoli eseguiti su una base 39-STO

Ej —0.2818
E3+E3 —0.2850
SDCI —0.2756
Full CI stimata | —0.298
sperimentale —0.37

IV.2.3 Momenti di dipolo

Applichiamo la PT al calcolo dei momenti di dipolo. A questo scopo, usiamo il metodo del
campo finito.

Si tratta di calcolare I'energia HF della molecola in presenza di campo elettrico uniforme F'.
La hamiltoniana del sistema diviene

:Zh(z‘)+2%—u~F=5(0)—u-F

g>i Y
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Ora, noto che sia il fondamentale in funzione del campo elettrico, la sua derivata in F vale

SEE () = o (o ()19 (F) oy (F)) = (v ()| 5 ()| ) ) +

+20 F) { (40 00|00 00 ) + (w0 () 1 ) |

= () 1 () + B (F) s (3 (F) g (F) =

= —(m
Dunque,
0

8_FEO (F)

Il metodo del campo finito consiste nel campionare il fondamentale Fy (F) per vari valori di
F e calcolarne la derivata numerica per ottenere 'opposto del momento di dipolo molecolare.

T (k)

Vediamo degli esempi di calcolo di p al variare dei metodi per l'ottenimento della funzione
E, (F) (HF oppure HF piu PT al secondo ordine)

NH;3 H>O FH
base SCF | Ej SCF | Ej SCF | Ej
STO-3G 0.703 | 0.692 | 0.679 | 0.652 | 0.507 | 0.477
4-31G 0.905 | 0.891 | 1.026 | 0.994 | 0.897 | 0.861
6-31G* 0.768 | 0.773 | 0.876 | 0.859 | 0.780 | 0.747
6-31G** 0.744 | 0.733 | 0.860 | 0.825 | 0.776 | 0.728
sperimentale | 0.579 0.723 0.719

Come si vede il calcolo al secondo ordine va sempre nella giusta direzione, tuttavia, a parte
I’acido fluoridirico non c¢’¢ buon accordo tra valore calcolato e risultato sperimentale.
Veniamo al monossido di carbonio per il quale avevamo risultati HF sbagliati anche dal punto
di vista qualitativo. Se un valore positivo ha da essere interpretato come C~OT abbiamo

[ bwe [ sov [ B ]
STO-3G 0.066 | 0.510
4-31G —0.237 | 0.165
6-31G* —0.131 | 0.167
sperimentale 0.044

11 fatto che il calcolo al secondo ordine rechi al segno giusto & sorprendente. Avevamo, infatti,
visto in CI che il segno giusto era dovuto alle eccitazioni singole (una DCI non da il segno
corretto, a differenza di una SDCI) le quali in PT al secondo ordine non compaiono grazie al
teorema di Brillouin. Si puo dimostrare (¢ un fatto molto complicato) che ¢ la procedura di
calcolo numerico a reintrodurre, di fatto, termini singolarmente eccitati i quali contribuiscono
a riprodurre il segno corretto.

Il fatto che il momento di dipolo ci dica che la carica negativa & sul carbonio, anziché
sull’ossigeno come 'elettronegativita suggerirebbe si spiega in questi termini: il momento di
dipolo ¢ dato da un contributo negativo dovuto all’elettronegativita maggiore dell’ossigeno e
da un contributo positivo dato dal fatto che sul carbonio (dall’altra parte rispetto all’ossigeno)
¢ localizzato un doppietto libero. Questo ragionamento fa capire anche qul é il motivo per cui
w del CO risulta cosi piccolo.
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Capitolo V

Funzioni di Green

V.1 Il formalismo delle funzioni di Green

Supponiamo di voler risolvere la seguente equazione per il vettore a
(F1—Hy)a = b,
per Hy matrice N x N hermitiana. Se F non & un autovalore di Hy abbiamo
a=(EI—-Hy) 'b=Gy(E)b
dove
Go (E) = (E1—Hp) .

Ora, se By ¢ la matrice degli autovalori di Hy e se C ¢ la matrice ottenuta prendendo come
colonne gli autovettori di Hy abbiamo

HoC = CEq
percio
Hy = CE,C'
sicché
Go (E) = C(EI—Ey) ' Cf
ossia,
Go (), = 3 CioCin
Ui« E—Ey

Come si Gg ha un polo ogni qualvolta E = E, cioé¢ ogni qualvolta E & un autovalore di Hy.
Gy si dice anche funzione di Green per I'operatore H.

Dal punto di vista — piu generale — degli operatori autoaggiunti sugli spazi di Hilbert,
&y = (EI — 550)_1 si dice anche risolvente di $)g ed ¢ una funzione analitica del piano complesso
escluso lo spettro di Hp. I poli di & sono le singolarita isolate, cioé i punti dello spettro discreto
di $9. In altre parole, i poli di & sono gli autovalori a degenerazione finita dell’operatore
$o (per una trattazione matematicamente adeguata e una dimostrazione delle affermazioni
qui fatte, si rimanda a A.Maggi, Metodi matematici delle teorie quantistiche, citato nella
bibliografia).

Supponiamo adesso di conoscere la funzione di Green Gy per la matrice Hy e si voglia
calcolare la funzione di Green G per la matrice H hermitiana data da
H=H,+ V.
Chiaramente abbiamo

G(E)=(EI-H,—V)".
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Ora,
(F1-Hy—-V)G(E) = 1
(Go'(B)-V)G(E) = 1
Gy (E)G(E) = I1+VG(E)
da cui otteniamo 1’equazione
G (E) =Go (E) +Go (E) VG (E)
0, equivalentemente,
G (B) = (I-Go(B)V)" Gy (E)
percio, noto Gg otteniamo G.

Caso Vogliamo introdurre il concetto di funzione di Green anche per il caso operatoriale su L2.

differenziale  giy ¢ un’operatore autoaggiunto in cui compaiono derivate e moltiplicatori. Supponiamo di
voler risolvere ’equazione differenziale
(E —$0)a(z) =0b(z)
€ supponiamo sia
f)(ﬂpa (.’E) = nga (x)

Sviluppiamo a e b sulla base delle autofunzioni di $:

a(@) = Y aath, ()

(03
b(x) = Y bt (2)
(03
abbiamo
(E — Ey)aq = b,
cioé
o — b
o T E _ Eg?
ossia
) Yo (@) 0 (@) Yy (@)
E— EO Z / dz _ EO ’
definita la funzione di Green
Yo (2) Y, (z)

(B = 3 e

abbiamo
a(x) = /dx’ Go (E;x,2") b (x)
Come si vede G presenta dei poli negli autovalori di .
Caratteriz-  Prendiamo adesso b(xz) = § (x — y), allora

zazione di Go
a(a) = [ do’ Go (Bia') 30"~ y) = Go (Ei0)
sicché Gy ¢ tale che

(E - $0)Go (E;z,2") =6 (x —2').

Perturbazione: Passiamo a considerare 'operatore differenziale $ = $Ho + V con V moltiplicatore. Abbiamo
caso differenziale
(E—-9)G(E;x,2") = 6(x—2a)
(E—=$—-V)G(E;z,2") = 6(x—2a)
(E—$0)G(E;z,2") = 6(x—2)+VG(E;x,2)
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dunque,

G(E;z,2) = /da:” Go (E;z,2")[§ (2" —2')+V (") G (E;2",2")] =

G(E;z,2') = Go(E;z,2')+ /dﬂc" Go (E;z,2") G (E;2",2")V (2")

V.2 Applicazioni del formalismo della funzione di Green

V.2.1 Funzioni di Green per I'operatore di Fock

Vogliamo applicare il formalismo della funzione di Green all’operatore di Fock f(1).
Determinati gli spin orbitali y, autovettori di f agli autovalori ¢;, abbiamo che la funzione di
Green (G associata a f &

N *k /
Go (E;x,x') Xi (X)X ( ):ZXQ(E Z Xr' )X, (%)
E-e a=1 ~Ca r=N+1 B

la cui rappresentazione matriciale sulla base {x;} ¢
X

[Go (E)];; = /dxdx’XL Z X () X )Xj (x') = ikdjk _ Eéij
k

E—¢
Go(E) = (El—¢g) ",
Ancora, Gy ammette i poli sugli autovalori di f.
Grazie al teorema di Koopmans, abbiamo visto che gli autovalori di f hanno come

interpretazione il potenziale di ionizzazione e Iaffinita elettronica, percio i poli di Gy sono
approssimazioni per i IP e EA.

Se ‘N¢0> é 'HF per il fondamentale e |N—1¢C> é ottenuto dal primo vettore per rimozione
dello spin orbitale ¢, il teorema di Koopmans dice

= (Mol 9| Vbo) = (N0 9 [V L),
similmente
€, = <N+1¢r|5 |N+1wr> B <N1/}0| 9 |N1/}0>'

Assunto che |N _1'[/JC> sia una buona approsimazione per il fondamentale del sistema ionizzato
concludiamo

. = -—IP
e = —EA
L’errore che si compie nelle eguaglianze di sopra & duplice: in primo luogo si trascura ’energia

di rilassamento supponendo che gli spin orbitali del sistema finale non siano modificati, in
secondo luogo si trascura l'energia di correlazione. Cioé

Ney = NEy+ VEeon
N=lgo(e) = N71Ey(c) + Y B (¢) + N Eeon (€)
dunque
P = (Y'Eo(e) = NEo) + N Era (¢) + VT Econ (¢) = Y Econ

= —&.+t N_lErel (C) + N_lEcorr (C) - NEcorr

Ci proponiamo di determinare una funzione di Green i cui poli diano una migliore
approssimazione, rispetto a ., dell’opposto del potenziale di ionizzazione (o dell’affinita
elettronica). Questo compito sara assolto nella prossima sottosezione,

V.2.2 L'autoenergia

L’ottenimento di una funzione di Green G i cui autovalori rappresentino la differenza in
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energia per sistemi a N e N + 1 particelle si deve a Dyson, che introdotta la matrice di
autoenergia, 3, ha dimostrato che la funzione di Green G deve soddisfare I’equazione

G(E) =Go(E)+Go(E)Z(E)G(E).
Se conoscessimo esattamente X, potremmo determinare G e, dall’analisi dei suoi poli, avremmo
i potenziali di ionizzazione e le affinita elettroniche cercate.
D’altra parte, con tecniche perturbative si riesce a ottenere che

S(E)=%*(E)+3*(E) +

con
(rs|ia)(jal]|rs) 1 il (abl|lir) (jr| ab)
>3 (E 4=
[ ZZ E+e,—er —es ZZZ E+e—e4—¢p
s a=1b=1
Per un sistema a guscio chiuso e considerando integrali spaz1a11 vale la formula
N/2 N/2 N/2 .
Z/Z (rs|ia) (2(jalrs)—(aj|rs)) Z/Z/Z abliry (2(jr|ab) — {rjlab))
a=1 rs E+€ —&r T &s a=1b=1 r E+€T_5a_5b
Soluzioni Per ottenere i potenziali di ionizzazione e le affinitd elettroniche dobbiamo risolvere

dell’equazione 150 57i0ne di Dyson e poi individuare i poli di G (E). Moltiplicando ’equazione di Dyson per

di Dyson i) e 1 -

Gg " da sinistra e per G™* da destram abbiamo

Gy (B) =G (E)+ 2 (E),
da cui

1 -1 —1

G(E)=(Gy' (B)-2(E)) = (El-e—-3%(E)
I poli di G (E) corrispondono allora a quei valori di E per cui U'operatore El — e — X (F) &
non invertibile, cioé siamo ridotti a cercare quelle energie per cui
det (El—e -3 (F)) =0.
Come si vede, quando 3 = 0 (ed & cosi fino al primo ordine) i poli di G sono i poli di Gg cioé
gli autovalori dell’hamiltoniano di Fock.
Per determinare la correzione all’ordine pin basso per i poli forniti dall’operatore di Fock (cioe
la correzione ai risultati del teorema di Koopmans), immaginiamo di poter trascurare i termini
fuori diagonale che compaiono nella matrice 3, di modo che la condizione su E diviene
H(E—z’;‘,‘ —E“(E)) :O
i
ossia cerchiamo gli F tali che per qualche ¢
E—si—Eii(E) =0.
Un modo per risolvere I'equazione di sopra ¢ quello di procedere iterativamente usando il
sistema dinamico
E(O) = &

E(n+1) = g+ 2y (E(n-i-l))
In questo modo si introducono due approssimazioni che si aggiungono al fatto che la 3 non &
esatta: la prima dovuta al troncamento del processo iterativo, la seconda derivante dall’aver
trascurato i termini fuori diagonale per la matrice 3.
V.2.3 La molecola di idrogeno
Vediamo come lavora il formalismo approntato nel caso di alcuni semplici esempi gia discussi
nel corso di questi appunti.

Potenziale di Cominciamo dalla molecola di idorgeno trattata in una STO-3G. In questo caso, non si
1onizzazione

per la molecola APPTezza il contributo dovuto all’energia di rilassamento.

di idrogeno Gli orbitali molecolari HF hanno energia

g1 = hu+Ji
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€2 = hoa+2J12— Ko
I’energia HF risulta
NEg=2hy1 + Ji1 = 2¢1 — Ji

mentre Penergia di correlazione (determinata da una full CI a partire dalla base minimale)

vale
N
Ecorr =a — \/ a? + K1227

1
a=(e2—¢€1)+ 3 (J11 + Ja2) — 2J12 + J12.

con

Come anticipato I'energia di rilassamento & nulla. Procediamo infatti a un HF per lo ione Hj .
La funzione d’onda per lo ione pud essere scritta come

Yo = c1hy + oy

la hamiltoniana del sistema ¢ h, che non connette 1; e 15 in quanto a parita diversa. Infine,
la funzione d’onda v, per lo ione & gia ottimizzatal

Ne abbiamo
NSO = NEO + NEcorr
N=1gy = NT'Ey =hn
L’energia per lo ione nello stato eccitato ¢ invece
N=1g) = hoy.
Abbiamo allora
IP = N& —N&y = hi — 2kt + Jin — Y EBeorr = Ji1 — hit — YN EBeonr =
_ N
= —€1—- Ecorr .

Il potenziale di ionizzazione per il processo che ha come stato finale lo ione eccitato ha
potenziale di ionizzazione

P = VL&) — V& = hag — 2hi1 + Ji1 — N Eeonr = 2 — 261 — (2J12 — J11 — K12) — Y Eeorr -

Vediamo che succede se applichiamo la teoria di Dyson. Utilizzando per X la sua espansione
al secondo ordine

2(11]22) — (11]22) 2(12/11) — (21]11)

Y =(22]11 11)12
= < | > E+61*2€2 +< | > E+€2*2€1
per parita il fattore davanti al secondo membro si annulla e abbiamo
K2
Yy = — 12
E+4e1—2e
K2
3 _ 12
2 EHey—2e
sempre per parita
Y12=0

percid ¥ & proprio diagonale.

Infine, i poli per ¥ sono determinati dalle equazioni

E—eg —Xq
E— g9 — 222 =
Abbiamo, dunque
K2
E=g +—12 |
RGN — P

Prima di risolvere esattamente I’equazione vediamone il primo ordine, che si ottiene sostituendo
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FE = &1 a secondo membro,
K2
EW =g 4+ —12 _—¢ + VO
1+ D) (51 — 62) 1+ corr

avendo riconosciuto che il secondo addendo & proprio la correzione all’energia di correlazione
al secondo ordine. Ne viene che usando il formalismo della funzione di Green all’ordine piu
basso riproduciamo la correzione al secondo ordine in teoria delle perturbazioni!

Adesso calcoliamo la soluzione esatta. L’equazione che ricaviamo &
2 2 2
E* —2e9F — €] + 26160 — Ki5, =0

allora

K7,
(€2 —e1)?
Abbiamo allora due soluzioni per ciascuna delle due equazioni. In totale, abbiamo quattro
valori per F. Andiamo a vedere quale significato fisico hanno.

E:52:|:\/(62—81)2+K122:€2:|:(€2—51) 14+

Per cominciare espandiamo la radice in serie di Taylor, (1 + x)1/2 ~1+x/2—2%/8
K7, Ki,

1+
2(es —e1)>  8(ex—e1)*

Ermeyt(eg—e1)

da cui
K1, Kiy
2(ea —€1)  8(eg—ey)®
K2 K
e+ i2 _ 12 .
2(e1—¢€2)  8(e; —e2)
Si nota subito che E~ & la correzione all’opposto del primo potenziale di ionizzazione. E1 &
invece un’approssimazione per

N+151— Ng() =2e9+e1 — 261+ ...

Et =~ 29 —c +

E-

Q

La seconda equazione reca a due altre soluzioni: una & ’affinita elettronica canonica, ’altra il
secondo potenziale di ionizzazione.

V.2.4 La molecola HeH™

Come abbiamo visto piu volte

NgO = NEO + NEcorr
N_lgc = N_lEc + N_lEc,corr + NEc,rel
-1IP = Ng() - N_lgc =é&c+ (NEcorr - N_lEc,corr) - NEc,rcl

Per la molecola di HeH™, il primo potenziale di ionizzazione vale
N N
—IP = €1+ Ecorr - ErCl
essendo il sistema ionizzato a un solo elettrone.

Per stimare ’energia di rilassamento, dobbiamo determinare ’autovalore minimo della matrice
$ calcolata sulla base ¢,1,. Ciog, in normalizzazione intermedia,

hi1 hio LY w1
hiz  hoo c O\ ¢
Risolvendo ’equazione per 'autovalore piti basso

h h hos — h 4h?
N-lg 11 + oo N2 o 12 .
2 2 (ha2 — h11)

Poiché
0 = (1]f[2)=hi2+(11]12)
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his = —(11]12)
cioé
N-1 hiy
& ~ hy1—
0 " hgy — hay
h2
N-1 12
E, ~ —
! hoo — hi1
Visto che
€1 = hu+Jn
€2 = ho+2J12 — Ki2

possiamo porre la seguente ulteriore approssimazione, hoy — h11 = €9 — €1, sicché
2
hiy

62*61.

N—lEl ~

rel ©

Vediamo che 'equazione di Dyson, oltre all’energia di correlazione, fornisce una correzione
per I'energia di rilassamento.

Trascurando gli elementi fuori diagonale e usando il procedimento iterativo, essendo

2
w@ _ _ Kb (11]12)]
W Ede —20 FE+e—2
abbiamo
K2 h?
—IP ~ / — 12 12 — NE(2) _ N—lE/
gr=¢ea+ 2 (61 — 62) £y — & €1+ corr rel »

dunque ’equazione al secondo ordine di Dyson da correzioni sia per ’energia di correlazione,
sia per ’energia di rilassamento.

V.2.5 Altri esempi

Per apprezzare il metodo GF vediamo alcuni esempi numerici per i potenziali di ionizzazione.
Per 'idrogeno troviamo

|| Base || Koopmans || »® || Full CI ||
STO-3G 0.578 0.591 | 0.599
4-31G 0.596 0.593 | 0.595
6-31G** 0.595 0.598 | 0.600
sperimentale | 0.584

Vediamo la serie delle molecole a dieci elettroni

| STO-3G || 4-31G || 6-31G* | 6-31G** || sperimentale ||

CH4 | Koopmans 0.518 0.543 0.545 0.543 0.519
»® 0.493 0.502 0.507 0.510

NH; | Koopmans 0.353 0.414 0.421 0.421 0.400
»® 0.275 0.331 0.352 0.353

H>0O | Koopmans 0.391 0.500 0.498 0.497 0.463
»® 0.299 0.388 0.394 0.397

FH | Koopmans 0.464 0.628 0.628 0.627 0.581
»®) 0.396 0.507 0.509 0.509

Infine, veniamo alla solita problematica molecola di azoto
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o T
Base Koopmans | £® | Koopmans | ()
STO-3G 0.540 0.463 0.573 0.620
4-31G 0.629 0.517 0.621 0.643
6.31G* 0.630 0.534 0.612 0.627
sperimentale 0.573 0.624

Un calcolo GF senza trascurare gli elementi fuori diagonale porta IP (o) = 0.546 e IP (7) =
0.626, con lautoenergia al terzo ordine, invece, IP (¢) = 0.584 e IP (7) = 0.613.



Capitolo VI

Osservabili molecolari

In questo capitolo andiamo ad indagare le proprieta elettriche e magnetiche delle molecole con
particolare attenzione alla risposta lineare delle stesse quando sottoposte a campi esterni.

VI.1 Proprieta elettriche delle molecole

VI.1.1 Il teorema di Hellmann-Feynman
Riprendiamo brevemente il contenuto del teorema di Hellmann-Feynman gia usato e applicato
nello studio del momento di dipolo elettrico.

Teorema di  Sia §) (p) una hamiltoniana dipendente da un parametro variabile dall’esterno p. L’equazione

P Hellmann-—,1; aytovalori rechera
eynman e sua

dimostrazione Hpvp) = E()v(p)
(w@lv@) =1
Abbiamo

E)=(v®IH()[¢K)
di modo che

% gp<w(p)lﬁ(p)|¢(p)>=<w(p) a—pﬁ(P)‘w(P)>+

+£0) () |50 ) + (%w]w(p)ﬂ

») (.% (b @)% () =

Il
N
<
S

g
&
S
<
S

~_—
_|_
S

L’equazione

¢ il teorema di Hellmann-Feynman.

VI.1.2 Molecola in campo elettrico uniforme

Momento Nel caso di un sistema molecolare immerso in campo elettrico uniforme E abbiamo che la
di dipolo  pamiltoniana elettronica vale

HE)=9-—pn E

percio, se ¢ (E) & 'autostato fondamentale per il sistema in campo E, abbiamo

o = {vm)| o (E)' $(B)) = - (6 (B) ] (B)




Polarizzabilita

Risposta lineare
al campo

PT e
determinazione
di «

90 VI Osservabili molecolari

(g—;) =~ (o

dove il valor medio ¢ calcolato sul fondamentale a campo nullo, cioé su .

da cui

Sviluppiamo £ (E) in serie di Taylor attorno al campo nullo, abbiamo

£(E):8(0)+(§—§> E+QZE <8E(’)E> Ej+O(IE|3)

Definiamo la polarizzabilita della molecola come il tensore simmetrico

= — (25
Y \OEOE; ) g_,

—<u>=g—§=—<u>o—aE+~~

Abbiamo dunque

da cui il tensore a ¢ la risposta lineare della molecola al campo elettrico. In definitiva, il
momento di dipolo elettrico ¢ dato, al primo ordine nel campo, dalla somma della risposta
lineare e del momento di dipolo permanente.

Preso l’asse z lungo la direzione del campo elettrico, abbiamo E = FEz e

() = () +azE+...
i termini successivi si dicono iperpolarizzabilita.

In ogni caso, essendo o simmetrico, quindi diagonalizzabile ortogonalmente, possiamo sempre
pensare di lavorare sulla base degli autovettori di & di modo che per un campo qualsiasi
uniforme

() = () — wa By — oy By — . B, + ...

Nel proseguo il nostro problema sara quello di determinare la polarizzabilita. Se possiamo
determinare l’espansione in potenze dell’energia rispetto al campo usando la teoria delle
perturbazioni, avremo un modo di identificare la polarizzabilita.

Il punto & che ’espansione perturbativa dell’energia & proprio una serie di potenze in F, essendo
il perturbatore V proporzionale a E (che fa le funzioni del parametro d’ordine ). Dalla PT,
ricordando che V = —p, F, abbiamo

(O] pz ) (n|p. 10)

& (B) = 50—E<¢0|/~Lz‘1/’0>+EQZ S — & te
n#0 "

n#0
da cui

3 (Ol p ) (nlp. 10) Z\ 0 o [n)|? Z\ 0l o |n) [
2 zZ zZ 2 zZ _2 zZ
g[)_ n 50_
n#0 n#0 n#0
avendo definito

AnO = gn - EO
La formula
(0
—9 Z 10 [n)|” \Mz |n
n#0
si dice regola di somma sugli stati (Sum On States, SOS).
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Sperimentalmente si misura la polarizzabilita media
1 1 2 0] )
"“25“":5@”*%@/*‘““):5”% Ao

11 calcolo effettivo puo essere svolto valutando i A, in CI e sostituendo agli autovettori |n)
le loro espansioni in termini delle funzioni di base. Chiaramente il conto che si deve eseguire
¢ molto complicato.

Un modo sbrigativo per svolgerlo ¢ quello di scegliere un valore A in modo da approssimare
le differenze in energia, in tal modo

2 +o0
o ~ 2y WOBRIE_ 2 <Z<0lu|n><n|ul0>—|<0u|0>|2) =

n#0 n=0

- (o) - onuio) - 3LELIOT 26

percio la polarizzabilita viene a dipendere dalla varianza del momento di dipolo elettrico.

Per un idrogenoide, 0 = dR, raggio quadratico medio. Per un atomo qualsiasi, preso R,
raggio medio, R2 valor medio di r?,

_ 2 2

a=3x NR;.
Maggiore ¢ il raggio medio, minore ¢ il controllo che il nucleo ha sugli elettroni, percio maggiore
é la possibilitd per un campo di distorcere la distribuzione di carica, dunque, maggiore & la
polarizzabilita.

Una quantita che si misura sperimentalmente & la forza di oscillatore

fro = 2 (€ — €0) (0] I

la quale & proporzionale all’assorbanza del picco spettroscopico. In termini delle forze di

oscillatore
_ an
a=y dw
n#£0 n0

Nel caso si possa sostituire A = A2 abbiamo

1 1
a~ F;fno = FanO

Tuttavia, vale la regola si somma di Thomas-Reiche-Kuhn

sicché
_ N
Dimostriamo la regola di somma detta
2 o 1
Siho = Yoz E— &) Oluln) = 3301 (€ — &)ln) (n]ul0) +
n n n

23 0l ) (s (&, — )]0
= 2 740 D]} (nl 1 10) — Ol m) (1, 90/ 0)) =

= ({010 5] ) — (Ol [, 3] 0)) = 5 Ol 9], 1] 0)
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Ora,
LA | X
9] = 522 rj, pi] 52 I, Pt =
=1 k=1 k=1
L ’ N
= 5> PP Z - [k, Pi] —ZZpk
k=1 2
percio
N N N N
[ 9,1 = =i > ool =Y > [P,a] =0 [Proax] = 3N
k=1 j=1 k=1 k=1
Infine

7

Per un bulk di materia si procede a una descrizione statistica. Per molecole apolari, cioé che
non abbiano un momento di dipolo proprio, abbiamo che la permittivita relativa risulta

e — 1+ 20&./\/-/380
r 1-— OéN/?)é‘o
dove NV ¢ il numero di molecole per unita di volume.

L’indice di rifrazione del mezzo vale

3aN aN
=14+—.
2 3 €0 260
Nel caso di molecole polari con momento di dipolo permanente f,
o 142 (a+ pd/3kT) N /3eo
"1 — (a4 pd/3kT) N /3e0

n=cec?~1+=

VI.1.3 Proprieta elettriche dinamiche

Vogliamo adesso vedere la risposta di una molecola a un campo oscillante per derivarne le
proprieta dinamiche. A questo scopo, ci occorre una teoria perturbativa dipendente dal tempo
che svilupperemo brevemente nei prossimi paragrafi

Supponiamo di sottoporre il nostro sistema a un campo elettrico oscillante
E (t) = Ecos (wt)
di modo che il perturbatore vale adesso, approssimativamente,
V(t)=—p-E(t)=—p,Ecos(wt).

L’equazione di Schrodinger dipendente dal tempo ¢

0
t t) =1—v (1
90w (1) =i (1),
Poniamo poi
ﬁo(pn = Eﬂ(lon
con {p, } base ortonormale. Definiamo
—itE,

Pn = e

E 7’LtE
an n
e andiamo a sostiture nell’equazione di Schrodlnger

(Do +V (¢ Z an () e"tEnyp = ZZ an (£ e By Z an (t) Ene~Fng,

Sviluppiamo su ¢,, il vettore 9,
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da cui
Z ap (t) Bpe” " o+ Z an (1) e "FnV (1) O = 0 Z an (t) e "*Fn Y+ Z ap () Bpe” P Pn,
Doan®)e V() e, = iy an(t)e g,

Moltiplicando scalarmente per ¢,

Y {an @ e (| V (#8) lpn) — da (8) e o} =0,

dunque,
ak () = =i an () e T (o |V (#) |o,) =
= —q Z ay (t) e "k,
dove
Wnpk = En - Ek:
Vin = (el V) |en)
Integrando,

t
ar (t) —ax (0) = —i y / At ap, (t') e~ OV,
n 70

Come dato iniziale abbiamo
ao (0) = ].,

Per risolvere il nostro problema, procediamo al solito iterativamente. Al primo ordine, ponendo
a secondo membro a; (t) = a; (0),

ap(t) = 1
t

ag (t) = *Z'/ dt’ 't wro Vio

0
Abbiamo
V() =e g+ Y an(t)e g,
n#0
di modo che
() () = (olmleo) + D an(t)e ™m0 (gl pmlp,) + > an (1) €™ (o, | pley) =
n#0 n#0
= (Wo+ Y an(t)e ™ (ol ple,) + > an (1) €™ (o, mley) -
n#0 n#0

dove ci siamo limitati al primo ordine in E, visto che in a}a,, compaiono termini in E2.
Consideriamo una accensione adiabatica del campo, percio
_ —t/T .
E.t)=F(1-¢ coswt

e andiamo a studiare il sistema per t > 7.
Troviamo
t " it'w —it'w ,
a(t) = E (k| |0>/ i e ST (1) =
0

W—wok) —+ eiit,(“"f’wok) (1 B eft,/T) _
3 =

t eit’(
— B (k. 0) [ a
0
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0 . /
- % (klps |0>/ dt' F (w,wor; t') — e /T F (w,wop; ')
0
avendo definito
F (w,wok; t/) — it (w—wok) + o~ it (wtwor)

Integrando e prendendo ¢t > 7 abbiamo

ei(w—wok)t e—i(w+wo;€)t:|

()= (k. 10) | -

W — Wok w + wok

Sostituendo nell’espressione per il momento di dipolo dipendente dal tempo

() () = (u)o+ D an (B) ™ (0l p, )+ ak (t) e ™o (n|p, [0) =
n#0 n#0
i(w—won )t e~ H(wtwon)t
_ itwon 0 0 € — -C. =
o+ 2 g [ ) {2, 10) [ e e
eiwt e_i‘“t
_ 0 0 — .C. =
</’1/z 2 Z |MZ|n><n|MZ| >|:w_w0n W+w0n:|+cc
n#0
= () +Ecos(wt)z<0|ﬂ In) (n|u,10) ! - 1 -
z/0 n#0 ’ : W — Won w +won
2 Won
= (uado + 2B cos (wb) Y [{O0] . )] ——"5=
"0 on

In questo modo otteniamo la cosiddetta polarizzabilité dinamica
oz ( —2Z|0|,uz|n
n#£0 On

Notiamo che la polarizzabilita tende a zero, per w — 400 coerentemente col fatto che un
campo troppo rapido non puod essere seguito dagli elettroni.

L’espressione per a, non ¢ in realta corretta perché presente poli in corrispondenza delle
frequenze wg,. Questo perché in quelle zone la teoria perturbativa non ¢& valida.

V1.2 Proprieta magnetiche delle molecole

Abbiamo visto come un campo elettrico su una molecola ne distorce la distribuzione di carica
generando un momento di dipolo (aggiuntivo) .

L’azione di un campo magnetico su una molecola ¢ pitt complessa. Esso genera nella molecola
delle correnti indotte, le quali danno luogo a un nuovo campo che tende ad aumentare o
diminuire il campo esterno. Lo studio del campo locale dato dalle molecole si effettua in
termini di suscettivitd magnetica e di costante di schermo.

VI.2.1 La suscettivita magnetica

Cominciamo con il considerare una molecola immersa in un campo magnetico uniforme. La
descrizione del campo magnetico B puo essere fatta tramite il potenziale vettore A, di modo
che B = V x A. La liberta di gauge ci consente di porre V - A = 0. In queste condizioni,
abbiamo

1
A:§B><I'.

La hamiltoniana $ del sistema si ottiene dalla hamiltoniana in assenza di campo magnetico,
o, sostituendo a ciascun p; I'operatore

1
pi+—A;.
c
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In questo modo abbiamo

Z 1
5 = 38| (e iae) T g T -
%} ..Tij
7>
1 1 Z, 1
= = p; + A% (r;) + -p; - A(x)) Z —|+) —=
2 j a TN i>i i

3 3
[An () pje] =) 5 r;)=ivV-A=
k=1 k=1
Abbiamo
1 1 1
p-A(r) = sp-(Bxr)=;B-(rxp)=;L-B
2 2 2
A2(r) = %|B><r|2

di modo che

H=0+ 5 ZL B+ 2Z|B><r7\

Scegliamo per comodita l’asse z orientato come il campo magnetico, cioé sia B = Bz, allora
Bxr = BzZxr=DB(zy—yX)
Bxr? = B?(a?+4?)

sicché

Y. B Y, B
H=5H+ Z 2—0sz + Z 32 (22 +42) = 90+ BHO + B2o20).
j=1 j=1

Suscettivita  Per il fondamentale abbiamo
magnetica B2
E(B)=E&(0)+ BE (0) + 75” (0) +
da un’espansione perturbativa
E(B)=E£(0)+BEW + B2e® 4

dove £ ¢ la correzione all’ordine n in B dell’energia. Definits la suscettivita magnetica

come
s
Xi ="\ 9B,0B; ) 5_,

Xso = —26@.

abbiamo

Dalla PT abbiamo

0] 51,0 (1,0) |o
£ (ol 930 |¢o>+z< (980 [n) (] 57O 0) _

n#0 80 h gn

_ (O] L |n)|” In)|?
- SCQZ 7/10|1’ +yz W)O + Z EO_

dove L, ¢ la componente z del momento angolare totale degh elettroni.
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Infine,

_ 1 2 2 1 |{(0| L. \n>|2
Xz = 702 ;@/’omi +y; |¢o>+@§oﬁ

La polarizzabilita media risulta

1 [(O[ L|n)*
X:§TI'X— 622 1/)0 WO 622 _go

I singoli addendi non sono gauge invarianti (perché dipendono dall’origine del riferimento),
ma l'insieme dei due deve essere gauge-invariante se si usano tutte le funzioni d’onda e gli
autovalori esatti.

Si nota che x ¢ dato da due addendi, il primo negativo, responsabile del diamagnetismo,
e il secondo, positivo, responsabile del paramagnetismo.
Se ¥ < 0, il sistema ¢ diamagnetico (prevale il primo addendo) e produce un campo magnetico
locale opposto al campo esterno. Viceversa, il sistema & paramagnetico e il campo totale & pit
grande del campo esterno.
In un atomo isolato (il fondamentale ha momento angolare nullo) il secondo addendo ¢ nullo,
percid un atomo isolato & diamagnetico. Poiché un sistema a guscio chiuso ha fondamentale
con momento angolare nullo, nell’approssimazione HF, sono paramagnetiche solo le molecole
con elettroni spaiati.

VI.2.2 Costante di schermo

La costante di schermo fornisce una misura del campo magnetico Bjy. in prossimita di un
nucleo di una molecola sottoposta a un campo esterno uniforme B. By ¢ diverso da B a causa
dell’intorno molecolare. Ragionevolmente (e ovviamente all’ordine pit basso) By, dipendera
linearmente da B, percio si definisce costante di schermo (di shielding) o tale che

Bloc = (1 70’)B.

In questa sezione vogliamo determinare o.
Un nucleo dotato di uno spin I ha un momento di dipolo

m =yl

dove v € il momento di dipolo nucleare ed € pari a gy dove g € il magnetone nucleare
e gy ¢ il fattore giromagnetico.

L’interazione di un campo esterno B con un momento di dipolo m & descritta dal termine
hamiltoniano

) =-_m-B
che produce uno shift nell’energia pari a
A& =y [B|.

La misura di A si effettua in NMR (risonanza magnetica nucleare) in cui si misura la
frequenza di assorbimento, hw = AE. Nuclei eguali, ma in molecole diverse assorbono a
frequenze diverse a causa del diverso intorno molecolare che si riflette in By, diversi (si noti
che nella formula per A€ si deve inserire il campo sul nucleo, percio B,.).

Per quanto detto, appare ragionevole (noi non lo dimostreremo) che

S 9?¢ (m, B)
E asz)Bj

m=0"
B=0
Stavolta A = Agxt + Anuc dove Agyy ¢ quello di prima e A, ¢ il potenziale vettore (in
gauge di Coulomb) di un campo di dipolo magnetico,
m. X r.
Anuc = %
’rC
dove c identifica il nucleo con spin non nullo e r. & la posizione rispetto al nucleo stesso.
La hamiltoniana del sistema diviene, scelto B lungo z come nella sottosezione precedente
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(includendo B nelle definizioni di ™9 etc.)
1
— (1,0) (2,0) . - Y. D
H = Ho+H +9 +52 202 ZAnuc rc,l) + c Zi:Anuc (rc,z) pi +
+C_2 Z Anuc (rc,i) : Aext (I‘,‘)

90+ HHY + 930 4 502 4 ON 4 g1

Calcolo della Abbiamo
costante di

e m. Xr 1 . - .
shielding CT3 . = 7"_3 {(mcyzci - mczyci) X+ (mczxci - mczzci) Yy + (mcmyci - mcyxci) Z}
c c
1 m. X Iy 1
S’j(l’l) = 2_62 Z % ‘B xr;= 2_023 Z {_yi (mcyzci - mczyci) +z; (mczmci - mcmzci)}
; ci i
(0 1) 1 1
fJ ’ = z Z 'I"_3 {(mcyzci - mczyci)pim + (mczxci - mcxzci)piy + (mc:vyci - mcyxci)piz}
i ic

Per calcolare la costante di schermo ci occorre il primo ordine in $H11) ¢ il termine in croce
nel secondo ordine di 9 + §O:1) (gli altri non possono essere presi che al primo ordine e
non contribuiscono una volta derivati). Dunque,
0| HLO n) (n| HOV|0) + c.c.
0] ¢1:D 0> <
(o190 0)+ 3 & — &
(01>; Lziln) <n ’Zb Li//r?c

n#0
TiTci + Yilei 1
s o[ memlo) - 5

abbiamo ancora la somma di due termini di segno opposto. Posta ’origine delle coordinate
sul nucleo con momento magnetico,

1 2?2 4 y? 1 (01>, Lzilny (n|>>; L./ /ri] 0) 4 c.c.
Jzz:ﬁ<0; 7‘3 0>—_

i 2c2 n#0 80 - gn
Per sistemi diamagnetici
0> |

Gauge  Riportiamo alcuni esempi numerici. Lo * indica dove ¢ stata posta Dorigine del riferimento.
mvarianza - Gj noti che su ¥ la gauge invarianza ¢ abbstanza ben verificata,

UZZ

0> + c.c.

QI
Il
Qi

1 1

VI1.2.3 Esempi

L x Tl x |
LiH | 2047 | 12.83 | —7.64
i | —23.81 | 15.85 | —7.96
F"H | —10.98 | 058 | —10.40
FI® | —32.08 | 21.18 | —10.90
B°H | —18.02 | 36.77 | 18.75
BH* | —37.78 | 56.30 | 18.52

_Costante  La costante di schermo in ppm (107%) per la molecola Fy vale —276 se calcolata con origine
di schermo ¢ ) nucleo e o = —200 se calcolata con origine nel CM. 11 valore misurato ¢ —210.
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