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Prefazione

Questo testo raccoglie gli appunti del corso di Analisi II tenuto per gli studenti del corso di laurea in Fisica dal
professor M.K. Venkhatesha Murthy, durante ’anno accademico 1999-2000. Gli appunti sono stati rielaborati e
ampliati secondo i miei gusti e le mie esigenze specifiche maturate nello studio parallelo del corso di Meccanica
Analitica.

Ecco allora che ho riservato molto spazio allo studio delle equazioni differenziali e all’approfondimento di aspetti
molto particolari, quali la continuita e la differenziabilita del flusso, la giustificazione dell’approssimazione delle
piccole oscillazioni, il teorema di rettificazione.

Nella stessa ottica il capitolo dedicato al teorema di Ulisse Dini sulle funzioni implicite e sui diffeomorfismi, che
tanta rilevanza assume nella definizione di varieta differenziabile riemanniana, di gradi di liberta e di coordinate
generalizzate.

Qualche accenno al calcolo delle variazioni, allo studio di curve e superfici e alle varieta, completano il corso.

Il primo capitolo non si presta a uno studio sistematico, ma ¢ semmai un ricettacolo di nozioni e strumenti
indispensabili, da assimilare con pazienza nel corso dello studio dei capitoli successivi, che dal primo attingono
sempre. La teoria dell'integrazione & quella di Lebesgue, ma viene trattata molto succintamente a causa del poco
tempo dedicatole durante il corso. Analogo discorso vale per le forme differenziali (il capitolo relativo & stato
aggiunto solo in un secondo momento, perché l'argomento non & stato trattato nel corso del professor Murthy).
Il lavoro qui presentato é senz’altro debitore di quello svolto dal professor Murthy e - in qualche misura - dei suoi
collaboratori, dott. Tortorelli (specie per le serie di Fourier) e dott. Novaga.

In principal modo la rielaborazione dei concetti spiegati nel corso & stata effettuata sulla linea del libro di Analisi
IT di Enrico Giusti. D’altra parte ampia parte di queste dispense si rifa ad Analisi Due di de Marco (soprattutto
quello che riguarda le serie di Fourier) e a Equazioni differenziali di Arnol’d. Per un elenco piu completo si
consulti comunque la bibliografia.

Si noti, in ogni caso, come questo testo non lascia alcuna dimostrazione al lettore neppure la piu evidente,
specificando tutti i dettagli di ogni deduzione. In questo senso il materiale qui presentato potra apparire
sovrabbondante o tedioso, ma solo dalla comprensione di tutti gli aspetti, di quelli complementari e di quelli
piu astratti, puo scaturire uno studio di successo.

Mi piace in questa sede ringraziare alcune persone (e non ringraziarne altre). I miei compagni e amici Giacomo
Santini, Antonio Maffei, Giacomo Marmorini, Walter Del Pozzo, Matteo Cantiello, il sig. Ivan Ordavo, Boris
Mangano, Leonardo Facchin...

Insieme a loro ringrazio Giulio Peruginelli che mi ha fornito il programma, basato ovviamente su I’ TEX, col quale
ho typesettato questi e altri appunti.

Guasticce, giugno duemila.
Alberto Maggi






Metriche e
spazi metrici

Definizione 1.1

Definizione 1.2

Esempi notevoli

Esempio 1.1

Esempio 1.2

Capitolo I

Spazi metrici e spazi normati

In questo capitolo introduciamo e sviluppiamo in modo elementare i concetti di spazi metrici
e normati. Particolare attenzione deve essere riservata allo studio delle funzioni continue e
degli spazi compatti. Da ultimo é proposta la dimostrazione del lemma delle contrazioni di
Cacciopoli e Banach che risultera uno strumento utilissimo nell’economia della trattazione.

.1 Spazi metrici

1.1.1 Definizioni

Poniamo alcune definizioni fondamentali:

Sia X un insieme non vuoto. Si dice metrica o distanza su X una funzione
d: XxX — R
(,y) — d(z,y)
tale che, per ogni x,y,z € X
(i) d (z,y) > 0; inoltre, d (z,y) =0z =y;
(i) d (z,y) = d(y,2);
(iii) d (z,y) < d(z,z) + d(z,y)(disuguaglianza triangolare).

Sia X un insieme non vuoto e d una metrica su X, allora la coppia (X,d) si dice spazio
metrico.

Sono esempi significativi di spazi metrici R e C avendo posto d = |z — y.

Sia A un insieme chiuso in R e consideriamo I'insieme C® (A) delle funzioni reali di variabile
reale definite su A. Vediamo allora che se f,g € C° (A)
T€EA

¢ una metrica. Notiamo subito che, essendo A chiuso la definizione ¢ ben posta in forza del
teorema di Weierstraf}; inoltre ¢ immediato rilevare che d, ¢ a valori non negativi.

() deo (f,9) =0V e A0<|f(x) —g(x)] <maxzea|f(z) —g(z)| =0, il che equivale
adireVee A |f(z)—g(x)|=0< f(z) =g(x);
(i) doo (f, 9) = maxsea |f () — g (v)| = maxzealg (z) — f (2)| = do (9, f);
(iii) si ha
Ve e A |f(z) —g(@)] <[f(z) = h(@)]+[h(x) — g (2)|
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passando agli estremi superiori si ricava

max|f (2) — g (#)] < max|f () = h ()| + max | (2) - g (@)
da cui, la tesi.

Esempio 1.3 Un altro esempio interessante riguarda lo spazio delle funzioni continue su un intervallo
chiuso C° ([a, b]), ove si pone
/ f (@)~ g (a)] da

Verificare che valgono simmetria e disugualglianza triangolare é banale. Vediamo allora solo
().
Se f = g si ha subito d(f,g) = 0. Viceversa, sia 0 < f(f |f () — g (z)| dz = 0, e supponiamo
che esista un punto xg in [a,b] in cui f (zg) # g (zo). |f (x) — g (z)| & continua percio, essendo
If (zo) — g (z0)| > 0, esiste un reale positivo ¢’ talché, per la permanenza del segno,

[z — 20| <& = |f(x) —g(2)] >0
preso 6 < &' si ha

|z — 20| <= |f(z) —g(2)] >0

sicché m = min | f () — g (z)| > 0, per monotonia negli estremi di integrazione si ha
zo+0
O_/|f )|dx>/ If (2) — g ()] do > 2ms > 0
Io*(s

il che ¢ assurdo.

[.1.2 Topologia indotta

Insiemi aperti

Fissiamo, una volta per tutte, (X, d) spazio metrico.

Definizione 1.3  Sia £ € X, si definisce palla aperta o palla o sfera centrata in £ di raggio p I'insieme
B(&p)={reX|d(&z) <p}

Definizione 1.4  Sia £ € X, si definisce intorno di & ogni insieme che contenga una palla centrata in &.
Indichiamo con F (§) la famiglia di intorni di &.

Osservazione 1.1 Una palla centrata in £ & un intorno di &.

Proposizione 1.1 Preso £ € X e considerata F (§) si ha
(i) £ ha almeno un intorno; ogni intorno di  contiene £ stesso;
(il) se U € F (&) ese V € F (&) allora anche UNV € F (§);

(iii) se U € F (&) allora esiste V € F (§) tale che per ogniy € V, U risulta essere un intorno
diy.

Dimostrazione La (i) ¢ banale. Vediamo la (ii), per ipotesi esistono due palle di & tali che
B(&,m1) U
B (5) TQ) = 14
ora, passiamo alle intersezioni per ricavare

B(f,’r‘l)mB(f,Tg) gUﬂV

N 1N
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ma, posto r = min {ry, 72}, si ha
B(&r)=B(&r)NB( )
la tesi.
Passiamo a (iii). Sia B (&,r) C U allora poniamo V = B (&, r/2). Sia ora y € V; vogliamo
mostrare che B (y,r/2) C B(£,r) CU. La qual cosa coinciderebbe con la tesi.

i) Vie Blyr/2):d(€2) <d(Ey) +d(y.2) S g5 =r=zEBED).

Definizione 1.5 A, sottoinsieme di X, si dice aperto se per ogni suo punto £ esiste un intorno di £ tutto
contenuto in A.

Vediamo che se A ¢ un aperto, allora ogni punto di A ha una palla tutta contenuta in A stesso.
D’altra parte se ogni punto di A ammette una palla centrata in esso tale da essere contenuta
tutta in A, allora A é aperto.

Infine,

Proposizione 1.2 A C X é aperto se e solo se per ogni suo punto £ esiste una palla centrata in £ tutta contenuta
in A.

Proposizione 1.3 Valgono

(i) L’unione di una famiglia F (infinita o finita) di aperti, U = |J A, é un insieme aperto.
AEF

n
(ii) L’intersezione finita di aperti, U = (| A;, & un insieme aperto.
i=1

Dimostrazione

(i) Se £ € U, allora £ € A per un qualche A appartenente a F. Allora, essendo A aperto
esistera un intorno di £ tutto contenuto in A e dunque in U.

(ii) Se £ € U allora Vi € J, £ € A; ne deriva che esistono n palle centrate in & ciascuna
tutta contenuta in A;, ossia

Vi€ J,,3p; >0:B(,p;) CA;
ne deriva che
ﬂB(f,Pi) < ﬂAi:U
i=1 i=1
d’altra parte € subito visto che, posto p = min p;, si ha

n

B(&p) =B p)
i=1
da cui la tesi.
(cv.d.)

E facile vedere che intersezioni infinite di aperti non sono - in generale - aperte, si consideri,
appunto, il seguente esempio

ﬁ]—%,%}m}

L’insieme X e l'insieme vuoto si definiscono aperti.

Insiemi chiusi

Definizione 1.6 A, sottoinsieme di X, si dice chiuso se il suo complementare X\ A & aperto.



Proposizione 1.4

Definizione 1.7

Osservazione 1.2

Osservazione 1.3

Teorema 1.1

Dimostrazione

(c.v.d.)

Chiusura,
frontiera,
parte interna

Definizione 1.8

Proposizione 1.5

Dimostrazione

(cv.d.)

Definizione 1.9

Osservazione 1.4
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Dalle leggi di de Morgan, X\ |JA =X\A e X\ A= X\A, si perviene alla

Risulta

(i) L’intersezione di una famiglia F (infinita o finita) di chiusi, U = ()] A, é un insieme
AeF
chiuso.

n
ii) L’unione finita di chiusi, U = A;, & un insieme chiuso.
) b
i=1

Sia A C X, allora & si dice punto di accumulazione per A se ogni intorno di § interseca A in
almeno un punto diverso da &. L’insieme dei punti di accumulazione di A si dice derivato e si
indica con DA.

Equivalentemente si dira che € ¢ di accumulazione per A se in ogni sfera centrata in & cadra
almeno un punto di A diverso da &.

Se £ ¢ punto di accumulazione allora ciascuna sfera ha in effetti infiniti punti di intersezione
con A. Infatti, siano per assurdo {z1,...,x,} gli unici punti di intersezione di B (£,r) con A,
allora posto p = min {z1,...,z,} la palla B (&, p) avrebbe intersezione vuota con A, assurdo.

Un insieme A é chiuso se e solo se contiene tutti i suoi punti di accumulazione.

(=) Sia A chiuso e € DA. Sia, per assurdo, x ¢ A. Allora x € X\ A, ma questo & aperto
sicché esiste una palla centrata in x tutta contenuta in X'\ A e percio avente intersezione vuota
con A. Ma allora « ¢ DA che & assurdo.

(<) A contenga tutti i suoi punti di accumulazione. Sia x € X\A, allora z ¢ non & di
accumulazione per A, cio¢ esiste una sfera centrata in z avente intersezione vuota con A e
perciod tutta contenuta in X'\ A, ne deriva che X\ A ¢ aperto e infine A ¢ chiuso.

Poniamo qualche altra definizione

Si dice chiusura di A I'insieme A dato dall’intersezione di tutti i chiusi che contengono A,
cioé il piu piccolo chiuso in cui A é contenuto.

La chiusura di A coincide con 'unione di A e del suo derivato.

Bisogna far vedere che (i) AUDA & chiuso, (ii) D chiuso, con A C D, implica AUDA C D.
Infatti, da (i) si ricava che la chiusura di A & contenuta in AU DA, da (ii), che AUDA ¢&
contenuto in tutti chiusi che contengono in A e dunque in A. Infine, A = AUDA.

(i) Sia & ¢ AU DA, allora esiste una sfera di raggio r centrata in & avente intersezione
vuota con A. D’altra parte se in B (§,r) cadesse x € DA, in B (z,r — d (z,))cadrebbero
infiniti punti di A che andrebbero a essere contenuti nella palla iniziale, il che & assurdo.

(ii) Sia D un chiuso contenente A. Per definizione di punto di accumulazione DA C DD, e
allora AUDA C D.

Si definisce frontiera o bordo di A l'insieme JA formato dai punti & tali che in ogni loro
intorno cadano punti di A e del suo complementare.

Ancora, sara possibile sostituire nella definizione sfera al posto di intorno.



Proposizione 1.6

Dimostrazione

(cv.d.)

Definizione I.10

Proposizione 1.7

Dimostrazione

(c.v.d.)

Proposizione 1.8

Dimostrazione

(cv.d.)

Osservazione 1.5
Definizione I.11

Insiemi limitati,
distanze

Definizione I1.12

Proposizione 1.9

Dimostrazione

(c.v.d.)

Definizione 1.13

Preso A C X, vale

1.1 Spazi metrici

0A=An (X\A)

Sia x € 9A allora ogni intorno di = interseca A in un almeno un punto e dunque appartiene
ad A o a DA (a seconda che P'intersezione sia ridotto al solo z). Ma allora € A. Con analogo

ragionamento si rinviene che = € (X \A) Dunque & visto che A C AN (X \A)

Veniamo all’inverso. Sia xz € AN (X \A

, allora se € A un suo qualsiasi intorno interseca

A; se x € DA, allora per definizione un qualsiasi intorno di = ha intersezione non vuota con
A. Con analogo ragionamento, si ricava che ogni intorno di x ha intersezione non vuota con
X\A. Dunque, z € 9A. Infine, si ottiene la tesi.

Si definisce parte interna di A l'insieme dei punti aventi un intorno tutto contenuto in A:

A={z e X 3U e F(z):UC A}

A ¢ un insieme aperto.

Sia 2 € A allora esiste un intorno U di z tutto contenuto in A e percio z € A. Ne deriva che
A C A. Inoltre, esiste un intorno V C U di z talché per ogni y € V, U risulta un intorno di .
D’altra parte siccome U ¢ tutto contenuto in A, si ha che y € A, e percio V C A. Abbiamo,
dunque, esibito un intorno di ogni z € A tutto contenuto in A. Da cio si ricava che A ¢ aperto.

Aeil piu grande aperto contenuto in A, cioé

A= |J E

ECA, E aperto

Sia x € A, allora esiste un intorno U di = tutto contenuto in A. D’altra parte un intorno

contiene una palla centrata in  che & un aperto. Ne deriva che A C |J E.

Sia ora z € |J E, allora tra gli E esiste una palla tutta contenuta in A, centrata in . Dunque
esiste un intorno di z tutto contenuto in A. La tesi.

A puo essere 'insieme vuoto come risulta nell’esempio A = {£}.

Preso A sottoinsieme di X, si dice parte esterna di A la parte interna di X\ A.

Proseguiamo ponendo ancora qualche altra definizione.

Sia A C (X,d).

contenente A.

Sia A limitato, allora per ogni §& € X, esiste un raggio p talché A C B (&, p)

Si dice che A é limitato se esiste una palla centrata in un punto £ di X

Sia A C B (zg,7). Preso £ € X ez € Asiha

Sia A un sottoinsieme limitato di X, definiamo diametro di A la quantita

diam (A) = sup {d (x,y) |z,y € A}

(&, x)
(&, )

S d(l‘VTO) +d(£03€) =
< r+d(zg, &) =p
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Definizione 1.14  Siano A C (X, d) e £ € X si definisce distanza di £ da A la quantita
d(§A) =inf{d(§y)lyc A}

Proposizione 1.10 Sia A C (X, d) allora A = {SL’ eX |d(l‘,A) = O}.

Dimostrazione  Sia D = {z € X |d(z,A) =0}. Si & gia visto che A = AUDA. Sia z € A allora, ovviamente,
d(z,A) =0exz € D. Sia ora x € DA. Mostriamo che 0 = inf {d (x,y) |y € A}. Per la non
negativita di d, 0 ¢ un minorante. Fissiamo ora £ > 0, troviamo almeno un punto y € A
distante da = meno di ¢, per definizione di punto di accumulazione. Si ha infine A C D.
Sia ora z € D. Allora per ogni fissato raggio € > 0 si trova almeno un y distante da x per
meno di €. Ne deriva che ogni sfera centrata in x ha intersezione non vuota con A. Sia ha
(c.v.d.) percido x € A oppure x € DA. Si conclude allora A = D.

1.1.3 Successioni

Definizioni
Fissiamo X spazio metrico dotato della distanza d. Si ha

Definizione 1.15 Una applicazione da N in X si dice successione a valori in X.

Una successione € univocamente determinata dalla relazione n — z,, € X, per estensione la si
indica tuttavia col suo grafico {z,}.
Un concetto gia noto ¢ quello di convergenza di una successione:

Definizione 1.16 Una successione {x,} si dice convergente a un punto x € X se la distanza del termine
n-esimo della successione da x tende a 0, per n che tende all’infinito:

Tp — 2, n— 00 lim d(z,,x)=0
n—oo

Definizione 1.17  Data una applicazione k : N — N strettamente monotona, si definisce sottosuccessione o
successione estratta da {z,} secondo k, la successione {xyn)}

Teorema 1.2 Se una successione é converge a x allora ogni sua sottosuccessione converge allo stesso limite
T.

Osservazione 1.6 Una successione converge al valore z € X se

Ve>0,Fv=v(e)eN:Vn>v d(z,,z)<e

Definizione 1.18 ~ Una successione {z,} si dice di Cauchy se per ogni fissato € > 0 si trova un indice v
dipendente da ¢, talché per ogni n,m > v vale d (x,, Tm) < €.

Osservazione 1.7 Una successione convergente ¢ di Cauchy, come si verifica subito applicando la disuguaglianza
triangolare.

Definizione 1.19 Uno spazio metrico nel quale ogni successione di Cauchy é convergente si dice completo.
Esempi

Esempio I.4  Consideriamo {x,,} una successione a valori in R™, dove fissiamo la distanza euclidea

Ora, poniamo x,, = (x}” e

L i ;
per ogni % € J,, x}, — x*.

,3:;"). Vogliamo mostrare che x,, — x = (ﬂcl7 . ,xm) se e solo se,
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Sia x,, — x, allora fissato € > 0 si trova v talché per n > v si ha
m
(af, — xi)Q < Z (zh, — :ci)2 <é?
i=1
da cui per ciascun indice %

‘xil—xi’ <e

Viceversa, ciascun ! — z*. Allora fissato £ > 0, si ha per ogni 4
) n 9

Jv; :Vn > v; |x;—xi‘<6

sicche, posto ¥ = max v; si ha

per larbitrarieta di € la tesi.

In R™ ogni successione di Cauchy converge. Basta vedere che se {x,} & di Cauchy, allora
ciascuna componente z;, & di Cauchy. Riconosciuto questo si avra la convergenza di ciascuna
componente e percio di {x,}. Allora R™ ¢ completo.

Lo spazio (CO (4), doo) con A C R chiuso, & completo.
Sia {f,} a valori nello spazio considerato, di Cauchy. Allora

Ve > 0,3v e N:Vn,m > v sup |f, (z) — fu (¥)] <&,
€A

dunque, per ogni x € A, si definisce una successione a valori reali {f,, (z)} di Cauchy, avente
percio limite che poniamo pari a f(z). D’altra parte, si pud scrivere

Ve>0,v eN:Vnm>v |f,(x) — fm ()] <e,Vx € A
sicché facendo tendere n a infinito, per la permanenza del segno
Ve>0,veN:Ym>v |f(z)— fm(z) <e,Vz e A

sicché f,, converge uniformemente a f.
Ci resta da vedere che fé continua, ma

|f (@) = f(zo)l < |f (@) = fu(@)|+ |fa(@) = fu(zo)|+ [fa(zo) — f(20)] < 3e
in un conveniente intorno di xg, essendo in z e g f,, — f e f, continua in x.
Su questo esempio torneremo in seguito studiandone una interessante generalizzazione.

[.1.4 Topologia e successioni

Sia A C (X, d). Un punto xo appartiene alla chiusura di A se e solo se esiste una successione
{z,} a valori in A che tende a x.

(<) Esista una successione a valori in A convergente a xo. Per assurdo, sia zg ¢ X\A.
Allora, siccome A & chiuso esiste una palla centrata in xo di raggioe tutta contenuta in X\ A4,
ma tale palla avra interesezione vuota con A. Allora {z,,} non potra essere a valori in A dato
che, convergendo a xq, dovranno cadere infiniti punti x,, nella palla di raggio € > 0. Il che &
assurdo.

(=) Supponiamo ora zop € AUDA. Se xy € A bastera prendere z,, = xg,Vn, e avremo
finito. In caso contrario, poniamo € = 1 e troviamo x1 € A,z € B (xo, 1), poiché zy € DA.
Poi porcediamo per induzione fissando € = 1/n e costruendo cosi una successione x,, a valori
in A talché

1
d(zo,2n) = -



(c.v.d.)

Proposizione 1.11

Dimostrazione

(c.v.d.)

Definizione

Definizione 1.20

Osservazione 1.8

Il teorema di
collegamento
e i limiti delle

trizioni
Teorema Pézll?ﬁi
collegamento)

Dimostrazione

18 | Spazi metrici e spazi normati

e percid convergente a xg.

Un insieme A é chiuso se e solo se comunque si prenda una successione {x,} a valori in A
convergente, il suo limite é ancora un elemento di A.

(=) Sia {z,,} C A, convergente ¢, allora £ € A. Ma A & chiuso percio A = A. Sicché ¢ € A.
(<) Sia ora ogni {z,} C A convergente a un valore di A. Sia z € DA, allora esiste una

successione a valori in A tendente a x. Allora, per ipotesi, x € A. Siccome DA C A vale
A = A. La tesi.

1.2 Funzioni continue

[.2.1 Limiti

Siano dati due spazi metrici (X,dx) e (Y,dy) e sia f una apllicazione da X in Y. Si pone

Sia zy € DX un punto di accumulazione di X, si dice che
lim f(z)=LeY
Tr—xo
se

Ve>030=0()>0: X3z #zodx (z,20) <0 =dy (f(z),L) <e

Vale
lim f(z)=L<& lim dy (f(z),L)=0

T—x
11 limite, se esiste & unico, infatti siano m, [ limiti per f per x — . Posto ¢ = dy (m,1) /2, si
ha che By (l,€) e By (m,¢) sono disgiunti, tuttavia essi contengono le immagini secondo f di
due intorni di x¢ che, come tali, hanno intersezione non vuota, Bx (x¢, min {0 (¢),02 (€)}).
L’immagine di quest’ultimo intorno & percio simultaneamente contenuta in By (I,&) e
By (m,¢), disgiunti: assurdo.

Vale il seguente fondamentale
Siano xg € D (X,d1) e f: (X,d1) — (Y,d2). Sono fatti equivalenti

(i) lim f(z)=LeY

T—x
(ii) per ogni successione {x,} a valori in X\ {z¢} convergente a ¢, risulta

lim f(zx,)=LeY

r—T0

Vediamo (i)=-(ii). Sia x,, — xg. Fissiamo ¢ > 0. Troviamo allora § > 0 per cui, per ogni
z in By (zg,0) N X\ {x0} = B* (z0,0) vale f (x) € By (L,e). D’altra parte in corrispondenza
di ¢ troviamo v € N, talché per ogni n > v x,, € B* (x9,0), sicché z,, € By (L,¢). Avendo
trovato v (g) per cui Vn > v f (z,) € B(L,¢€), abbiamo che f (z,) — L.

Vediamo (ii)=(i). f non abbia limite per z — x,. Esiste allora un valore ¢ tale che, per
ogni 6 > 0, esiste £ € X\ {zo} per il quale dy (Z,z9) < 0 e da (f(Z),L) > . Fissiamo
successivamente d = 1,..., % determiniamo una successione x,, = Z (d,,) talché

di (2, 70) < % o dy (f (2n),L) > 20
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per la proprieta di Archimede la x,, converge a zp, ma la corrispondente f (z,) non tende a
L, il che & assurdo.

Col teorema di collegamento ¢ facile dimostrare il seguente teorema che si rivela utile
soprattutto per mostrare che certi limiti non esistono:

Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici. Siano f : X —Y, £ € DA e valga
lim f (z) =¢
r—E
allora per ogni E C X che abbia & come punto di accumulazione vale

lim_f (@)= lim flg (@) = £

z—&, x€

Ogni successione {z,} a valori in F convergente a £ & anche a valori in X, percio f (z,) — ¢,
ma z, € E, percio f (z,) = f|g (@) sicché V{z,} C E,z,, — &, lim,, . f|g (x,) = ¢, da cui
si ha che f|g converge a ¢ per il teorema di collegamento.

1.2.2 Funzioni continue

Consideriamo due spazi metrici (X,dx) e (Y,dy). Consideriamo f applicazione da X a Y, si
pone allora la seguente

Sia f: X - Y e& € X. Sidice che f é continua in &, se per ogni prefissato € > 0, si trova
un § = 6 (¢), talché Vz : dx (x,€) < d,dy (f (z), f(£)) <e.

Sia f : X — Y continua e biunivoca, con inversa continua, allora f si definisce omeomorfismo
traX eY.

Consideriamo I = [a,b] e C (I) spazio metrico secondo la distanza d. Sia F' : C(I) — C(I)
la trasformazione di C (I) in sé data da

F(f) (2) E/xf(t) d.

Vogliamo mostrare che F' é continua, a tale scopo consideriamo due funzioni continue f e g
definite su I, siano p = F (f) e v» = F (g), abbiamo, per ogni x € T

p@) —v@l=|[ (-9 al< [F©-g0d<@-adtg
passando ai sup di ambo i membri si ricava

doo (ps1) < (b—a)duo (f,9)

da cui la continuita di F'.

Vale il seguente

[ (X,dx) — (Y,dy) é continua in £ se e solo se per ogni successione {x,} a valori in X
convergente a &, la successione {f (x,,)} a valori in Y converge a f (§).

(=) Sia f continuain {. Sia {z,} C X talché z,, — &, per n — oco. Fissiamo € > 0. Troviamo
allora § (¢) tale che se x € Bx (&,0), allora f (z) € By (f (€),¢), d’altra parte troviamo anche
v(d(e)) = v(e) € N, per cui se n > v allora z,, € Bx (&,0) e percid f (z,) € By (f(§),¢).
Dacui f (z,) - f (£).

(<) Per ogni {z,} C X talché x,, — £ siha f (z,) — f(£). Sia, per assurdo, f non continua
in £. Allora esiste un g9 > 0 tale che per ogni ¢ > 0 esiste un z = z (§) per cui dx (z,£) < ¢
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ma dy (f (z), f (£)) > €. Fissiamo allora § = 1, n € N\ {0}. Si ricava allora una successione
di valori z,, = z (1/n) tali che 0 < dx (2,,,£) < =. Per il teorema di confronto si trova z,, — &.
Ma allora f (x,) — f(£). Ma cio & assurdo poiché posto € = eq, si ha dy (f (z), f (£)) > eo,
da cui, per ogni indice dy (f (z,), f (§)) > 0.

Vale ovviamente la seguente

f:(X,dx) — (Y,dy) é continua in £ € X N DX se e solo se esiste il limite di f perx — £ e
vale

lim f(z) = f (&)

r—E

Se f & continua in &, per il teorema di collegamento, per ogni successione a valori in X e
percido in X\ {zo} C X convergente a &, la successione immagine secondo f corrispondente
converge a f (£), ne deriva che, ancora per il teorema di collegamento (nella formulazione per
i limiti) f (x) tende a f (§) per x che tende a &.

Valga viceversa

tim () = /(&)

allora per ogni e-palla in Y di centro f (£) si puo trovare una d-palla di centro £ in X, Bx (&, 9),
tale che

ma f(§) € By (f (£),¢), sicché f (By (£,0)) C By (f (£),¢), e f & continua in &.

[.2.3 Funzioni continue e topologia

Sia z¢ € X, definiamo

— d(z,x0)

Vale allora

La funzione ¢ ¢é continua su X.

Mostriamo preliminarmante che |d(z,zo) —d(y,z0)] < d(z,y). Dalla disuguaglianza
triangolare si ricava

d(z,xg) <d(z,y) +d(y,z0) = d(x,z0)—d(y,x0) <d
d(y,zo) <d(y,z)+d(z,xg) = d(y,z0)—d(z,z0) <d(z,y)
Sia ora una qualunque successione a valori in X convergente a x si ha
|d (2, x0) — d(x,20)| < d(x,2,)
passando al limite per n — oo, si ha, per il teorema del confronto
|d(zn,z0) —d(z,20)] = |@(zn) =@ (x)] =0

o(an) — @), n— o0

Sia E C (X, d), definiamo la funzione

Sia E C (X,d), allora ¢ ¢ continua.
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Presi z,y € X dobbiamo nuovamente mostrare che |d(z,E) —d(y,E)| < d(z,y). Si ha
d(z,FE) =infd (z, s), percid, per un qualunque ¢ > 0, esiste un s € X, per cui

d(z,E)+¢e>d(x,s)
sey e X
d(y, E) <d(y,s) <d(z,y) +d(z,s) <d(z,y) +d(z,E) +¢
da cui
d(y,E)—d(z,FE) <d(z,y) +¢
posto € = 1/n e passati al limite si ottiene
d(y, E) —d(z, E) < d(z,y)

la disuguaglianza opposta si trova considerando dapprima d (y, E).
Per concludere si procede come nella dimostrazione precedente.

Siano E,F C (X,d) chiusi e disgiunti. Allora esiste una funzione ¢ continua da X in R tale
che

¢(x)=0,sex € FE
dp(x)=1,sexeF

Poich¢ ENF = (), allora per ogni x varra d (z, E) > 0ed(z, F) >0, d(z,E)+d(z, F) > 0,
sicché risulta continua la funzione

che risponde alle caratteristiche richieste.

1.2.4 |l teorema di cambio di variabile

Un teorema utilissimo nelle applicazioni ¢ il seguente

Siano (X,dy),(Y,ds),(W,ds), spazi metrici. Siano zo e yo punti di accumulazione
ordinatamente per X e Y. Siano f,g applicazioni, rispettivamente, da X inY e da Y in
W, tali che f(X) CY. Se

(i) g & continua in yo;
(ii) lim f (z) = yo;
T—T
allora esiste

lim g(f (z)) = lim g(y) =g (yo)

r—xTo Y—Yo

dove si é eseguito il cambio della variabile y = f (x) nel limite.

Dalla (ii) e dal teorema di collegamento si ha che, presa {z,} C X\ {zo} convergente a
xo, risulta f (z,) — yo. Allora, dal teorema di collegamento per funzioni continue, g (f (z,))
converge a ¢ (yo). Sicché presa una qualsiasi {x,} C X\ {zo} si ha che (go f) (z,) tende a
g (yo). Da cui, ancora per il teorema di collegamento, si ha la tesi.

[.2.5 Successioni di funzioni continue

Vogliamo passare a generalizzare ’esempio 1.6. Siano (X,dx) e (X,dx) spazi metrici.
Consideriamo la funzione f : X — Y, diremo che ¢ limitata se risulta f(X) C Y limitato.
Poniamo allora la seguente
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Indichiamo con B (X,Y) I'insieme delle funzioni limitate da X in Y. B(X,Y) é uno spazio
metrico dotato della distanza

doo (f9) = sup dy (f (), g (x))

Indichiamo con Cg(X,Y) Ulinsieme delle funzioni continue e limitate da X in Y.
(Cs(X,Y);dw) & uno spazio metrico.

Se Y ¢ completo allora B (X,Y’) é completo.

Sia {f,,} una successione di Cauchy in B(X,Y). Per ogni = € X la successione {f, (z)} ¢ di
Cauchy in Y, dato che

dy (fh (x)afk (.’L’)) < doo (fhyfk’) < €.

Siccome Y & completo la successione {f, ()} convergera a un punto di Y. Resta percio
fissata una funzione f : X — Y talché per ogni z € X f(z) = lim f, (z) € Y. Si dice che la
n—oo

successione f,, converge puntualmente alla funzione f. Facciamo vedere che in realta la f,
converge alla f secondo la distanza d., cioé che la convergenza della successione é uniforme.

Poiché {f,} e di Cauchy, per ogni fissato € > 0 esiste un intero v tale che per ogni n,m > v
risulta

dy (fn (), fm (z)) <&, VzeX.

Riguardiamo il primo membro della diseguaglianza precedente come una successione reale
nell’indice m considerando fissate n e z. La funzione dy (f, (z),-) & continua per la
proposizione 1.12, percio, passando al limite per m — oo si ha, per il teorema di collegamento,

d’altra parte per la permanenza del segno deve valere

dy (fn (z), f(z)) <€

per ogni n > v e per ogni x € X. Se ne ricava che per n > v vale

doo(fn>f) <e

da cui si ha immediatamente che f,, — f secondo d., e che f & limitata.

Si ricava immediatamente il fondamentale

SeY é completo Cg (X,Y) ¢ completo.

Sia {f,} una successione a valori in Cg (X,Y) allora f,, converge uniformemente a f in
B (X,Y) per il teorema precedente. Ci basta adesso vedere che f ¢ continua in X. Fissato
zo € X si ha

dy (f (z), f (0)) <dy (f (), fn (2)) + dy (fu (2), fu (20)) + dy (fn (20) ,  (20))

Sia ora € > 0 allora esistera un indice v per cui

Wl ™

fissiamo n = v troviamo

dy (f (@), f (20)) <S¢ +dy (fy (2), fu (w0))

d’altra parte f, & una funzione continua da X in Y percio in corrispondenza di ¢ esistera un
0 > 0 talché

dx (z,70) < 8 = dy (£, (z), f, (z0)) < %

Infine

dy (f (x), f (w0)) <e
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da cui f & continua in zy. Per I’arbitrarieta di zo f & continua su tutto X.

Come detto la distanza d., viene detta metrica della convergenza uniforme e una
successione convergente secondo tale metrica si dird convergente uniformemente. Si e
dunque incidentalmente mostrato il seguente

Se una successione di funzioni continue e limitate di X in 'Y converge uniformemente a una
funzione f, allora f é continua.

Torniamo a considerare la trasformazione F' di C ([a,b]) che a ogni funzione associa la sua
funzione integrale. Abbiamo visto che essa & continua. Ora sia {f,} € C ([a,b]) convergente
uniformemente a f. Si ha che f & continua, ha senso considerarne la funzione integrale F (f).
Per la continuita di F' e per il teorema di collegamento, si ha

F(fn) = F(f), n— oo
Ne consegue che, in particolare,

P 6 = F () ®), noo
da cui
i [ rawa=[rwa

abbiamo cosi dimostrato il teorema di passaggio del limite sotto il segno di integrale.
1.3 Spazi normati e spazi di Banach

[.3.1 Richiami sugli spazi vettoriali

Consideriamo un corpo generico K, che coincidera generalmente con R o C. Sia V' un insieme
non vuoto nel quale siano state definite due operazioni, ’addizione e la moltiplicazione per un
elemento di K. Si dira che V' é uno spazio vettoriale su K, o che V' & un K-spazio vettoriale,
se rispetto all’addizione V' & un gruppo abeliano di cui O sia I’elemento neutro e inoltre

(i) Ou =0, 1u = u, per ogni u € V;
(i) A+ p)u= u+puu, e A(u+v)=Au+ Av, per ogni \,u € Keu,v eV;
(iii)) A(pu) = (Ap)u, ,p e KeueV.

Gli elementi di V' spazio vettoriale si dicono vettori.

I vettori uy,. .., u, si dicono linearmente indipendenti se presa una n-upla di scalari (\;)
in K si ha

n

> Au;=0= )\ =0Vj€J,

j=1
Se in V esistono n vettori linearmente indipendenti, mentre n + 1 vettori comunque scelti non
sono tali (i vettori si dicono allora linearmente dipendenti), si dice che V' ha dimensione
pari a n: dimV = n. Se invece per ogni intero n € N esistono in V' n vettori linearmente
indipendenti, si dira che V ha dimensione infinita. B il caso dello spazio C ([a,b]), poiché per
ogni n € N i vettori

1x,2%,... 2"

sono indipendenti. Infatti, in caso contrario, esisterebbe un polinomio di grado n, a coefficienti
non tutti nulli, che si annullerebbe per ogni valore di = € [a, b], la qual cosa & assurda.
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Se lo spazio vettoriale V' ha dimensione n, si dice base di V ogni insieme di n vettori
linearmente indipendenti. Si ha che fissata una base B = {v1,...,v,} ogni vettore v € V si
scrive in modo unico come combinazione lineare dei vettori della base:

n
VvV = E )\]‘Vj.
j=1

Per esempio ¢ facile dimostrare che una base di R™ & la base standard R,, = {e1,...,e,},
ove usando il § di Kronecker si ha

le;]; = dji-

Siano V' e W K-spazi vettoriali, e sia F' : V — W un’applicazione tale che, per ogni scalare \
ev,ueV,
Fu+v) = Fu)+F(v)
F(Av) = AF(v)

L’insieme delle applicazioni lineari di V' in W si indica con Hom (V, W), esso & uno spazio
vettoriale su K. Si dimostra che esso ha dimensione pari a nm, se n = dimV e m = dim W,
essendo isomorfo a M (n, m; K) spazio delle matrici n x m.

Nel caso particolare in cui W = K, lo spazio delle applicazioni si dice duale di V' e si indica
con V*. Gli elementi di V* si dicono funzionali lineari. Sia dimV = n, fissiamo una base
B={vi,...,v,} di V, e consideriamo le n applicazioni da V in K

Li i)\jvj = >\i
j=1

Risulta immediatamente verificato che ciascuna L; ¢ lineare di modo che L; € V*. Abbiamo
allora che

Li (vj) = 0ij.
Vogliamo vedere che I'insieme delle L; & una base di V*. Per questo si abbia
L= Li+...+pu,L,=0

allora per ogni indice j vale

n

0=L(v;) = ZW,L?‘, (vj) = Zﬂﬁij = Wy
i=1

i=1
da cui I'indipendenza lineare delle L;.
Sia ora L € V* talché L (v;) = a; al variare di i € J,,. Allora, se v.=>"\;v;

L(v)= Z/\jL (vj) = Z/\jaj = ZLj (v)a;

da cui ciascun L si puod scrivere come combinazione lineare delle L;, da cui la dimensione di
V* e n e percio B* = {L1,...,L,} & una base di V*. La B* si dice base duale di B. Nel
caso di R™ la base duale della base standard si indica con R} = {dz1,...,dz,} e vale

VJ,Z € Jn,d.’L'j (el) = (511
[.3.2 Spazi normati e spazi di Banach

Si ha la seguente fondamentale

Sia X un C o R-spazio vettoriale. Un’applicazione ||-|| : X — R,C si dice una norma se
verifica i seguenti assiomi
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@) x| >0,Vxe X e |x||=0<x=0;
(ii) [|Ax]| = |A] ||x]| per ogniz € X e A € R, C;
(iii) [|x +y|| < ||x|| + [ly|l, disuguaglianza triangolare.
La coppia (X, ||-||) si dice spazio normato.

Si puo dotare in modo naturale la struttura di spazio normato di una metrica indotta dalla
norma

d(x1,%2) = [[x1 — x2|
Se Y & uno spazio normato allora B (X,Y) e Cg (X, Y) sono spazi normati secondo la norma

infinito

1flloe = sup [If ()] -

reX
Infatti, sup||f (z)]] = 0 = ||f (z)]] < 0,Vz € X, ma per definizione | f (z)|| > 0, da cui
f(x) =0su X. La (ii) ¢ immediata per la (iii) si ha
1f () + g @) <IIf @) + llg )],V

passando al sup la tesi.

Si ha poi che

Uno spazio normato completo rispetto alla distanza indotta dalla norma si dice spazio di
Banach.

Se Y & uno spazio di Banach lo sono anche B(X,Y) e Cg (X,Y).

Vale la seguente
SiaKK =R o C e sia V un K-spazio vettoriale, si definisce forma quadratica definita positiva
Papplicazione
VxV — K
(v,w) = (v|w)
tale che

(i) (Vitvalw) = (vi|w) + (v2[w), (W[vit+ve) = (W[vi) + (w]va), (Av|w) = A(v|w) e
viAw) = A (v|w);

(
(i) (viw) = (wlv);
(iii) (v|]v) >0 e(vlv) =0 v =0
(vlw) si dice prodotto scalare (o hermitiano se lo spazio vettoriale & complesso) di v e w. La

coppia (V, (+|-)) si dice spazio di prodotto scalare o spazio euclideo se V' & uno spazio vettoriale
reale, oppure spazio unitario se V' é sul campo complesso.

Si ha che
Uno spazio euclideo o unitario V' é uno spazio normato con la norma indotta dal prodotto
scalare
vl =+ (vlv)
Gli assiomi (i) e (ii) sono immediatamente verificati. Resta da dimostrare la disuguaglianza

triangolare allo scopo premettiamo il seguente lemma che prova la disuguaglianza di
Cauchy e Schwarz:
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Per ogni v, w risulta

(VW) < V(v]v) (wW]w)

Se v = 0 la disuguaglianza & verificata banalmente. Sia v # 0, sihapert € R, a = — (w|v) ¢,
da cuia = — (v|w)t,

0 < (W+ avlw + av) = (Wwlw+av) + a (vlw+av) = (w|w) + a (w|v) + a (v|w) + |a]* (v]v)
da cui
2

0 < (wlw) = (vIw) (w|v) t = (v|w) (w|v) t + [(v|w)[" (v|v) ¢
0 < (wlw)=2[(v|w)[*t + |(v]w)[* (v]v) #*
sicché il discriminante del polinomio in ¢ deve risultare non positivo, percio

(VW) = |(vIw)[* (v[v) (wlw) < 0

(VW) = (v[v) (wlw) < 0

la tesi

[(VIW)] < V(v[v) (w|w)

Ora, dalla disuguaglianza dimostrata nel lemma
(v +wlv+w) = (v|v) + (w|w) + (v|]w) + (v|]w) = (v|v) + (W|w) + 2Re (v|w)

ma Rea < VRe?a +Im?a = |a|, da cui

(v + Wiy +w) < (v[v)+(wlw)+2[(v]w)] < (v[v)+(wlw)+2V/(v]v) (w]w) = (\/(VIV) + \/(WIW))2

siccome ambo i membri sono positivi, passando alla radice quadrata si ha la disuguaglianza
triangolare

Vv +wlv +w) < V(v[v) + /(wlw)
Risulta finalmente dimostrata la proposizione 1.14.
Poniamo 'ultima definizione

Uno spazio euclideo o unitario completo (rispetto alla metrica indotta dalla norma generata
dal prodotto scalare o hermitiano) si dice spazio di Hilbert.

[.3.3 Isometrie tra spazi metrici

Una definizione naturale ¢ la seguente

Siano (X,d) e (Y,d) due spazi metrici. Un’isometria da (X,d) in (Y,d) ¢ una funzione
f: X —Y che conserva le distanze,

§(f(x),fy) =dxy),vxe X,y eY

Un’isometria & ovviamente iniettiva: se f(x) = f(y) allora 0 = 6 (f (x), f (y)) = d(x,y),
da cui x =y. Inoltre I'inversa di f (definita dall’insieme immagine di f in X) & un’isometria.
Infine, composizioni di isometrie sono isometrie.

Due spazi metrici (X, d) e (Y,0) si dicono isometrici se fra essi esiste un’isometria biunivoca.

Per 'osservazione precedente, due spazi si diranno isometrici se tra essi & possibile stabilire
un’isometria suriettiva.
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Introdotto il concetto di isometria, ¢ possibile stabilire un risultato notevole:

Ogni spazio metrico (X, d) é isometrico ad un sottospazio metrico di uno spazio normato.

Tale spazio normato sard Y = B (X,R), spazio vettoriale delle funzioni limitate da X in
R, dotato della norma infinito. Sia a € X. Per ogni x € X definiamo ¢, : X — R talché
0, (&) = d(€,x) — d(&,a), per ogni £ € X. La funzione ¢, ¢ limitata, essendo, per la
disuguaglianza triangolare,

d({,x)—d(é,a) < d(a,x)

d(£7a)_d(£7x) < d(a,x)
da cui, |¢, (€)] < d(a,x). Ne deriva che ¢, € B(X,R). Vediamo allora se la funzione x — ¢,
é un’isometria. Prendiamo y € X abbiamo subito

6 (x) =0, (x)| = d(x,¥)

da cui

[.3.4 Funzioni lipschitziane

Una particolare rilevanza tra le funzioni definite tra due spazi metrici, ¢ assunta dalle funzioni
lipschitziane:

Siano (X,d) e (Y, ) due spazi metrici, una funzione f : X — Y, si dice lipschitziana se esiste
una costante ¢ > 0 tale che

6 (f(x), fy) <ld(xy),VxeX,yeY
{ si dice costante di Lipschitz per f.

Consideriamo f lipschitziana secondo la costante [. Allora si ha subito che per ogni m > [ la
f @ lipschitziana secondo m. Consideriamo ¢ = inf {m € R |m ¢ costante di Lipschitz per f}.
Siccome ogni costante di Lipschitz deve essere maggiore o eguale a 0, deve risultare ¢ > 0.
Ora, per ogni € > 0 esiste { < m < £+ ¢ costante di Lipschitz per f. Siccome ¢+ ¢ > m si ha
che ¢+ ¢ & esso stesso costante di Lipschitz. Ne deriva che Ve > 0, + ¢ & costante di Lipschitz
per f, da cui

6(f(x),f(y)) <td(x,y)+ed(x,y)

per Parbitrarieta di e (posto e = 1/n e passati al limite per n — 00) si deduce che £ & costante
di Lipschitz per f. Risulta percio ben posta la seguente

Siano (X, d) e (Y, ) due spazi metrici e f : X — Y lipschitziana. Si definisce allora migliore
costante di Lipschitz per f
¢ =inf {m € R|m ¢é costante di Lipschitz per f},
posto Lip (f) = ¢ si ha
6 (f(x),f(y) <Lip(f)d(x,y),Vxe X,yeY

Siano ora X spazio metrico in d e Y spazio normato. Siano f e g lipschitziane, allora

lg(x) +F(x) =g ) = fWI<f &) = f@+lgx) —g )l < (Lip(g) + Lip (f)) d (x,y)
f + g & lipschitziana con Lip (f + ¢) < Lip (¢g) + Lip (f). Analogamente, Af & lipschitziana e
Lip (Af) < [A[Lip (f).



Proposizione 1.15

Continuita
delle funzioni
lineari tra
spazi normati

Proposizione 1.16

Dimostrazione

28 | Spazi metrici e spazi normati

Siano, nuovamente, X,Y spazi metrici. Se f: X — Y & costante, allora & lipschitziana con
Lip (f) = 0. D’altra parte se Lip (f) = 0, si ha
0<6(f(x),f(y) <0

da cui, per ogni x,y € X, si ha § (f (x),f(y)) =0, da cui f(x) = f(y), cioé f & costante.
Riassumendo

Siano (X,d) e (Y, ) due spazi metrici e f : X — Y. Allora f é costante se e solo se é
lipschitziana con migliore costante di Lipschitz nulla.

Siano (X,d) spazio metrico e (Y,|]|) normato. Consideriamo linsieme delle funzioni
lipschitziane da X in Y che denoteremo con Lip (X,Y"), per quanto visto prima esso ¢ senz’altro
uno spazio vettoriale. Fissato a € X, per le osservazioni fatte prima, abbiamo che

1l = IS (@)]ly + Lip (f)

¢ una norma in Lip (X,Y).

[.3.5 Funzioni lineari e bilineari tra spazi normati

In generale, la linearitd di una funzione definita da uno spazio normato su un altro non
implica la sua continuita. Consideriamo ad esempio la derivazione D come funzione da
X =C'([a,b],R) in Y =C°([a,b] ,R) (normati dalla norma infinito), che a f fa corrispondere
Df, sua derivata. Ora, D non é continua. Prendiamo la successione

sinnt
t) = ,
fat) = 22
abbiamo
sin nt 1
S —
n n

passando al sup e poi al limite per n — oo, si ha che f,, (¢) converge uniformemente a 0 in X,
laddove Df,, (t) = cosnt non converge a D0 = 0.

Vogliamo stabilire quando la linearitad implica la continuita. Innanzi tutto ¢ banale stabilire
che T': X — Y, normati, & continua sul dominio se e solo se & continua in 0. Un’implicazione
¢ ovvia. Sia f continua nell’origine, allora per ogni ¢ > 0 esiste un § > 0 tale che

xe X, x|y <d=|Tx[y <e.
sia ora xg € X e, fissato ancora € > 0, si considerino le x per cui
xeX,||x—xofy <o
si ha
ITx = Txolly = [[T'(x = x0)[ly <e

che coincide con la tesi. Si ha in piu

Siano X eY spazi normati e T € Hom (X,Y). Allora T é continua se e solo se esiste £ > 0
tale che

ITx[ly < x|y, vxeX
Inoltre, la minima costante £ per cui la disuguaglianza continua a valere

C=sup {||Tx|y ||x]x =1}

Supponiamo T continua. Allora T' ¢ continua in 0. Preso ¢ = 1, si trova un § > 0 talche
nella §-palla centrata in 0 vale || Tx|| < 1. Preso ora x € X, con x # 0, si ha

x__ lxllx 6%

x = x| =
Tl 0 lxlx
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Posto v = 0x/ x|y, si ha ||v||y =, quindi || T'v||,, < 1, percio
[1x[l x
y 0
la lipschitzianeita si ottiene fissando come costante di Lipschitz [ = 1/§. In particolare, la

disuguaglianza trovata deve valere per ||x|| , = 1, percio

HTXHY <l HXHX =1,

x|
iy = |

se ne ricava che [ > sup {||Tx|y |||x||y = 1} = £. Poi, si ha, per gli x # 0

X
WXW—HTORMHQT>
X

<xlx
Y

la tesi.

L’insieme {||Tx||y |||x||x = 1} si dice sfera dei versori o sfera unitaria e si denota con il
simbolo Sx, in R” col simbolo S”~!. Si ha dunque che una funzione lineare ¢ lipschitziana se
e solo se ¢ limitata sulla sfera unitaria, cio¢ se

1T = sup {[|Tx[ly |x € Sx } < 400

Ora, una funzione ¢ limitata sulla sfera unitaria se e solo se lo ¢ sulla 1-palla di centro 'origine.
Infatti, se per ogni versore ||T'u||,, < ¢sihaperognix € B(0,1), || 7%y < /|x|y < {. D’altra
parte se per ogni x € B (0,1) si ha ||Tx||y, < ¢, si ha che, posto u = x/ ||x|| -, per ogni intero

n>0
H ( 1 )H 17u] <1 1)<€
n v ¥ n

da cui, passando al limite per n — oo, ||Tu|, < /.
Infine, T lineare & continua se e solo se lipschitziana, se e solo lipschitziana nell’origine, se e
solo se limitata sulla palla unitaria o, equivalentemente, sulla sfera dei versori.

Denotiamo con Lk (X, Y') insieme delle funzioni lineari da X in Y limitate sulla palla unitaria.
Abbiamo la seguente

Lk (X,Y) é un sottospazio vettoriale di Hom (X,Y), e
1T = sup {ITx(ly |x € Sx }

¢ una norma su tale spazio.

Siano T, R € Lk (X,Y). Allora T + R ¢ lineare e, preso x € Sx
(T + R)x[ly = ITx+ Rx|ly < [Tx|ly + [[Rx[ly < (|T] + [I1RI]) [Ix[ly

da cui ||T]| + ||R|| < ||T + R||, per cui vale la disuguaglianza triangolare e il sottoinsieme
& chiuso per addizione. Evidentemente cid vale per la moltiplicazione per A € K e, inoltre,
IAT]| < |A]|IT||. Chiaramente 'applicazione identicamente nulla & limitata sulla palla unitaria.
Resta da vedere che la norma & eguale a 0 se e solo T = 0. Se T = 0, la tesi & ovvia. Sia ora

IT] = 0ex 0
X X
TX:TO““MM|>:”ﬂXTQmu):O
X X

La norma di cui abbiamo dotato gli operatori lineari limitati sulla sfera ed equivalentemente
continui, si dice norma operatoriale. Si noti come la norma introdotta coincida con la
norma lipschitziana ||-||;,, ove si sia posto a = 0.

Siano ora gli spazi normati X = R™ e Y = R™ con le norme euclidee. Vediamo anzitutto
che Lg (R™,R™) = Hom (R™,R™). Sia infatti 7' € Hom (R™,R™), allora T ¢ identificato da
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una matrice T € M (m,n;R). Sia x € S*~1, per la disuguaglianza di Cauchy e Schwarz

2 2 2 2
1T, =, | D (T %)* <\ [ DO ITL Ix] SIIXII\/ > Tﬁj=\/ >, 1

i=1 i=1 i€ m,jE€In 1€ Jm,JE€Tn

da cui la limitatezza. Ne deriva che gli omomorfismi di R™ in R™ sono lipschitziani e percio
continui.

Esempio I.11  Presi tre spazi normati X,Y,Z su K, e prese T € L (X,Y), R€ Lx (Y, Z), si hache To R
ancora lipschitziana e |T o R|| < ||T|| | R]| -

Osservazione 1.11  Siano X,Y spazi normati con 7' € Hom (X,Y’) iniettiva e percio invertibile da T'(X) in X.
Sia S l'inversa di T, essa é continua se e solo se vale

inf {||Tx[ly [x€Sx}=a>0
infatti, siay € T (X), con y # 0, allora esiste ed & unico x # 0, tale che y = T'x, si ha
Iylly = ITx[ly = alx|x

percio

1
1¥lx < < Illy

da cui la continuita di S.

Continuita delle
forme lineari  Ricordiamo che una forma lineare ¢ ¢ una funzione lineare di X spazio vettoriale nel suo

corpo K, cioé ¢ & un elemento del duale di X, X*. Abbiamo la seguente

Proposizione 1.18 Se X ¢é uno spazio normato, una forma lineare ¢ € X* é continua se e solo se il suo nucleo
ker (f) é chiuso in X.

Dimostrazione  Se f & continua, la preimmagine dell’insieme {0} (il kernel di f), chiuso in Y, deve essere
chiusa in X. Sia ora ker(f) chiuso in X. Se ker(f) = X, f ¢ identicamente nulla e
percio continua. Altrimenti, sia a € X\ ker (f), aperto in X. Esiste una palla B (a,d) tutta
contenuta nel complementare di f. Si ha percid 0 ¢ f (B (a,d)) = f(a) +f(B(0,1)), da
cui ¢ = —f (a) /0 non appartiene a f (B (0,1)). Notiamo che |a] < 1= aB(0,1) C B(0,1),
da cui af (B(0,1)) = f(aB(0,1)) C f(B(0,1)). Ora, per ogni vettore in B(0,1) si ha
f(v) < c. Se per assurdo esistesse un v € B(0,1), talché f(v) = d > ¢, d/c < 1, da cui
d/ef (B(0,1)) C f(B(0,1)), cioe d/cf (v) = ¢ € f(B(0,1)), che nega quanto visto prima.

(c.v.d.) Ne deriva che la palla aperta di raggio 1 ha immagine limitata, sicché la funzione & continua.

Continuita delle
applicazioni

bilineari reali Datl tre spazi vettoriali X,Y,Z, b: X xY — Z, si dice bilineare se ¢ separatamente lineare

in ciascuna delle due variabili. Sussiste allora la seguente

Proposizione 1.19 Siano X,Y, Z spazi normati sul campo reale e b, applicazione bilineare dal prodotto di X e
Y in Z. Allora b é continua se e solo se esiste L > 0, per cui

16yl < Ll x lIylly
perognixe€ X,y €Y.

Dimostrazione Vediamo che la condizione ¢ sufficiente:

b(x,y) —b(x0,y0) = b(x,¥)—b(x0,y)+b(x0,y) —b(%0,¥0) = b(x —X0,y) + (%0, ¥ — ¥o)
[6(x,¥) = b(x0,¥0)ll; < L(llx—=xollxlI¥lly + Ixollx [y = ¥olly)

per X — Xo ||x —X¢||y — 0, mentre per y — yo, per continuita della norma (essa & infatti
una distanza da un punto fissato, l'origine, ed & percio continua in virti della proposizione

L12) [lylly = [lyolly-, sicche b(x,y) — b(xo, yo)-

A
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Vediamo che la condizione & necessaria: sia b continua in (0,0), con b (0,0) = 0. Allora esiste
5> 0, tale che per ogni [l <, llylly <6, si ha lb(x,y)ll; < 1. Siano u, v qualsiasi in X

e Y. Allora
b(u,v) :b<<5 u ) ||U-||X7 (5 \% ) ||V||y> _ ||U.HX2||V||Y7
lally /) 0 vy ) o 5

siccome poi b (0,v) =0, b(u,0) = 0, si ha la tesi posto L = 52

In uno spazio di prodotto scalare reale, per la disuguaglianza di Cauchy e Schwarz si ha
[(vIw)[ < [Vl fIwl]

da cui la continuita del prodotto scalare stesso.
[.3.6 Norme topologicamente equivalenti

Consideriamo due norme definite sullo stesso spazio vettoriale X, [|||,,,[|[|;. Ognuna genera
una famiglia di aperti in X, la topologia indotta. Siano 7, e 74 le topologie generate da |-||,
e ||| 5 rispettivamente. Diciamo che 7, ¢ pit fine di 74 se ogni aperto di 75 appartiene a 7,
(T4 ha piu aperti di 74), cioé se 73 C 7,. Equivalentemente, per ogni punto £ € X, se U &
un 7g-intorno, allora esso & un 7,-intorno, e questo € vero se e solo se ogni palla della norma
B contiene una palla nella norma « (e per traslazione ¢ sufficiente considerare palle centrate
nell’origine). In termini intuitivi, la condizione di vicinanza e convergenza imposta dalla ||-||,
¢ pit stringente di quella imposta dalla [|-|| 5.

Un secondo modo equivalente per espirimere il fatto che la topologia indotta dalla a-norma &
piu fine di quella indotta dalla S-norma ¢ il seguente

Date due norme |||, , [|-|| 5 definite sullo spazio X, la topologia T indotta dalla prima é pit
fine di quella indotta dalla seconda, T3, se e solo se

(i) applicazione identica

I+ (X ) = (X0 5)
é continua;

(ii) esiste una costante £ > 0 per cui, per ogni £ € X

1€ll5 < €ligll

I & continua se e solo se Ve > 036 > 0 : B, (0,5) C Bg(0,¢), la qual cosa equivale ad
affermare che la topologia 7, & pit fine della 74.
D’altra parte la continuita di I, lineare, sussiste se e solo esiste la costante ¢ per cui

La nozione di convergenza sara equivalente nelle due norme se le rispettive topologie saranno
I'una pit fine dell’altra, cio¢ se e solo se 7o = 73. Per quanto detto, ’equivalenza delle norme
si ha se e solo se esistono due costanti A, ¢ > 0, per cui

Al < Hglls < £liglla

Infine, diremo che una norma ¢ strettamente piu fine di un’altra se I'applicazione identica
da X normato con la piu fine, in X normato dalla meno fine, & continua, ma la sua inversa
non € continua.

.4 Spazi compatti e connessi
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[.4.1 Definizione di spazio compatto

Uno spazio metrico (X,d) si definisce sequenzialmente compatto se da ogni successione a
valori in X si pud estrarre una sottosuccessione convergente a un valore di X.

Una proprieta rilevante di uno spazio metrico compatto ¢ la seguente:

Uno spazio metrico (X, d) compatto é completo.

Sia infatti {z,} C X di Cauchy. Poiché X & compatto si puod estrarre una sottosuccessione
convergente a £ € X dalla {z,,}. Sia tale sottosuccessione mappata dalla successione naturale
monotona k,,, da cui

Tk, — & N — 00
Ora, siccome la successione & di Cauchy, fissato un valore di €, esiste un v; tale che per ogni

m,p > vy vale

g
d (xmy xp) < 5&

d’altra parte, in corrispondenza del medesimo €, esiste un vy, talché per ogni n > vs si ha

d(@r,,€) < 2

percio, per la diseguaglianza triangolare, per ogni m,n,p > max {vy,vs}
d (mm’ 5) <d (mm’ .’pr) +d ($k71,7§) <e

da cui z,, converge a £ per m — oo. Essendo £ € X, si ha la tesi.

Consideriamo un sottoinsieme A dello spazio metrico (X,d). A & naturalmente uno spazio
metrico rispetto a d. Abbiamo allora che se A & sequenzialmente compatto A & chiuso e
limitato.

A C (X,d), se A é compatto per successioni rispetto a d allora A é chiuso e limitato.

Sia € € A, allora per il teorema 1.3 esiste una successione x,, a valori in A convergente a &.
Poiché A ¢ compatto da z,, ¢ possibile estrarre una successione convergente al punto ¢ € A.
D’altra parte siccome x,, converge a &, la sottosuccessione considerata deve tendere a . Per
I'unicita del limite ¢ = £. Ne deriva che £ € A, cioé A C A, infine A = A, percio A & chiuso.

Sia ora A, per assurdo, illimitato. Cioe, esiste zo € A talché sup, ¢4 d (x0,y) = +o0o. Esiste
allora una successione di punti di A, {y,}, per cui

lim d(zg,yn) = +o0
n—oo
ogni sottosuccessione estratta da {y, }, contro 'ipotesi che A sia compatto, dunque completo.

Negli spazi R™ vale anche il viceversa, per dimostrarlo ricordiamo il noto teorema di Analisi
I dovuto a Bolzano e a Weierstraf,

Ogni successione limitata a valori in R ha una sottosuccessione convergente in R.

Ogni successione limitata a valori in R™ ha una sottosuccessione convergente in R™.

Sia {xn} C R™, x,, = (z;,,...,20); se X,, ¢ limitata allora ciascuna componente ¢ limitata
(come si verifica immediatamente). Procediamo per induzione sum. Il caso m = 1 corrisponde
al lemma precedente, il teorema di Bolzano-Weierstral. Veniamo al passo induttivo,
(m —1) = (m). Torniamo a considerare la x,, di cui sopra. Estraiamo una sottosuccessione
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convergente dalle prime m — 1 componenti mappata dalla corrispondenza monotona di N
in sé, k,. Ne ricaviamo allora una sottosuccessione xj, = (:c,lﬁn, e ,:L‘Z;), in cui le prime
m — 1 successioni convergono. Ora dalla z}! estraiamo una sottosuccessione convergente
di mappa k;, il che & possibile per il teorema di Bolzano. Ciascuna sottosuccessione xz é
convergente, percio la loro sottosuccessione m};; ¢ convergente. Con la mappa k' si ottiene

una sottosuccessione di x,, convergente, la tesi.

*

Sia A C R™, allora A é compatto se e solo se & chiuso ¢é limitato.

Sia x,, a valori in A, per la limitatezza di A {x,} & limitata e percio per il lemma precedente
esiste una sottosuccessione di x,, convergente. Ma siccome A ¢ chiuso, per la proposizione
1.11, la sottosuccessione converge a un punto di A. Ne deriva che A & compatto.

In generale non & perd vero che un sottoinsieme chiuso e limitato di uno spazio completo sia
compatto. Consideriamo il seguente

Consideriamo lo spazio di Banach X = C° ([0, 1]) con la norma infinito, e sia

A={feX|fle <1}

A @ limitato. D’altra parte A ¢ chiuso poiché ogni successione di funzioni {f,} convergente &
di Cauchy e per la completezza di X converge a una funzione continua f € X. Ci resta da
vedere che sup f (x) < 1, cioeé che f ¢ a valori in [—1, 1], come del resto ciascuna f,,. Si ha che
per ogni z, a, = fn (x) — f (), ma |a,| < 1, da cui, per la permanenza del segno |f, (z)] < 1.
Dunque A ¢é chiuso e limitato, tuttavia A non & sequenzialmente compatto. Consideriamo, per
mostrare questo, la successione a valori in A

n
fn () = 2™
La successione considerata converge puntualmente alla

0, 0<z<1
1, z=1

ma non uniformemente, infatti
sup|z™ — f ()] =sup (z" — f () =supz" =1-»0

Ora, se esistesse una sottosuccessione della x™ convergente uniformemente a una funzione
g (z), per unicita del limite si dovrebbe avere g = f e questo & impossibile perché, come si &
visto, g dovrebbe essere continua.

[.4.2 Caratterizzazione degli spazi metrici compatti

Introduciamo la

Uno spazio metrico X si dice totalmente limitato se per ogni € > 0 esiste un numero finito

di insiemi Ay, ..., A,, ognuno avente diametro minore di €, e con
n
i=1
la sequenza A, ..., A, si dice in tal caso ricoprimento finito di X.

Poiché ogni A; sara contenuto in una palla di raggio ¢, lo spazio X sara totalmente limitato
se e solo se per ogni ¢ esiste un numero finito di palle di raggio € che ricoprono X.

Si ha, in definitiva, il seguente

Sia (X,d) uno spazio metrico. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
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(i) X & compatto per successioni (sequenzialmente compatto);
(if) X ¢ completo e totalmente limitato;

(iii) da ogni ricoprimento aperto di X si puo estrarre un ricoprimento finito.

(i)=(ii) Sia X compatto per successioni, abbiamo gia visto che cid implica X completo. Se
X non fosse ora totalmente limitato, esisterebbe un raggio » > 0 tale che nessuna famiglia
finita di palle di raggio r ricoprirebbe X. Fissiamo z; € X, poiché B (x1,7) non ricopre X,
esiste 2 € X con d (z1,x2) > r. D’altra parte neppure 'unione delle palle di raggio r centrate
in z1 e zy ricoprono lo spazio, percid deve esistere un punto x3 € X talché d(z12,x3) > 7.
Procedendo per induzione si costruisce una successione a valori in X i cui elementi sono tali
che

d(xzi,xj) >r,Vi#jeN

Da tale successione non si pud estrarre alcuna sottosuccessione convergente per cui X non &
compatto. Assurdo.

(ii)=-(iii) Sia X completo e totalmente limitato. Per assurdo, esista un ricoprimento aperto
F ={A C X |A aperto} di X dal quale non si possa estrarre alcun ricoprimento finito. Poiché
X ¢ totalmente limitato, esiste un numero finito di insiemi Ci, ..., C,, tali che diam (C;) < 1,
perogni j € J, e

(erox
j=1

Se da F si potesse estrarre un ricoprimento finito per ciascun C; esisterebbe un
sottoricoprimento finito estratto da F di X. Percio sia k € J,, 'indice per cui C; non puo
essere ricoperto finitamente da F. Poniamo X; = Cj, & evidente che X; & ancora totalmente
limitato. Ripetiamo il ragionamento precedente con raggio del ricoprimento finito di X; pari
a 1/2. Continuando per induzione la costruzione otteniamo una sequenza {X;} di sottoinsiemi
di X tali che
1
diam (X1) < =
Xi2X, DO ...0X,

per i quali non esistono ricoprimenti finiti estraibili da F.
Per ogni k sia z; un punto di X;. Se m > n, sia z,, che z,, sono in X,, e dunque

d (T, ) < diam (X,,) < %

cosicché la successione xj ¢ di Cauchy. Essendo X completo la xj convergera a £ € X. Se
z € X e se n > k risulta x,, € X e dunque

1
d(x,f) < d(:L‘,:L‘n) —l—d(l‘n,f) < E +d(xn7§)
sicché, per n — oo si ha

1
d(z,§&) < E,Va:eXk

Ora, sia Fy € F con £ € Fy, e sia p > 0 il raggio per cui B (¢, p) sia contenuta in Fj
e p<1/k. Allora

d($,§) <p, Vo € Xk
da cui X}, C B(&,p) C Fy. 1l che & assurdo.

(iii)=-(i) Per assurdo, sia {z,,} C X dalla quale non sia possibile estrarre una sottosuccessione
convergente. Sia z € X. Se in ogni palla centrata in = cadessero infiniti punti di {x,} si
potrebbe estrarre da questa una successione convergente a x. Percid, per ogni x € X esiste
almeno una palla B, nella quale cadono al pitt un numero finito di punti di {z,}. Al variare
di z € X si costruisce una famiglia F costituita dalle palle B,. F é un ricoprimento di X dal
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quale non si puo estrarre un ricoprimento finito di X. Infatti, se fosse
X=Blu...uB?

in X non cadrebbero tutti i punti di {z,} contenendone, ciascun BZ, un numero finito.

[.4.3 Continuita e compattezza

Per funzioni a valori reali definite su un compatto, sussiste il fondamentale

Sia (X,d) un compatto e f : X — R una funzione continua. Allora f ammette in X un
punto di massimo e di minimo.

Concentriamoci sull’esistenza del punto di minimo (la dimostrazione per il punto di massimo
¢ del tutto analoga). Essendo f a valori reali esiste y = inf f (X). Vogliamo vedere che esiste
¢ € X talché f(§) = y. Poiché y & lestremo inferiore dell’insieme immagine di X si ha che
esiste una successione a valori in f (X) convergente a y, la successione minimizzante. Sia
essa {y,} C f(X). Definiamo ora la successione {z,,} C X tale che f (z,,) = y, per ogni intero
n. Essendo {z,} a valori in X compatto, esiste una sottosuccessione {z, } mappata da k,
convergente a £ € X. Per la continuita di f la successione {yx, }, ove yx, = f (zk,) converge
a f(£). D’altra parte essendo essa una sottosuccesione della successione minimizzante dovra
convergere a y, ne deriva che - per unicita del limite - f () = y.

Poniamo la seguente

f: X — R é semicontinua inferiormente (superiormente) in & € X se per ogni successione
{zn} C X convergente a £ si ha f (§) < liminf f (z,) (ovvero f(§) > limsup f (z,)).
n—oo

n—00

Sia (X,d) un compatto e f X — R una funzione semicontinua inferiormente
(superiormente). Allora f ammette in X un punto di minimo (di massimo).

Si procede come nella dimostrazione del teorema di Weierstrafl. Si perviene alla
f (&) <liminf f (xf,) = liminfy,, = lim y, =y =inf f (X)
n—oo n—oo n—oo
da cui f (§) = inf f (X).

Se (X,d) é compatto, (Y,0) é uno spazio metrico e f : X — Y & continua, allora f(X) é
compatto.

Sia {yn} C f (X) allora esiste {z,,} C X tale che f (z,,) = yn. Per la compattezza di X esiste
{z, } convergente a £ € X. Per continuita di f la sottosuccessione di y,, f (v, ) converge a
f (&) € f(X), sicche f(X) & sequenzialmente compatto.

Come nel caso reale si pone la

Sia f una funzione definita da (X, dy) in (Y, dg) spazi metrici. Si dice che f é uniformemente
continua su X se per ogni fissato € > 0 esiste un 6 = § (¢) talché per ogni coppia di punti di
X distanti tra loro per meno di §, la distanza tra le rispettive immagini sia inferiore a €:

Ve > 030 =6(c) >0:dy (a,b) <8 = do(f(a),f (D) <e

Se (X,dy) é compatto, (Y,ds) & uno spazio metrico e f : X — Y @& continua, allora f é
uniformemente continua in X.
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Per assurdo sia f non uniformemente continua. Allora esiste un ¢ tale che per ogni ¢ esiste
una coppia di punti (a,b) € X? per cui d; (a,b) < & e da(f (a), f (b)) > e. Poniamo allora
successivamente 6 = 1,1/2,1/3,...,1/n per ogni intero diverso da 0. Si definiscono cosi due
successioni a valori in X, a,, e b, tali che

1
dl (anabn) < ﬁ € d2 (f (an)af (bn)) 2 g, Vn €N
Ora da a,, si puo estrarre una sottosuccessione ay, convergente al valore a € X, da cui, per
continuita di f si ha

di (a,bi,) < di(a,ar,) +di (ag,,br,) — 0

do (f (ak, ), f (b)) > e, VneN

dalla prima disuguaglianza si trova che by, converge ad a, d’altra parte per continuitd di f si
ha che f (b, ) converge a f (a), la qual cosa contraddice la seconda disuguaglianza: assurdo.

Il teorema di Dini consente di legare la continuita puntuale a quella uniforme. Abbiamo
gia visto che se {f,}, successione di funzioni continue, converge uniformemente a f allora
f & continua, ed & pure il limite puntuale della successione. Il teorema di Dini specifica le
condizioni in cui anche il viceversa & vero.

Sia (X,d) uno spazio metrico compatto. Sia {f,} una successione di funzioni continue
definite da X in R. Per ogni valore x € X si abbia {f, (z)} C R decrescente e {f,} converga
puntualmente a f (x) continua. Allora {f,} converge a f uniformemente.

La funzione f,, — f & continua percido ammette in X un punto di massimo. Sia esso x,. Si
ha percio

1fn = flloo = S;P(fn =) (@) = fo(@n) = f (2n)

cio che vogliamo vedere ¢ che

lim [f, (z5) — f (zn)] = 0.

n—oo

Ora, per ogni valore z
fo (@) = f(2) = fota (2) = [ (2)
peré fﬂ (x’ﬂ) - f (x’ﬂ) Z fn (xn-i-l) - f (xn-i-l) sicché

Jo (@) = f(2n) = fo (@ns1) = f(@ny1) = farr (@ng1) = f (@ng1)

da cui {f, (z,) — f (zn)} & monotona decrescente percio ammette limite. Tale limite & nullo.
Infatti, se cosi non fosse, esisterebbe un ¢y > 0 talché

fo(@n) = f(24) 2 €0, Y €N
ma z, € a valori in un compatto, sicché ammette una sottosuccessione xj, convergente a
e X.
Avremmo
Jrn (@r,) — f(21,) > €0, VR EN

per ogni intero h

fkn (mknJrh) - f (xk'nJrh) Z fkn+h (xknJrh) - f (mkn+h) 2 €o

passando al limite per h — oo

S, (&) = f(€) > e0

da cui fj, (£) non tende a f (§) per n — oo, assurdo.
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[.4.4 Continuita delle funzioni lineari ed equivalenza delle norme in dimensione finita

Vogliamo qui indagare il comportamento delle funzioni lineari in dimensione finita, vedremo
che esse sono sempre continue

Sia X K-spazio normato, T : K® — X, lineare. Normato K™ con la norma del massimo
V]|, = maxgeys, {vi}, si ha che T é continua.

Prendiamo v € K", sulla base standard di K”, si ha che 7" ¢ univocamente determinata dalle
T(ek) = Wk,k eJ,

n

<D Iwallx fowl < LIVl

n
TV x = |1> wrvw
k=1 X k=1

percido T' & continua.

Sia X K-spazio normato, w : K — X, isomorfismo lineare. Normato K" con la norma del
massimo ||v||, = maxges, {vx}, si ha che w é un omeomorfismo.

Per il lemma precedente ci basta vedere che w™!

¢ continua. A tale scopo utilizziamo
l’osservazione I.11. La sfera dei versori di K" & ovviamente chiusa e limitata, percio compatta.
La funzione |lw||y : Sk» — RT & continua (come composizione di funzioni continue) e percio
ammette minimo in un versore. D’altra parte tale minimo ¢ certo diverso da 0 poiché w & un

isomorfismo e si annulla solo sullo 0, se ne ricava che inf {||wv||y |[v €Sgn } = a > 0.
Un esempio di applicazione dei due lemmi mostrati ¢ il

In uno spazio normato di dimensione finita, un sottoinsieme é compatto se e solo se é chiuso
e limitato.

Sia X lo spazio normato, esso €, in ogni caso, un R-spazio vettoriale, percio & isomorfo secondo
w (isomorfismo di passaggio alle coordinate) a R” = R¥™& X & un omeomorfismo da R™ in
X, percid manda compatti in compatti e chiusi in chiusi; limitati in limitati per lipschitzianita,
dal teorema di Heine, Pincherle e Borel nel caso reale si perviene alla conclusione.

Piu importante, & pero il seguente

Ogni funzione lineare tra spazi normati il cui dominio sia in dimensione finita é continua.

Sia X normato di dimensione finita e, preso Y normato, consideriamo 7' € Hom (X,Y").
Prendiamo w : K™ — X isomorfismo. Allora T ow : K™ — X & continua per il lemma 1.3, ma
per il lemma precedente w™! & continua, sicché risulta continua

T=Towow !

Il teorema della continuita degli omomorfismi in dimensione finita consente di concludere il
seguente fondamentale

Su uno spazio di dimensione finita tutte le norme sono equivalenti.

Infatti, per il teorema della continuita degli omomrfismi in dimensione finita, 'identita da
X con una norma in X con un’altra norma, come applicazione lineare, sara continua nei due
sensi.
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[.4.5 Cenno agli spazi connessi

Per definire uno spazio connesso dimostriamo la seguente

Sia (X, d) uno spazio metrico, allora sono fatti equivalenti
(i) gli unici sottoinsiemi di X contemporaneamente aperti e chiusi sono X e &;

(ii) non esiste alcuna coppia (A, B) di sottoinsiemi aperti di X, non vuoti e disgiunti per
cui valga X = AU B.

Se (X,d) é uno spazio metrico che gode di una delle proprieta di cui nella proposizione
precedente allora si dice che esso é connesso.

Sia X uno spazio metrico e valga la (i). Per assurdo, esistano A, B aperti di X non vuoti e
disgiunti tali che X = A U B. Allora essendo il complementare di A B, aperto, si ha che A &
chiuso. Ma A ¢ diverso dal vuoto come B, sicché ¢ diverso anche da X. Assurdo.

Vediamo ora che non (i) implica non (ii). Esista cioé A C X, diverso da X e dal vuoto,
contemporaneamente aperto e chiuso. Poniamo B = X\A. Si ha X = AUB. A e B sono
aperti e non vuoti e disgiunti.

Siano (X, dy)
€ connesso.

e (Y, dq) spazi metrici. Sia f : X — Y continua. Se X ¢é connesso allora f (X)

Sla per assurdo f( ) = A U B, con A, B aperti, disgiunti e non vuoti. Allora X =
fY(AuB) = ft(AuUfHB), mfattl

£€fT(AUB) & [(§) GAVf( feBecefH(AVvEef I (B)sEef ! (AUB)

Per continuita, f~1!(A) e f~!(B) sono aperti, d’altra parte sono disgiunti (altrimenti

esisterebbe f () € AN B) e non vuoti poiché A e B sono non vuoti, se ne conclude che
X & non conneso: assurdo.

Il teorema appena dimostrato generalizza il teorema degli zeri, essendo in R gli intervalli
connessi.

Uno spazio metrico si dice connesso per archi se ogni coppia di punti pué essere unita da un
cammino continuo: cioé se fissato (a,b) € X esiste 7 : [0,1] — X continua, tale che v(0) = a
ey (1) =b.

La connessione per archi implica la connessione, mentre il viceversa non ¢ sempre vero.

Se X é connesso per archi allora é connesso.

Sia X non connesso. X = AU B con A, B aperti, disgiunti, non vuoti. Siano a € A e
b € B. Esiste v : [0,1] — X continua, tale che v(0) = a e v(1) = b. Ora, v([0,1]) N A e
v ([0,1]) N B sono due insiemi chiusi su v ([0, 1]) come intersezione di due chiusi. D’altra parte
essi, in 7 ([0, 1]), sono aperti, come complementari di chiusi. Essi sono disgiunti e non vuoti,
il primo contiene a, il secondo b, ne deriva che « ([0, 1]) & sconnesso, il che & assurdo essendo
[0, 1] connesso e v continua.
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1.5 1l lemma delle contrazioni di Cacciopoli e Banach

Nelle trasformazioni di uno spazio metrico in sé, particolare rilevanza assumono le contrazioni,
che sono applicazioni lipschitziane di costante strettamente minore di 1. In altri termini, si ha
la seguente

Definizione 1.38  Sia (X, d) uno spazio metrico e sia f : X — X una trasformazione in sé dello spazio. Si dice
che f é una contrazione se

F0<ce<1:d(f(z1).f(x2) <cd(x1,22), V1,20 € X

Osservazione 1.12  f & lipschitziana e come tale ¢ uniformemente continua, infatti, fissato € > 0 si ha
d(w1,22) <d=d(f(21), [ (22)) <cd

basta porre § = ¢/c per pervenire alla tesi.

Definizione 1.39 Data una trasformazione f di un insieme X in sé, si dice che £ € X é un punto fisso (o unito)
per f se

£=1(9).
Si perviene infine al

Lemma 1.5 (delle

d'cgntr{iziorii Sia (X,d) uno spazio metrico completo. Sia f una contrazione di X. Allora esiste uno e un
! o a};gfg’c%)l solo punto unito per f.

Dimostrazione  Sia zp € X qualsiasi. Definiamo la successione {z,} C X data dalla ricorsione

L

Ty = f (mn)

Mostriamo che {z,} ¢ di Cauchy in (X,d). Sia 0 < ¢ < 1 la costante di Lipschitz della f.
Abbiamo, per k > 1

d(xpi1,ar) = d(f (zk), f (@r-1)) < Fd (21, 20)

mostriamolo per induzione: il caso k = 1, discende dalla definizione di contrazione. Veniamo
al passo induttivo: valga d (xy,x_1) < c*~1d (21, 20). Si ha

d(xryr,zx) = d(f (zr), [ (wp1)) < ed (g, 25-1) < Fd(21,20) -
Per n > m interi, si ricava

d (xna xm) < d (xma 33m+1) +d (zm—&-lyl'n) <d (xmy xm—&-l) + d(l‘m—&-la xm+2) +d (x7n+27 xn) <
< d(@myTmyr) + oo Fd(Tp—1,Tn) < (cm 4 c"_l) d(z1,20) =
1—cn—m m
= cm%d(xl —1xp) < %Cd(tho)
da cui, fissato £ > 0, per ogni m > v = v (¢) talché

CIJ

1—c

d(.’IJl,ZL‘o) <eg

si ha, essendo ¢ < 1

Cm

1—c

d(ZEl,l’()) <e

da cui si ha che {z,,} & di Cauchy.

Se ne ricava 'esistenza e I'unicita di £ € X talché z,, — £, n — o0, essendo X uno spazio
metrico completo per ipotesi. Vogliamo adesso vedere che il limite della {x,} & il punto fisso
della f cosi da concludere lesistenza del punto fisso stesso.

Abbiamo

f (mn) = Tn+1
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passiamo al limite in ambo i membri, per ['osservazione 1.12 f & continua, sicché si ricava
) =¢
Non ci resta che mostrare 'unicita di £. Sia, in effetti n un punto fisso per f. Si ha
d(&n) =d(f(€),f() < cd&mn)
(1 - C) d (57 77) < 0
da cui, essendo 1 — c # 0
d(§mn) <0=d(&n) =0,
(c.v.d.) infine, £ = 7.

Osservazione 1.13 Si ha una stima per I'errore

d(faxn) < d(xnaxn+1) + d($n+1,$n+2) +...< d(T (ibo) 71'0) (Cn + Cn+1 +.. ) =
c’ﬂ

= 72T (20),20)
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Capitolo 11

Calcolo differenziale

In questo capitolo introduciamo gli strumenti di base del calcolo differenziale in spazi
multidimensionali. Nelle prime due sezioni tratteremo il caso generale di funzioni su spazi
normati. Dopodiché ci concentreremo sul caso di funzioni da R™ in R™, che ci interessera per
tutto il resto della trattazione.

11.1 Derivazione

I1.1.1 Derivazione secondo un vettore

Consideriamo due K-spazi normati X e Y, un sottoinsieme D di X e un suo punto interno
X%. Consideriamo la retta per X avente direzione parallela al vettore 0 # v € X, costituita
dai punti dell’insieme r = {x+tv € X |t € K}. Essendo X € D, si ha che esiste una e-palla
centrata in X tutta contenuta in D. Percio la retta r interseca D in un tutto un segmento
definito dai valori di ¢ € |—6, §[ per i quali

tv] <e=t<— =4.

vl

Ne deriva che ¢ possibile considerare la restrizione della funzione f a un segmento della retta
r. Resta allora ben posta la seguente

Siano X,Y spazi normati, D C X, X € D e f: D — Y. Si dice che f ¢ derivabile in X
secondo 0 # v € X, se esiste il

o J ) — (%)
t—0 t

Tale limite, quando esiste, si dice anche derivata secondo v di f in xq e si indica con uno dei
seguenti simboli

(%), 0vf (%), Dvf(X)

¥
=

Spesso ci si limita a considerare vettori v di norma unitaria, si parla allora di derivata
direzionale. In realta, la differenza tra le due definizione sta solo in un cambiamento di
scala. Vediamo in proposito la seguente

Nelle notazioni della definizione precedente, sia A € K\ {0}, e w = Av. Se esiste 0, f (X),
allora esiste Ow f (X) e si ha

Owf (X) = A0uf (%)

Si ha
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per il teorema di cambio di variabile, avendosi ¢ — 0 < At — 0, si ha
L fEEW S f®) L fRETY) - f(8)
T

t—0 t 7—0

=\ f ().

Una funzione ¢ derivabile secondo un vettore v # 0 se e solo se ammette derivata direzionale
lungo il versore u = v/ ||v]|.

Se X & un R-spazio a prodotto scalare allora la norma indotta ammette derivate direzionali
in ogni punto diverso dall’origine e vale

o X
Ou || (%) = 55—
(1%l
Infatti
X +tul| - [|X]| (>‘<+tu)2—>—<2 _ 2t (X|u) +t2 _ 2 (X|u) +t _}()‘(\u)
t t(Ix+tull + =) tdx+ta+ (%)) (x+tal+x) [

La derivabilita in tutte le direzioni in un punto non garantisce la continuita della funzione nel
punto considerato. A tal proposito, si consideri il seguente

Si consideri la seguente funzione definita sul piano

0 se (z,y) = (0,0),

f(xyy)E{

2
2 : .
(IZ—eryz) altrimenti.

Sia u = wuje; + ugey una direzione, uf + u3 = 1. Calcoliamo la derivata direzionale di f
secondo u nell’origine:

of . 1 t3udug ? . 1 tuFug ?
— = Im-|\a 7= =lm- | 5—FF—— | =
ou t—0 ¢ \ t*uf + t2u3 t=0 ¢ \ t2uf + u3

. U%”z 2
= limt| 55— =0
t=0 \ t2uf +u3

D’altra parte f non & continua nell’origine, infatti, restringendoci a y = z

x? |
I T ) == %0
(m,y)—»(g,%),m2:y <l‘4 + l'4> 4 7&

2

Riguardiamo X e come R-spazio vettoriale. Abbiamo definito la derivata direzionale come la
derivata in 0 della funzione ristretta sul segmento diretto lungo il versore e parametrizzato da
t:

0uf (%)= F (+ 1) 0),

ci siamo cioé ridotti a studiare una funzione definita su R a valori vettoriali. Per giungere al
teorema del valor medio stabiliamo allora qualche risultato circa le funzioni reali a valori negli
spazi vettoriali reali:

Siano g : [a,b] — Y, Y K-spazio normato, e ¢ : [a,b] — R funzioni continua e derivabili, tali
che

lg (@) < & (t),¢ € [a,0]
allora risulta ||g (b) — g (a)|| < ¢ (b) — ¢ (a).

Fissiamo € > 0. Sia

To={teabllllg®) —g@)| <o(t) —¢(a)+e(t—a)}
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siccome t — ||g (t) — g (a)|| & una funzione continua, T risulta la controimmagine dell’insieme
chiuso [0, —¢ (a) —ea] di ||g (t) — g (a)]| — ¢ (t) — €t, continua. Se ne conclude che T & chiuso
esso stesso in R ed essendo contenuto in [a,b] ammette ivi massimo, 7. Per arbitrarieta di
e > 0, se dimostriamo che 7 = b abbiamo concluso. A tale scopo procediamo per assurdo
ponendo 7 < b

g(t)—g(7)
t—T

¢(t) = ¢ (1)

P +e

lim

—T

=90 <60+ = Jim

da cui, per la permanenza del segno esiste un 6 > 0, talché V¢ € [, 7 + £] risulta

lg@) =gl <o) —¢(r)+e(t—7)

sommando questa con la disuguaglianza precedente

lg (1) =g(a)| <&(r) = ¢(a) +e(r—a)

si ottiene

lg (1) =g (@) <llg @) =g (M) +lg(7) =g (@) <o) = d(a) +e(t—a)

percio t > 7 appartiene a T, il che & assurdo avendo noi posto max 7, = 7.

Sia Y un K-spazio normato e sia f : [a,b] — Y una funzione continua e derivabile nel
dominio. Allora

1F®) = f @l <||f|_1b—al

dove si é supposto HfH < 40
(oo}

Sia L = supy, ‘ f(t)H = HfHoo Prendiamo ¢ (t) = Lt,t € [a,b]. f e ¢ sono nelle ipotesi del

lemma, precedente, risulta percid immediatamente

1 (®) = f(a)ll < L[b—al

Siamo ora in grado di dimostrare il

Siano X,Y K-spazi normati, D C X e f: D — Y funzione. Siano a e b punti distinti di D
tali che il segmento [a,b] sia contenuto in D. Posto u=(b —a)/||b — al|y, versore, se per
ogni punto x € [a, b] esiste Oy f (x) vale

If (b) = f(a)llx < sup [[0uf (X)[ly [b—allx

x€[a,b]

Applichiamo il teorema del valor medio per funzioni vettoriali di variabile reale alla
g@t)=f(a+t(b—a)),tel01]
da cui

lg (1) =g O)lly < sup [g @]

t€(0,1]
dove g (1) = f(b), g(0) = f(a) e

g = th_rgf(a+(t+7)(b—a1)—f(a+T(b—a)):%7af(a+T(b_a)):
= |b-alxduf(a+r(b-a))

da cui, la tesi.

[1.1.2 Derivate parziali



Definizione di
derivata parziale

Derivata
parziale identi-
camente nulla

Proposizione I1.2

Dimostrazione

(c.v.d.)

44 Il Calcolo differenziale

Molto frequente ¢ il caso in cui si abbia X = K" (R™ o C"). Risulta allora fissata la base
standard {e;};; . La derivata direzionale secondo l'i-esimo versore della base si definisce
derivata parziale i-esima. Si scrive allora

Do, f (%) = O0f (%)

e la si denota anche con i simboli

of
D;if (%), %), fo. (X
SR 55 (). fr ()
Se scriviamo ogni elemento di K™ in componenti, X =(z1,...,z,), si vede che la i-esima

derivata parziale in X coincide con la normale derivata della funzione
i (T, @y Tn)

ottenuta tenendo costanti tutte le variabili di indice diverso da 7.
Abbiamo la seguente

Se D C X, D aperto, ed f : D — Y, Y normato, é tale che, per un dato u € X\ {0}, Ouf
esiste su D ed ¢ ivi continua, allora si ha, se [a,a+ tu] C D,

f(a—l—tu)—f(a):/o/auf(a—FTu) dr

Posto g (1) = f(a+7u), 7 € [0,1], si ha, §(7) = Ouf (a + Tu) continua. Ne deriva che, per
il teorema fondamentale del calcolo

f(a+tu)—f(a)=g(t)—g(0)=/0 i () dr=/0 duf (a-+Tu) dr

Consideriamo, adesso, una funzione g : D — Y, continua sul dominio, come nell’ipotesi della
proposizione, e un vettore X > v # 0, tale che, per una w € C° (D,Y), sia

dyw (x) =g(x),Vxe€ D [*]
Notiamo anzitutto che se wqg risolve (II.1) allora, per linearita della derivazione secondo un

vettore si ha che le soluzioni dell’equazione sono tutte e sole le wy+w, con w soluzione qualsiasi
dell’omogenea associata

dw (x) =0 []
Infatti, wg + w risolve (II.1) per linearita. D’altra parte se v risolve (II.1), si ha
Oy (v —wo) (x) =g (x) —g(x) =0
da cui w = v — wy risolve (II.1).

Discutiamo il caso omogeneo a livello qualitativo, nel caso pitt semplice in cui X = R” e
vV = e,, deve risultare allora

Opw (x1,...,2,) =0

siccome la derivata parziale si fa tenendo costanti tutte le variabili tranne quella rispetto alla
quale si deriva si ¢ indotti a ritenere che la w non debba dipendere dalla z,,. Cio¢, w deve
essere del tipo

w=aop,

con p, : D — Y proiezione (si tratta di una funzione continua) sullo spazio Span;.; . (e;)
e a: p,(D) — Y funzione continua da R"~' — Y. Cid & vero se e solo se per ogni

(Z1,...,%n—1) € pn (D) la w & costante sull’insieme {€ € R|(Z1,...,ZTn-1,§) }. Se tale insieme
¢ un intervallo della retta reale si ha la tesi, essendo
d
0=0w(Z1,...,Tn-1,8) = =w (T1,...,Tpn-1,&),Y€ € (a,b) = w (Z1,...,Tpn-1,£) = const

dg
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D’altra parte I'intersezione di D con la retta coordinata x, non & necessariamente un intervallo.
Poniamo allora la seguente

Diciamo convesso nella direzione di e, ogni D C R" tale che le intersezioni di D con le rette
parallele al versore e,, sono tutte convesse (cioé se sono segmenti di tali retti).

Se, allora, D & convesso nella direzione di e,, si ha che, effettivamente, la d,w (z1,...,2,) =0
¢ equivalente a porre w = a o p,. Si ammette allora che la w non dipende dalla n-esima
variabile.

11.2 Differenziazione

11.2.1 1l differenziale

Abbiamo visto che, in generale, la derivabilita in ogni direzione non implica la continuita. Nel
caso di una variable reale, invece, la derivabilita garantiva la continuita ed era strettamente
legata alla approssimazione della funzione mediante una retta. Ci proponiamo in questa sede
di produrre, se possibile, un ente che approssimi la funzione in modo affine (come accadeva
nel caso reale unidimensionale) e stabilisca la continuita della funzione.

Siano X,Y K-spazi normati, D C X, f : D — Y, funzione, e X interno a D, X € D. Si dice
che f ¢ differenziabile in X se esiste T lineare e continua, T € Lk (X,Y’), tale che sia

e 60— F ) =T (xRl
x—X,x€D ||X — )_(”X

=0

Osserviamo che f ¢ differenziabile in X se e solo se esiste una funzione T' € Lk (X,Y") tale che
sia

fER-FE-TEx-%)=o(lx-xx)-

Fissati X,Y, D, f,X come nella definizione precedente, si ha che se f é differenziabile in X
allora f é continua in X. Inoltre, per ogni vettore v € X, esiste la derivata 0y f (X) e vale

Wf(x)=T(v)

da cui Iapprossimazione lineare, T', se esiste € unica.

Si ha, moltiplicando per [|x — X|| v,
&)= (fE+TE=%)[y =0, x—x
ma poiché T & continua T (x — X) — 0 per x — X, ne deriva che

lim _flf(x) = f®)y =0

x—X,xED

Fissiamo ora v € X, posto x = X+tv, dalla definizione, per restrizione alla retta per X diretta
secondo v, si ha
N E ) - fX) T (V)

lim
[Vl =0 ¢ =0 ¢

Risulta percio ben posta la seguente

Sia f : D — Y differenziabile in X € D. L’applicazione T € Lk (X,Y), parte lineare della
funzione affine che meglio approssima f a X, si chiama differenziale (totale, o di Fréchet) di f
in X, e si indica con uno dei seguenti simboli

df (%), 0f (%), f' (%)
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Dato un vettore v indicheremo con df (X).v = df (X) (v) = df (X) (v). Riassumendo

Condizione necessaria perché f sia differenziabile in X é che f ammetta in X derivate secondo
ogni vettore v € X, in tal caso vale

Oy f (%) = df (%) .v

Se X,Y sono spazi normati e T € Lk (X,Y), allora T ¢ differenziabile ad ogni X,e
il suo differenziale coincide con la funzione T stessa. Lo stesso vale per funzioni affini
x — b+ T (x — a), che ha per differenziale in ogni punto 7.

Supponiamo ora X di dimensione finita, n € Ny. Allora se By = {ai}ieJn ¢ una base per
X, il differenziale, in quanto applicazione lineare, &€ univocamente determinato dai valori che
assume sui vettori della base Bx. Sicché, df (X) & univocamente determinato dalle

Oa, [ (X) = df (X) .a;, Vi € J,,.

Sia ora h € X, allora esiste ed & unica la decomposizione

n
h:ZhT;aT;, h; GK, 1€ Jy
1=1
percio

n

df (%) h = df (%) (Z hiai> = Z (df (X).ai) hy = Zhiaaif()_()
i=1

i=1 i=1
In particolare, consideriamo il caso X = R™, Y = R™. La funzione ha allora m componenti
reali:

f@e,.ccxn) =i (@1, czn) ooy fin (X1, - - X))

si ha
df (X).h=> hida,f (%)
1=1

D’altra parte, per un generico v € R™, calcoliamo 9y, f (X), abbiamo
fEEtv) - fX) _ <f1 X+tv) - f1 (%) fm B+ V) — fn (i)>
; ; et :

da cui si ricava immediatamente

8Vf (i) = (8Vf1 ()_() yrt ame ()_()) .

Si ha dunque che
df (R) b= hide,f (X) =) hiy_ Do, fj(R)e].
i=1 i=1  j=1

Passiamo alla notazione matriciale, considerate le basi canoniche di R", C,, = {e;},, 7,0 €
di R™, C,, = {e}}jeJm, si ha df (X).ex=>_1 1 dik Z;n:l Oe, fj (X) €} = Z;":l De, fj (X) €] =
Oe,, f (X), percio si ricava
ofi ... Onhi
<\1Cn . . . _ =

[df ®)le,, = | o = Jy (%)
La matrice del differenziale rispetto alle basi standard ha per k-esima colonna la derivata
direzionale di f secondo e;. Tale matrice si definisce matrice jacobiana di f in X. Si noti
come la k-esima riga sia il vettore derivato della funzione f.

Si noti come nel caso che stiamo considerando, f sia differenziabile se e solo se lo sono le sue
m componenti.
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Vediamo l'interpretazione dell’usuale scrittura del differenziale di funzioni reali

of

df (x0) = 8 - (x0) dz;

Consideriamo la base duale della base standard, cioé univocamente definita dalla
ej (i) = by

ora, se ; : R” — R & tale che z; (x) — x - e; = z;, si ha che

] (x0) = i;

dx;.e; =
T 83}1'

da cui
* __ .
e; = dx;

Essendo df nel duale di R™ cerchiamo di scrivere df come combinazione lineare dei vettori
della base duale. Se v =73, v;e; si ha dz; (x0) (3, vie;) = >, vidxj (x0) .€; = Y, vi0i; = vj.
Ne deriva che

dxj (XO) V=17

si ¢ soliti, data la costanza di dz;, eliminare nella scrittura il riferimento al punto xg, percio
si pone

dx;.v =1,

Xo V_Z’UzalX() Z

Ydxz;.v

da cui si conclude

df (xq) = aafz (x0) dx; = Z (x0) dx;

1=1 =1

11.2.2 Teorema del differenziale totale

Come abbiamo visto, I’esistenza delle derivate direzionali & condizione necessaria per I’esistenza
del differenziale, non é tuttavia condizione sufficiente. Infatti, la differenzialita, al contrario
dell’esistenza delle derivate direzionali, implica la continuita della funzione.

Una condizione sufficiente ¢ comunque fornita dal teorema del differenziale totale.

Sia f: D — R, con D CR", exg € D. f ammetta derivate parziali definite in un intorno
U di x( continue nel punto Xg, allora f é differenziabile in x.

Vediamo il caso n = 2. Sia xo = (xg,yo). Sia ¢ il raggio di una palla centrata in xo tutta
contenuta nell’intorno U. Siano h, k € R tali che h? + k2 < 5%. Abbiamo

J(xo + h;yo + k)—f (2o, y0) = [f (o + hsyo + k) — f (w03 yo + k)] +[f (zo; 90 + k) — f (z0;%0)]

definiamo ¢ (z) = f (z;y0+ k) e ¥ (y) = f (zo;y). Ne deriva che ¢ & definita sull’intervallo
[x0, 0 + h] a valori reali ed & ivi derivabile (ammettendo derivata destra al secondo estremo
e sinistra al primo):
pxt+t)—¢(@) _ flet+tyo+k) Of
t

= " ﬁ%(:ﬂ,yo—l—k),tﬁo

analogamente si ha che ¢ ¢ definita in [zg,x0 + h] ed & ivi derivabile, con derivata pari a
Of /0y (xo,y). Per le due funzioni si puo allora applicare il teorema di Lagrange. Dunque,
esistono 6 e w in |0, 1] tali che

¢ (zo + h) — ¢ (20) do

_ _9f .
5 = E(:L‘o-i-eh)—ax(.’lio-f—eh,yo-i-k‘)
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Y (yo+k) — v (yo) — ﬂ(yo-kwh): ﬁ(Svo;yO‘HJJIf)

k dy dy
Da cui
of of
J(@o+h;yo + k) — f(20,90) = %($0+9h;yo+k‘)h+a—y(xo;yo+u}]€)k
Poniamo
of of
of(xo,yosh, k) = f(zo+hsyo+k)— f(xo0,90) — B (%0,90) h — Dy (0, y0) k =

_ {% (zo 4 Oh;yo + k) — % (xmyo)} h— [Z—ZJ; (xo; Y0 + wk) — g—z (wo,90)| k

Ora se mostriamo che oy diviso la norma di (h,k) va a 0 per h,k tendenti a 0, abbiamo
ottenuto la tesi:

[% (wo + Ol yo + k) — 3L (xo,yo)} h — % (z0; Y0 + wk) — 2—5 (o, y0) | k
Vh? 4 k2
[%5 (o + Oh;yo + k) — 3L (%JJO)] h %5 (o3 yo + wk) — %5 (o, y0) | K
+ L ]
\/h2+k2 ,/h2+k2

Ora, per la continuita in (zg,yo) delle derivate le quantita entro parentesi quadra vanno a 0,

d’altra parte si ottiene che il limite & nullo notando che

B
VAR S VR R

Il caso generale & analogo ma piu laborioso. Si procede sempre sfruttando il teorema di
Lagrange.

IN

Sia f: D —R™, con D CR™, e xg € D. f ammetta derivate parziali definite in un intorno
U di x( continue nel punto xq, allora f é differenziabile in xg.

Discende dal precedente teorema: infatti ciascuna componente risulta differenziabile.

Passiamo al caso pitl generale, in cui il codominio sia un qualunque spazio normato Y.
Continueremo ad eseguire la dimostrazione solo nel caso n = 2.

Sia D C K", sia Y K-spazio normato, f : D —Y exq € D. Se 8;f (x0), @ € Jp, esistono in
un intorno di Xg e sono continue in X, allora f é differenziabile in x.

Vediamo n = 2. 1l differenziale di f in xg, se esiste vale necessariamente
df (x0) -h =01 f (x0) h1 + O2.f (x0) ha.

Cominciamo col notare che non & restrittivo suppore le due derivate parziali nulle in xy. Basta
considerare la funzione g (z1,2z2) — f(x1,22) — (01 f (X0) x1 + O2f (x0) z2) che ha derivate
parziali nulle in xq e, per linearita del differenziale ed essendo il secondo addendo certamente
differenziabile ovunque, é differenziabile se e solo se ¢ differenziabile f.

Dobbiamo provare che per ogni € > 0, esiste un ¢ > 0 tale che se [[(h1,h2)| =
max {|h1], |he|} < ¢, allora

|f (g + ha, 25 + h2) = f (20, 25) ||, < €ll(ha, ha)ll -

Scriviamo
Hf (x(l) +h1,x3 —I—h2) —f (xé,x%)uy < Hf (x(lJ +h1,a:3 +h2) —f (xé +h1,x3)||y +
+||f (g + ha,2g) — f (0,23) ||y
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essendo le derivate parziali nulle, per definizione di derivata e per la permanenza del segno,
esiste d1 (), tale che per |hi| < &7 vale

£ (o + ha,25) = £ (@0, 5) ||y < elhl
Per ilteorema del valor medio per le derivate direzionali, abbiamo
£ (26 + ha, a5 + ha) — f (zg+ ha,23) ||y, <
< sup {[|02f (%) |y ]x € [(zg + by, xd + ha) ; (z§ + ha,23)] } |hel

per continuitd della derivata parziale, esiste 02 (¢), tale che se ||(ki,k2)||,, < 02 si ha
|02 (x + kv, xd + k2) ||Y < . Poniamo allora 6 = min {91, 2} di modo che se ||(h1, ho)]|, <
é risulta che i segmenti [ (zf + b1, 23 + hg) (z§+ h1,2d)] e [(:c(l), 2) ; (z§ + ha,23)] sono tutti
contenuti nella palla di centro xg e raggio 0, valgono percio, in tale palla, le disuguaglianze
trovate. Infine,

1f (20 + ha, 25 + h2) = f (w0, 25) ||y < & (1hal + [hal) < 2¢ [[(hy, h2)ll o
la tesi & dimostrata.

Si puo notare che & sufficiente ipotizzare la continuita di tutte le derivate tranne una la quale
si deve comunque supporre esistente.

1.3 Risultati del calcolo differenziale

Di qui in poi restringeremo la nostra attenzione al caso fondamentale di funzioni reali definite
su spazi reali.

11.3.1 Derivate successive

Consideriamo una funzione le cui derivate parziali siano definite in un intorno e, almeno in un
punto, derivabili a loro volta. Si parla in tal caso di derivate successive.
Cominciamo col notare che in generale
0% f
0x0y

0% f
Oyox

#

a tal proposito si consideri il seguente

Sia
o 0 sey =0,
f(z,y) = { y? arctan% altrimenti.

calcoliamo le due derivate seconde nell’origine

7 L (Lon)oo = (%) 0o -

Ay
af 0 1
92 <5) (, 0)> (0,0) = % [hm —y arctany} (0,0)=0
esse risultano diverse.

Risulta pero

Sia A una aperto di R? e sia f : A — R2. Sia f derivabile in x e y in un intorno U del punto
(z0,Y0). Se in U esistono le derivate parziali miste

f P
ox0y  Oydx

e sono continue, insieme alle derivate prime, in (xo,%o), allora si ha
0% f 0% f

&v—ay (90072/0) = m (fﬂo,yo)
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Dimostrazione Poniamo che esista la derivata parziale rispetto ad = e poi a y. Abbiamo, nelle ipotesi

specificate,
0 0f LT flrot+hy+ k)= f(zosyo+k) . f(zo+hyo) = f (To;y0)
By Bz (P0iv0) = Jlim 2| lim h ~ h
da cui
0 0f . f@ot+hyo+ k) — f (Tosyo + k) — f (o + hiyo) + f (%03 Yo)
By B (7o vo) = Jim Jimy hk
ove risulti h? + k2 < 6% con 6§ raggio di una palla centrata in (20,y0) contenuta in U.
Definiamo
_ [ (@o+hyo+k) = f(@os90 + k) — f (w0 + hyy0) + f (w0;90)
w(h, k)=
hk
poniamo
¢ (y) = f (@0 + hyy) — f(z0:y)
da cui
_ 0o +k)— (o)
w(h, k) = e
Ora, ¢ & definita nell’intervallo [yo; yo + k] ed & ivi derivabile:
a . of

P =L o+ iy~ L o)

si puo percid applicare il teorema di Lagrange e trovare 6 € |0, 1] per cui

é (Yo + k) — ¢ (yo) = %(370;%4'97?)]?

0
—f(xo—f'h;yo—f—ek)k— ay

dy
e infine

() (370 + h;yo + Ok) — (fﬂ(),yo + 0k)
h

w(h,k) =
Definiamo ora la funzione 9 tale che
v (o) = 5 (@i + 0F)
Essa & definita nell’intervallo [yo; yo + k| ed @ ivi derivabile
dyp of
L@ =52 (F) @ o

e ancora per il teorema di Lagrange esiste 8’ € |0, 1] per cui

w(h, k) = % <g—£> (zo + 6'h; yo + k)

passando al limite, per la continuita della derivazione mista rispetto a x e poi y si trova, anche
in forza del teorema di cambio di variabile:

9 of

9y 01 (zo;90) = hi%%li%w(h k)=
_ .0 [of - B
~ i tim 2 (5 o i+ o) =
= im 2 (2 (a; _ (1 (o
(c.v.d.) N I?LI%) or (83/) (20350 + Ok) = O <8y> (z0; 90)

La dimostrazione appena fatta si estendefacilmente a funzioni di piu di una variabile e a
derivazioni di ordine superiore al secondo.

[1.3.2 Formula di Taylor

Notazioni per
le derivazioni
successive
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Diremo che una funzione ¢ di classe C* se & continua e ammette derivate fino all’ordine k
continue, sicché esse non dipenderanno dall’ordine in cui si esegue la derivazione, per il teorema
di Schwartz. Sara allora sufficiente, per indicare una derivata parziale, dichiarare 1'n-upla
p =(p1,...,pn) di numeri interi positivi, tali che ciascun p; mostri il numero di volte che si
effettua la derivazione rispetto alla i-esima variabile. L’ordine della derivazione varra

n
k=Ip|l= Zpi-
i=1

Denoteremo con DP f la derivata di ordine |p| < k della funzione f definita dal multi-indice
p, cioe

Dy ol f
T oxlt . Ok
Si pone inoltre
p' - p1! pn'
ese w = (wy,...w,) ER™,
wP =l wkr

Prima di passare allo studio della formula di Taylor per le funzioni definite in R™, & utile passare
in rassegna alcune proprieta delle funzioni reali a valori vettoriali (ad esempio la velocita di un
corpo dello spazio nel tempo...) cioé a valori in R". Funzioni di questo tipo che siano definite
su un intervallo chiuso e siano ivi continue si dicono curve.

Sia, intanto, x (t) — v per t — tg, equivalentemente, per il teorema di collegamento, per ogni
successione {t,} C R tendente a tg la successione x (¢,) — v per n — oo. Per 'esempio 1.4 cio
& vero se e solo se ogni componente z° (t,,) tende a v*, di nuovo per il teorema di collegamento,
cio equivale a dire che ciascuna componente z* (t) — v’ per t — to. Riassumendo

Siax:A—R" con ACR ety € A sia un punto di accumulazione per A. Allora

lim x (1) = v & lim 2’ (t) =o', Vi € J,
t—to t—to

Definita la derivata di x nel tempo in tq il limite per h — 0, se esiste, della quantita
X(to + h) — X (to)

h
si ha, per la proposizione precedente
dzt/dt (to)
Zi=|
at :
dl’n/dt (to)

Si ha, poi, per funzioni derivabili in ¢y, per ciascuna componente ¢
i

' (t) = z' (to) + ddit (to) (t —to) + o ((t — to))

@t (to) + dart /dt (to) (t — to) + o ((t — to)) p
x (1) = s = x(to) + - (10) (¢ — to) + o (15 1o)
x™ (to) + dx™/dt (to) (t —to) + o ((t —to))

ove ox (t;to) ¢ una funzione a valori in R™ avente ciascuna componente tendente a 0 se divisa
per (t —tg) per t — to. Riassumendo

Siax : A — R™, con A aperto in R derivabile in ty € A. Allora

X (t) =X (to) + (Cll_)t( (to) (t — to) + 0x (t;to)



Teorema II.6
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ove
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t:t
lim 70)(( ito)
t—to t—1g

=0.

Veniamo, infine, al risultato che ci occorrera specificatamente per ricavare la formula di Taylor.

Siax : A — B, con A aperto in R e B aperto in R™, derivabile in tg € A. Sia f : B — R
differenziabile in xq = x (tg). Allora

d(fox) dx
2 10) = df (o) (G (o))

Sappiamo che, posto h =t — t(, per la proposizione I1.6

(1o +h) = (t0) + o (t0) h + 0 (t0: )

e, per la differenziabilita di f

[ (%0 +k) = f(x0) +df (x0) (k) + 0y (%05 k).

Posto ox (to;0) =0

k(h) = ‘fl—’: (to) h + ox (to; h)

funzione continua in A = 0. Si ha

(fox)(to+h)

da cui

= f(x(to)) +df (x(to)) (2—? (to) h+ ox (to;h)> + o5 (x(to) ; k)

F xt0) + G t0)) (G (o)) ot G 0) (o (20 )+ 0 (x0) )

dx

(£ 0) G+ ) 1 (x(0) = o G t0) (G 00) ) = o G 20) 0t ) + 7 G )

Non ci resta che mostrare che il limte per h — 0 di

df (x(to)) (ox (to; b)) + oy (x(to) ; k)
h

é nullo. Ora, si ha

df (x(to)) (ox (to; b)) ox (to; h)
. df (x (to)) (T)

ox (to; h) /h tende a 0 per h — 0 df (x(to)) (ox (to; ) /h) — O per linearita del differenziale.

Infine, poniamo

o 0 sek=0
Pf( )= % altrimenti

che & continua in 0

(07 (x(to) : k) _ Py (K)
= = 2= k|

per h — 0, k — 0 da cui pf (k) — 0. D’altra parte

che tende a una quantita limitata.

Nelle ipotesi del teorema

] et g
10 = 3 2 o) G )= 9 ) G 00
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Sia f € C¥(A) a valori reali, con A aperto di R". Sia xo € A. Se w €R" & tale che
B (%0, ||w|]) € Aeset e [0,1] poniamo

F(t) = f (x0 +tw).

Tale funzione ¢ definita in [0, 1], & a valori reali ed & di classe C*. Infatti, per il teorema II.6

vale
0=3 5m

derivando nuovamente
n 82

// f
F Z Z p J@ = (%0 +tw) w; Zl EIE (x0 +tw) wiw;

simbolicamente possiamo scrivere

In generale, si avra

FM (1) = w1i+ w0 h(f)(x0+tw)
ox; "o, ’

infatti, per induzione

FOH) () = iw- 4 wli—l—...-i-w 9 h(f)(Xo+tw)=
‘ Zaxi 8.’131 naxn

grazie allo sviluppo multinomiale avremo

h! o oPn
F® (4) = E —— L whr—— . (f) (x0 +tw)
| | 1 n 1 0
I LIRSy oz Oz,

con le notazioni introdotte prima
wP
FM (1) = h! DPf (xq +tw) —
r; h P!

e h < k per il teorema della differenziabilita totale e per il teorema I1.6 (poiché le derivate di
ordine k sono continue, le derivate di ordine k — 1 sono differenziabili, percio potremo derivare
F=1) ¢ ottenere F(*)).

Possiamo dunque applicare la formula di Taylor in 0 alla F’

F(l):F(O)+F’(O)+w+...+$+Rk(l,0)

da cui, posto w = x — X

f=3 Dpf(xo)%+3k (%, %) -

Ip|<k

Se f € C**! si ha dal teorema di Taylor con resto di Lagrange, per funzioni di una variabile,

(k+1) (7 x —x9)°
L)(): Z Dpf(xo—l—T(x—xO))Q

Ry (x,%x() = ' '
(k+ 1) N p!

ove, evidentemente 7 € ]0,1[ e € = xo + 7 (X — Xg) € un punto del segmento di estremi xg, x
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Sia ora f differenziabile in A. La F' associata ammette derivata prima per il teorema di
derivazione composta, I1.6, in ¢ € [0, 1] si puo allora applicare il teorema di Lagrange

F (1) - F(0) F' (1)
f(x) = f (o) df (%0 + 7 (x — X0)) (X — Xo)

Tornando a porre tw = x — Xg con w direzione, si ha, per il teorema di Taylor con resto di
Peano,

POp, 2 (O)thro(tk')

F@#)=F(0)+F (0)t+ 5 o

da cui

f(xo+tw) =Y DPf(xo) Ft'P‘ +o(th)

IpI<k
essendo ¢t = ||x — xo|,
1 n n\Pn 1\P1 n n\Pn
— T (z" —p) o (z" — )
tPlP — Ix — %o H\p\ ( )p1 — = |x— ”Ipl ( ) — = (x — %o)P
[[x = xo"" .. [Ix — 0| lIx — x|
percio

=" DPf(x0) )p +o (JIx = xoll")

Ip|<k

Riassumendo

Sia f € C¥ (A) a valori reali, con A aperto di R". Allora risulta, per x,x, € A

P

flx) = ZDPf Xp) ) + Ry (x,%)

IpI<k
Ri(x%) = olx—xoll")

se poi f € C**1(A) si puo scrivere il resto nella forma di Lagrange, esiste T € |0, 1|

P

X—X
Rilexg) = 30 DPf (xo+r(x—xo) 200

Ipl=k+1

Sia f differenziabile in A aperto di R™. Allora per x,x, € A esiste T € |0, 1] talché
[ (%) = f(x0) = df (x0 + 7 (x = %0)) (x = x0)

Sia A un aperto connesso di R™ e sia f : A — R. Se f ha derivate prime nulle in A, allora f
e costante.

Siccome f ha derivate costantemente nulle in A, ha derivate continue e risulta percid
differenziabile. Vale allora il teorema di Lagrange, I11.8. Sia xg € A, f (x9) = a € R. Siano poi

B={xeAlf(x)=a}; C={xecA|f(x)#a}
siha B# @ e A= BUC. Daltra parte
C={xeAlf(x)>a}U{xeAlf(x)<a}=f""(a,+oc]) U [ (~00,a])

da cui per continuita di f, che é differenziabile, C' & unione di due aperti e dunque & aperto.
Ora, ammettiamo che C' sia diverso dall’insieme vuoto, cioé¢ neghiamo la tesi, per la quale
I'immagine di A si riduce ad a e percio A coincide con B. Entro tale ipotesi, se mostriamo che B
¢ aperto, abbiamo costruito una partizione di A in due insiemi non vuoti aperti contraddicendo
I'ipotesi secondo la quale A sarebbe connesso. Non ci resta che mostrare che C # @ = B
aperto.
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Siax; € B C A, allora esiste r > 0 per cui B (x1,7) C A. Sia ora x3 € B (x1,7), il segmento
(x1, x2) risulta tutto compreso nella palla B (x1,7). Dal teorema di Lagrange ricaviamo

f(x1) = f(x2)=0
da cui
a=f(x1)=f(x2)

(c.v.d.) e dunque x5 € B. Ne deriva che B (x1,7) C B e B ¢ aperto.

[1.3.3 Differenziale della funzione composta

Il teorema di
differnziazione

composta Vogliamo generalizzare il teorema II.6. A tal proposito vale il

Teorema IL9  Siano A un aperto di R” e B un aperto di R™. Siano poi f : A — R™ e g : B — RF tali che
f(A) C B. Se f é differenziabile in xq e g inyo = f (xo), allora go f : A — RF ¢ differenziabile

in xg ed inoltre

d(go f)(x0) = dg (f (%0)) o df (x0)

Dimostrazione  Sia 7 > 0 talché B (xg,7) C A. Scegliamo |/h||,, < r allora
f (%0 +h) = f(x0) + df (x0) (h) + o (x0,h),

ove

Jim 2\ (x0,h)

=0
h—0  [/h|,

Poniamo
k (h) = df (xo) (h) + o (x0;h) = f (x0 +h) — f (x0)
avremo allora, essendo f (B (x¢,7)) C f(A) C B

g (yo +k) =g (yo) +dg(yo) (k) + o4 (yo, k),

ove

Si ha limp_,0 k (h) = 0. Consideriamo (g o f) (xo + h), si ha
(9o f)(xo+h) = g(f(x0+h))=g(f(x0)+[f (x0+h) - f(x0)]) =

= 9(f (o) +k(h)) =
9(f (x0)) +dg (f (x0)) (df (x0) (h) + 0 (x0;h)) + 04 (f (%0) . k) =
= 9(f (%)) +dg (f (x0)) (df (x0) (h)) + dg (f (%0)) (o (X0;h)) + 04 (f (x0) , k)
dobbiamo mostrare che dg (f (x0)) (05 (x0; 1))+ 04 (f (x0) ,k (h)) diviso per la norma di h va

a zero per h — 0. Trattiamo separatamente i due addendi

do (f (o)) oy (x0th) () (xach)
Tl = dg (7 °))< Tl )

quando h — 0 ’argomento va a zero e per linearita e continuita del differenziale si ha che il
limite ¢ nullo. Passiamo al secondo addendo, definiamo

0 sek=0

pg (Yka) = { 04(y0,k)
M,

altrimenti
avremo che ¢ continua in 0. In conclusione
[l

09 (f(%0),k(h)) m
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il primo fattore, come notato sopra tende a 0. Per il secondo abbiamo
k h .
], df (xo) (W) of(x0;h) = lim ’df (x0) (h)H

= + lim
h—0 [|h[[,,  nj—o0 1B} —0 Ih]j—0
che la norma del differenziale di un versore ed & percio limitata.

m

Nelle basi canoniche, risulta

dg (f (x0)) (df (x0) () = MG [dg (£ (x0)))- (ME:, [df (x0)] - [Ble, ) = Ty (F (x0))-J7 (x0)- B,
infine,

MG 1d(g o f) (x0)] = Jgag (x0) = Jg (f (x0)) - I (x0)

L’ultima osservazione ci consente di ottenere in forma compatta un risultato notevole, utile nel
seguito. Si consideri dunque una funzione f differenziabile in un punto (xg,yo),Xo€R™,yo €
R"™ di un aperto di R™"" a valori in RP. Sia poi g una funzione diferenziabile in xg da R™ in
R™ talché g (xg) = yo. Vogliamo studiare la differenziabilita in x della funzione

F: R — RP
x = [(x9(x)

Poniamo g* : R™ — R™*™ tale che g* (x) = (x,g(x)), allora F = f o g*. Vediamo che g* &
differenziabile, a tale proposito basta notare che

T
* Tm,
X) =
9" (x) g1 (T15- -+ Tm)
In (T1, -, Tm)
Avendo g* componenti differenziabili ¢ differenziabile in xq. Allora
Jp=Js - Jg=

Se denotiamo con J¥ € M (p, m;R) la matrice df /0%, con J}' € M(p,n;R) la 9f/dy, e con
I,, Videntita di R™, possiamo scrivere, intendendo tutte le derivate calcolate in (xg, yo)

L\ _ e
se= gyt = (5 B () —apeaya,

da cui,se k€ Jy et € Jn,

OF, D fi Ofk 0g;
ox; =l = ox; Z 8y] ox;

infine F' (x) = f (x,g(x)) ¢ differenziabile in xq.
Riassumendo

Sia f definita su un aperto di R™*™ a valori in RP, differenziabile in (xq,yq) con xg € R™
eyo € R". Sia g definita su un aperto di R™ a valori in R™ differenziabile in xq e tale che
g (x0) = yo. Allora definita

F: R — RP
x = f(x9(x))

si ha che essa é differenziabile in x( e inoltre
Jr (x0) = J¥ + J}’ - Jg

aFk(x) %X ~ Ofi ) 229
axi 0 axz 0

Il

g

+
Q

S

QO
G

%
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11.4 Massimi e minimi relativi per funzioni reali definite in R"

Sia f : A — R con A sottoinsieme qualsiasi di R™. Sia xy € A. Poniamo la seguente

Diciamo che x¢ é un punto di massimo relativo se esiste un intorno U di xq tale che per ogni
x € UNAsiha

f(x) < f(x0),
analogamente, xy ¢ un punto di minimo relativo se esiste un intorno U di x( tale che per ogni
x € UN A vale

f(x) > f(xo0)-

Generalizziamo il teorema di Fermat dimostrato per le funzioni reali di variabile reale

Sia f : A — R e sia x¢g un punto interno ad A di massimo (o minimo) relativo. Se f é
differenziabile in xq, risulta

df (x0) =0

Sia v una direzione. DefiniamoF (t) = f (xo + tv) in un intorno di ¢t = 0 essendo x¢ interno
ad A. Siccome f ¢ differenziabile in xq vale

F'(0) = df (xo) (v)
per il teorema I1.6. D’altra parte, siccome f ha massimo in xy F' ha massimo in 0, ne deriva
che, per il teorema di Fermat in una variabile, F’ (0) = 0. Cio¢ per ogni versore
df (%0) (v) =0
cio sara vero anche sui vettori della base canonica, percio, essendo il differenziale una

applicazione lineare, varra

df (Xo) =0.

Ne deriva che i punti di minimo e massimo andranno ricercati tra i punti stazionari e i punti
alla frontiera di A.

Sia H un’applicazione autoaggiunta rispetto al prodotto scalare standard - di R™. Allora, nella
base canonica, la matrice di H ¢ simmetrica, denotiamola con {h;;} € S (n;R). Risulta
allora

4,JE€JIn

=1

Hv-w=) (Hi-v)w zzlwiighij”j
1= Jj=

Consideriamo la funzione definita su R™\ {0} a valori in R

Hv-v
F(V) = 5
vl

Osserviamo che

9 - " v [ 0 S, OV
%va = ;a—vk Ui;hijvj :Z(%k j;hij’l)j +;’W;hij%;:

=1

n

n n n n
Z hijvj + Z hikv; = Z hivj + Z hiv; =2 Z hi;v;
j=1 i=1 j=1 j j=1

1

da cui, posto H =1

8 8 n
o (v-v) = Zor IVl =2 dxjv; = 20

j=1
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infine,
OF (v) = 20 gy V)1 — 200 F (v) ||v]f? _ 22?:1 hijvj — F(v)or o Hiv — F (v) vy
vk Ivi* Il Il
da cui F ¢ differenziabile e ha punti stazionari ove VI & nullo, per ogni intero k
Hyv =F (v) vy

da cui v ¢ stazionario se e solo se
Hv=F(v) v

cioé se e solo se F'(v) & un autovalore per H. Ricordiamo che H ha n autovalori (non
necessariamente distinti) reali, per il teorema spettrale. D’altra parte non ¢ detto che F
ammetta massimo e minimo, non essendo stata definita su un compatto non possiamo invocare
il teorema di Weierstra. D’altra parte, consideriamone la restrinzione sulla sfera unitaria
S"~1. Quest’ultimo ¢ un insieme chiuso in R™ percio compatto: la F' ammette ivi massimo e
minimo. Esistono m, M € F (R™) tali che

m<F <l) <M
[wll

tuttavia, F'(w/|w|) = F(w) e quindi F' ammette massimo e minimo in R™. T numeri
m e M corrispondono a punti stazionari, sicché sono autovalori di H. Inoltre essi sono,
rispettivamente, il minimo e il massimo autovalore di H. Infatti, sia A un autovalore della H
allora, se v( appartiene all’autospazio relativo a A,

2
VI~ _

s =
vl

F(Vo) =

da cui m < A < M. Ne deriva che
m|v|[* < Hv v <M |[v|

da cui H ¢

(1) definita positiva se e solo se m > 0;
(ii

(iii

)
) semidefinita positiva se e solo se m >0

) definita negativa se e solo se M < 0;

(iv) semidefinita negativa se e solo se M < 0.

Torniamo allo studio dei massimi e minimi relativi di f. Abbiamo visto che condizione
necessaria affinché un punto sia di massimo o minimo €& che sia stazionario. Vediamo un’altra
condizione necessaria.

Sia f : A — R" di classe C%(A). Sia xq interno ad A e stazionario per f. Si indichi con
H (x¢) la matrice hessiana associata a f nel punto xq, di elementi

O (x0)
8xi6xj 0

Se xg & un punto di minimo relativo allora H (xq) & semidefinita positiva.

hij (x0) =

Siccome f & di classe C? (A) possiamo applicare la formula di Taylor con resto di Peano:
1
f (%0 +#v) = f (x0) + tdf (x0) (V) + 5t°H (x0) v - v + 0 (?)

Ora, x¢ ¢ un punto di minimo sicché df (xo) (v) = 0 e per ¢t abbastanza piccolo

f(x0+tv) = f(x0) 20
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da cui

A%
o

%tQH (x0) v-v+o(t?)

0(t2) > 0

H(X())V-V—l—t—2 >

passando al limite per ¢ — 0 per il teorema di permanenza del segno

H(xg)v-v>0

Veniamo infine al

Sia f: A — R di classe C% (A) e xq punto stazionario interno ad A. Se la matrice H (xq) &
definita positiva, allora xg é un punto di minimo relativo.

Torniamo a considerare la formula di Taylor con resto di Peano
1
f(x) = f(x0) = §H(X0) (x —x0) - (x —x0) + R2 (x,%0)
ove Ry (x,%g) =0 (”X - x0||2). Se m ¢ il minimo autovalore di H si ha

H (o) (x — %0) - (x —Xo) > m [|x — x|

da cui
2
mlx —x
£60— £ (xo) = T2 g 3
siccome
Ry (x,x0) _
x=%o [|x — %o
esiste un intorno di xg nel quale
R2 (X, XO) < m
% — x|~ 2

per cui, in tale intorno intersecato A, R (x,%o) > — % ||x — xo|® e

2 2
mx —xol”  mlx—xol

=0
2 2

f(x) = f(x0) =
la tesi.
Analogamente si ha la proposizione per i punti di massimo. Il problema della ricerca dei

massimi e dei minimi si riduce alla ricerca dei punti stazionari e poi degli autovalori degli
hessiani associati. Ricordiamo che A ¢ autovalore di H (xg) se e solo se

det (H (xg) — AI) = 0.

Siccome ’hessiano & simmetrico, per il teorema spettrale esso avra n radici reali.
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Capitolo III

Funzioni implicite

In questo capitolo ci occuperemo dei problemi legati allo studio degli insiemi di livello per
funzioni definite su uno spazio R™ a walori in R™. Per motivare lo studio successivo
premettiamo una sezione sulla descrizione delle curve.

111.1 Introduzione

I11.1.1 Descrizione di curve

Nel capitolo IT abbiamo definito curva in R™ una applicazione continua da un intervallo J di
R in R™. Definiremo regolare una curva C! (J), la cui derivata sia costantemente diversa da 0.
Definiremo semplice una curva tale che comunque presi due punti ¢1,ts € J, di cui almeno uno
interno a J, risulti ¢ (t1) # ¢ (t2). Un esempio notevole di curva ¢ Pequazione oraria del moto
di un punto. La traiettoria associata a un’equazione oraria non ¢ altro che 'insieme immagine
della curva, che chiameremo sostegno della curva stessa. Il sostegno di una curva ¢ : J — R
sara descritto dal luogo dei punti

(X1y..yxp) ER" T €T (21,...,2,) = P (2).

D’altra parte 'impostazione parametrica non esaurisce tutte le modalita di assegnazione di
una curva, si consideri il seguente

Sia data la curva del piano
| z=acost
QS(t)_{ y:asint ,tE[O,QW[

da cui, elevando al quadrato e sommando

x2+y2:a2

che & I'equazione di una circonferenza, e rappresenta la descrizione implicita del sostegno di

o.

Sembra allora possibile descrivere il sostegno di una curva come supporto di una funzione
definita da R™ in R”~!. 1l luogo si dira fornito in forma implicita:

(1,...,xn) € R": f(x1,...,2,)=0

filxr,...,xn) = 0
(1,...,2n) € R™: : :
fno1(z1,...,zn)= 0

Ci chiediamo in quali ipotesi & possibile passare dall’assegnazione parametrica a quella
implicita e viceversa.
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Per semplicita occupiamoci preliminarmente del caso n = 2. Sia data una funzione reale di
variabile reale continua definita su un intervallo. Essa puo essere scritta nella forma y = f (x)
0, equivalentemente
=1
{ y=f(t)

di modo che il suo grafico rappresenti il sostegno di una curva semplice. Per curve regolari
vale anche il viceversa.

Se ¢ (t),t € J & una curva regolare semplice in R?, ¢ possibile rappresentarla localmente
come grafico di una funzione reale di variabile reale C' nell’intorno di definizione.

Siano tg € J e
_J =06,
t) = teJ
ow={ ;200

Siccome la curva & regolare saranno diverse da 0 de¢, /dt (t9) o dp,/dt (o). Supponiamo sia

deg,

— (t0) >0

7 (o)
allora esistera un intorno di ¢y in cui ¢, risultera strettamente monotona e percio invertibile.
In tale intorno varra t = ¢~ (z) e percid

Y=y (¢_1 (m))
che ha derivata pari a

dep, /dt
dey /dt

(0" (2))

Abbiamo percid visto che globalmente il grafico di una funzione reale C' & sostegno di una
curva e che localmente il sostegno di una, curva ¢ grafico di una funzione C'.

Abbiamo cioé risolto il problema solo per funzioni dal piano in R definite come

flay)=y—[f(z)
Per esaurire il problema piu generale nel piano avremo bisogno del teorema di Dini,
soltanto le sue generalizzazioni ci consentiranno di stabilire I’equivalenza locale di descrizione
parametrica ed implicita delle curve. In ogni caso, non ci fermeremo allo studio di curve, ma
ci occuperemo di superfici, ipersuperfici e - in generale - di varieta riemanniane.

111.2 Il teorema di Dini

[11.2.1 Il teorema di Dini nel piano

Vogliamo risolvere completamente il problema della descrizione di una curva del piano. A tale
scopo dimostriamo il fondamentale

Siano A un aperto di R?, f € C* (A) a valori in R, e (z9,y0) € R? tali che
() f (zo,y0) = 0;
(ii) Vf (z0,y0) # 0;

allora, se, per fissare le idee ¢ Of /Oy (xo,yo) # 0, esistono un intorno U di zg e un intorno V
di yo per cui

VeeUIyeV: f(x,y) =0,
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inoltre, se definiamo ¢ : U — V talché f (z,¢ (x)) =0, allora ¢ € C* (U) e

dp . Ofox

Per ipotesi 0f /0y (zo,yo) # 0 e supponiamo - per fissare le idee - df /9y (xg,y0) > 0. Inoltre
f ediclasse Ct, da cui Of /Oy & continua in A. Per la proprieta di permanenza del segno esiste
un intorno W del punto (z,yo) tale che

of

Ay
Siano poi h,k € RT tali che [zg— h,mo+h] X [yo —k,y0+k] € W. Per ogni £ €
[xo — h, zp + h] definiamo la funzione da [yo — k,yo + k] in R data da

y— f(&y)

la quale & monotona strettamente crescente, in particolare per £ = x si ha f (xg,y0 — k) <
f (zo,y0) =0 < f (z0,y0 + k). D’altra parte la funzione

(W) >o.

z i f(z0,y0 — k)
¢ continua, sicché, per la permanenza del segno, esiste 0 < h' < h per cui
f(z,yo — k) <0,Vx € [xg — b, 20 + A'],
analogamente esiste 0 < b’/ < h per cui
f(z,y0+k)>0,Vx € [wg—h" o+ h'].
Posto § = min {h’, "'} si ha per ogni x € [zg — 0,20+ ] =U
f(yo—k) <0< f(z,90 +k);

per ogni z € U torniamo a considerare la funzione y — f (x,y) essa & continua e strettamente
monotona in V' = [yo — k,yo + k|, percio per il teorema degli zeri ammette una e una sola
radice in V', e questo per ogni z € U. Abbiamo cosi dimostrato ’esistenza della ¢. Vediamo
che si tratta di una funzione continua e poi derivabile.

Sia A < 4, consideriamo

f@+Xo@+A) - f(z,¢(x)=0
per il teorema di Lagrange, che sussiste in quanto f di classe C! su A, posto u = ¢ (v + \) —
@ (x), esiste T €]0,1] :
0 df (@ + 7A@ (x) +7) (A, @ (z+A) — ¢ (2)) =

— %( +T)\,¢(J:)+TM)>\+(;f (@ +7A () +7p) (¢ (2 +A) = 6 (2))

Y

essendo la derivata in y diversa da 0 in W
SL(@+7X 0 () +7p)
L (@w+7A 0 (2) + 1)

Px+A)—¢(x)=- A

per continuita delle derivate parziali e compattezza di U x V

maxyxy

o (,y)|
6(@+X) -6 (@) <

Al
ming x v ’3—5 (x,y)’
da cui ¢ ¢ lipschitziana e percid continua. Adesso possiamo passare al limite per A — 0
nell’equazione di sopra e ottenere

do of |0z

— (z) = - (2,9).
dx of /0y

E ovvio a questo punto che se avessimo supposto 9f/9z (zg, yo) # 0 avremmo esplicitato x in
funzione di y.
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Vediamo allora che abbiamo effettivamente risolto il problema della descrizione di una curva
nel piano. Sia data una curva regolare in forma parametrica, allora, come notato nella sezione
precedente, troviamo una F C'dal piano in R il cui insieme di livello & il sostegno della curva
stessa, nella forma F' (z,y) =y — f (z) con f reale di variabile reale. D’altra parte, sia data
ora una qualunque F di classe C! il cui supporto sia non vuoto. Allora, per il teorema di Dini,
é possibile trovare, nell’intorno di un punto del supporto, una funzione f reale di variabile
reale, C! talché F (z, f (x)) = 0. Localmente I'insieme di livello ¢ il grafico della f, e come
visto esso ¢ il sostegno di una curva regolare.

Il problema pitu generale, per una curva come per una varieta, ¢ molto pitt complicato. Lo
affronteremo passo per passo.

Sia, oltre alle ipotesi del teorema, f € C?(A). Vogliamo mostrare che ¢ &, essa stessa, di
classe C2. A tale proposito, essendo ¢ di classe C', si puo applicare la proposizione I1.12 alla
Of /0x (z, ¢ (x)) per trovare

0? 0? 02

S @0@) = @0+ g (0.6 @) 6 (@) = o+ fud

2*f *f 2*f / /

T @o@) = T @0@) + 5 0@y @)= foy + fu

da cui

d2¢ _ _fy (fm + fzy¢,) - fm (fmy "‘fyyd) o _qufm + fg%fyy B wayfﬂcfy

@ 7 i 53

per induzione, con ragionamenti del tutto analoghi, si ha che f € C* = ¢ € C*.

[11.2.2 I teorema di Dini in R+

Una prima generalizzazione del teorema di Dini ¢ la seguente

Siano A un aperto di R" ™!, (xg,y0) € A, xo € R" e f € C' (A) a valori reali. Se
(i) f (x0,y0) = 0;
(ii) 9f /9y (x0,90) # 0;

x7 —xé‘ < hj, hj >0,V) € Jm} di xg
e un intorno V = [yo — k, yo + k|, talché per ogni x € U esiste uno e un solo y € V per cui
f (x,y) = 0. Risulta allora definita la funzione ¢ : U — V, f (x,¢(x)) =0, ¢ € C* (U) e

o Of)ox

allora esistono un intorno rettangolare U = {x eR”

Si procede esattamente come prima. Sommariamente riproponiamo la linea della
dimostrazione. Supponiamo sia df/dy (xg,yo) > 0, sicché esiste un intorno rettangolare di
(%0,Y0), della forma specificata nella tesi del teorema, per cui, per continuita delle derivate
prime di f e per la permanenza del segno,

of
dy

Ne deriva che la funzione y — f (xg,y) & strettamente crescente e risulta

f (x0,90 — k) < f (X0,%0) =0 < f (X0,%0 + k)

D’altra parte x — f(X,yo F k) & continua, sicché per continuita e permanenza del segno,
esiste un intorno di xg nel quale

(x,9) >0



(c.v.d.)

Sistemi lineari

111.3 1l teorema delle funzioni implicite nel caso generale 65

Fissato ciascun x la funzione y — f(x,y) & strettamente crescente e gode delle ipotesi del
teorema degli zeri, sicché esiste ed & unico y per cui essa si annulla.

Vale poi, posto p = ¢ (x +h) — ¢ (x),
0 = fx+hoé(x+h)—f(x¢x)=d (x+7h¢(x)+7p)(h ) =

— ( %(XJrTh,(b(X)Jrru) giy(XﬁLTh,qS(x)JrT‘u) )( E)_

= %(errh,qb(x)JrTu).h+g—£(x+7—h,¢(x)+7mﬂ
da cui
ﬂ Th, T h
¢(x+h)—¢(x) = —f”g(” ¢ (x) +71)

8 (x+7h, ¢ (x) + 1)

L (x+7h,¢(x)+7u) h
%S(x+rh,¢(x)+ru)

|

5 (x+ 7h,0 60 + 7| I

|6 (x + hu) — ¢ (x)] %S(XJrTh,qZS(X)WLTH)’

max H% (ny)H

IN

: )
miny |92 (x)
avendo posto h = hu con u versore. Per lipschitzianita, la continuita. Passando al limite
dell’equazione precedente

¢ (x+hu)—o(x) _%(x+rhu,q§(x)+r,u)~u

h S xtrhu, g (x) + )
da cuil
9 Zx¢(x)u
du - O(x,4(x)

ponendo poi u = e; si ha

Assegnata allora una superficie come insieme di livello di una funzione dallo spazio
tridimensionale al piano, nei punti in cui il gradiente & diverso, & possibile esplicitare una
variabile in funzione delle altre due, passando cosi alla rappresentazione parametrica della
superficie stessa. Si tratta del teorema di Dini in tre dimensioni.

I11.3 1l teorema delle funzioni implicite nel caso generale

[11.3.1 1l teorema delle funzioni implicite da R™*™ in R™

Consideriamo il seguente sistema
Fl(ibl,...,l'n): 0

Fo (21,0 ,20) = 0

ove ciascuna f; : R” D A — R & di classe C! (4). Vogliamo studiare le condizioni in cui esso &
risolvibile, e in che termini.

Un sistema di m equazioni lineari in n incognite, pud essere scritto nella forma F (x) = yo €
R™, dove F' € Hom (R”,R™). Esista xo € R" soluzione del sistema. L’insieme soluzione
sara dato dalle soluzioni del sistema omogeneo F (x) = 0 traslate di xg, per linearita di
F. D’altra parte le soluzioni del sistema omogeneo sono tutti e soli i vettori x € ker F' e
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dimker ' =n —dimIm F' = n — rk F'. Ne consegue che la soluzione del sistema di partenza &
un sottospazio affine di R™ di dimensione n — rk F' qualora esista la soluzione particolare xg,
cioe risulti yp € Im F' (in altri termini il rango della matrice completa coincida col rango della
matrice incompleta, nei termini della formulazione di Rouché-Capelli). Si ha inoltre che, se
m—r1k F' > 0, m —rk F equazioni dipendono linearmente dalle altre e possono essere eliminate
dal sistema. Ora, rk F' < min{m,n}, se m > n si avra necessariamente m —rk F > 0 e il
numero delle equazioni sara sovrabbondante. In generale, dovra risultare m < n.

Consideriamo il sistema

Fl(xla"'vxm7y1a"'7yn): 0

Fn(xla"'vxmvyla"'vyn): 0

di m equazioni in m + n incognite. Ciascuna F; sia di classe C' definita da R™*" a valori
in R. Denotiamo con x €R™ il vettore (z1,...,%m) e con'y € R™, (y1,...,yn). Definita poi
F: R™™ — R" di componenti Fi,...,F,, scriviamo il sistema nella forma pit compatta
F (x,y) = 0. Sussiste il

Sia A un aperto di R™*™ e sia F (x,y) un’applicazione di A a valori in R" di classe C* (A).
Se nel punto (xg,¥y0) € A risulta

F(x0,y0) = 0
OF
det @ 7& 0

allora si possono determinare un intorno U C R™ di x¢ e un intorno V- C R” di yo in modo
che per ogni x € U esista uno e un solo y = f (x) tale che F (x,y) = 0. Inoltre f : U — R"
con f € CH(U), ove

_af B_i (X7f<x>>]_ o xS ()

A meno di traslazione ¢ sempre possibile supporre (xg,yo) = (0,0). Per la proposizione
I1.12, risulta

OF OF
= X Yy = — _—
Jrp=Jp +Jp I + dy
in ogni punto. Da cui
oF oF
F(x,y)= I (0,0) XJFE 0,0)y +o(x,y)
con o, come somma, di funzioni C', C! e tale che
o (x,y)

hm T~ = 03
(x,y)—(0,0) H(X7Y)||m+n

d’altra parte, Va2 + b2 < a + b,

166 e = /23 4ot a2 457+ 422 < [l + Dy,

HO’(X,y)”n < HO’(X,y)Hn
1%/l 91— 1Y) lngn

percio

lim o(xy) _,
) —©00) (X[, + ¥,
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Per ipotesi J¥ (0) & invertibile sicché

v=(Z00) ren-(200) Zoox(Zon) oxy)

oy
definiamo
o) = (5 00) 00
—1
Glxy) = —(Z—f(o,m) o (%,y)

e otteniamo

y = (g—l;(o,o>) Flxy)+ o) +C(xy)

Allora sara F (x,y) = 0 se e solo se y = ¢(x) + G(x,y). Il problema si riduce a

determinare un intorno U dell’origine di R™ e un intorno V dell’origine di R™ tali che
VxeU3yeV:y=9¢(x) +G(xYy).

Facciamo alcune osservazioni sulle funzioni ausiliarie introdotte.

(i) G(x,y) € C', in quanto composizione di una funzione lineare e di una funzione C!.
Inoltre, per linearita

=0

oF 0 )1 o (x,y) _
1%, + NIyl

lim —(—=— (0,
(x.y)—(0,0) ( dy ®.0
D’altra parte si ha, posto v €R™*"

G(v) oG
=0=—(0,0)=0
au ( Y )
siccome, poi, G ¢é differenziabile si ha dG (0,0) = 0. Per quanto visto, & sempre possibile
determinare un intorno dell’origine di R™ e uno dell’origine di R™ di raggio ry, rispettivamente
U,, e V,,, ove valgano contemporaneamente, per il limite di cui sopra e per la continuita delle
funzioni considerate, per ogni x € U,,,,y € Vi,

lim
v=0 [|v

m—+n

1
GG, = 5 Ul +lyll,)
oG, (x,y) <
oG, 1
< _—
|5 9], = 2z
OF
detw(&y) # 0

(il)y1,y2 € V,, da cui, per ogni i € J,, per il teorema di Lagrange, esiste 7, nel segmento di
estremi y1,ys talché

0G;
Gi(x,y1) = Gi(x,y2) = By (x,m;) - (y1 —y2)

da cui

16ty = G byl = | 3 (G o) - = v

=1

per la diseguaglianza di Schwartz

n

G (x,y1) = G(x,y2)|,, = Z

=1

0G;
W (x,m;)

2
) 1
v =vell < v (5 ) I = ol
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da cui Vx € Uy,,y1,y2 € V;, si ha

G (x,y1) = G (x,¥2)l,, <

(iii) ¢ (x) & lineare, poniamo B € M (n,m;R),

B=_ (g—i (0,0))1-2—1}:(070)

sicché ¢ (x) = B - x. Ora, risulta

Ilyr = yall,,

N

n

o (x)ll, = : = D> Bix? < [ IBIE I3,
B, -x i=1 i=1

= .,

2 _
> 1B, = 1B,
i=1

infine, {|¢ (x)[|,, < [|BI[ [],-
(iv) Fissiamo ry <rgex € Uy, y € Vi,
1 1 To
1669+ G )l < 1Bl + 5 (Il + 1) < (18145 )+ 3
posto r| = W da cui [|¢ (x) + G (x,¥)|l,, < 7o il che vale per ogni x € U, y € V;,.
Fissiamo x € U,, e sia
:y—¢(x)+G(xy)

Sey €V, ®(y) € V;, per la disuguaglianza precedente. Ne deriva che ® ¢ una trasformazione
da V,, in sé. Inoltre

1
1@ (y1) = @ (y2)ll,, = [IG (x,y1) = G (x,¥2)l,, < 5 ly1 = y2ll,,

da cui ® ¢ una contrazione. Per il teorema delle contrazioni esiste ed € unico, fissato x € U,.,,
y € V,,, talché y = ¢ (x)+G (x,y) sicché F (x,y) = 0. La prima parte del teorema, 1’esistenza
della f, & dimostrata.

Vediamo adesso che essa ¢ continua. Calcoliamo

f(x1) = f(x2) = ¢ (x1 —x2) + G (x1, f (x1)) — G (x2, f (x2))

da cui

If (1) = F ), < AIBIHIx1 = x|, + 1G (1, £ (%1)) = G (xa, f (x2))],,
G (1, f (x2)) = G (x2, f (x2)],,
in modo del tutto analogo
a quello usato al punto (ii) si prova che |G (x1, f (x2)) — G (x2, f (x2))]l,, < 3 [Ix1 — x2][,,,
per trovare infine che

I = £l < (181 +3) I = el + 517 Ge) = G2,

R I R o

risultando lipschtziana la f & continua.
Veniamo alla derivazione. Siano X,x € U,,, per ogni intero ¢ € J,, esiste, per il teorema di

Lagrange, un punto (&;,7,) nel segmento di estremi (X, f (X)) e (x, f (x)) tale che
OF; OF,

0=F(xfx)-F&f&)=—5_"Emn) (X—i)+a—;(£i,m) (f (%) = [ (%))

poniamo L € M (n,m;R) e M € M (n,n;R) di righe

OF; oF; ,_ . ._
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OF; oF; ,_ . _
M; = W(Eiﬂ'r]i)_ 8}’ (X,f(X))

sicché possiamo scrivere
OF;

0= S (R, (R0) (x = R) + G (R, () (7 (0) = £ () + L (x = %)+ M (£ ()~ F ()
da cui
0= G (%07 () (= %)+ 5 (5, () (7 60) = f () + Lx = %)+ M (7 () — £ ()

Poniamo @ (x,%x9) = L (x —X) + M (f (x) — f (X)). Per continuita delle derivate, al tendere
di x — X, ciascun elemento di L ed M si annulla, sicché

I(x—x

2=l 7
1% = X[,

sicché ||L (x — X)||,, = o(||[x — X||,,,), inoltre

1M (f (x) — f (%)) If (%) = F R, 1 o
o W L8 <5 (151 + 3 ) 1ar =0

da cui | M (f (x) — f (X))]l,, = o (]]x — X]|,,,)- Ne deriva che, fissato x = X+h, per invertibilita
di J7 si ricava

I
L <M

Pl =+ |G el )] Go ) h e o(lx—x,)

da cui f e differenziabile e ha jacobiano pari a

1
o) = |G 5 f )| G (% R)

[11.3.2 Dipendenza funzionale

Torniamo a considerare il sistema
Fl(ajlw")xn): 0

Fy (z1,...,25)= 0

di n variabili e m equazioni di livello definite su un aperto di R™ a valori in R e di classe C'.
Esse si dicono dipendenti funzionalmente in un intorno U di un punto quando esiste una
funzione f definita su R™ a valori in R di classe C!, di derivate non tutte nulle, tale che

f(F17~-~7Fm) (.’13‘1,....1'71) :O,V(J}l,....l‘n) eU.

Si noti come quanto posto, applicato alle funzioni lineari, ricalchi la definizione di dipendenza
lineare. Infatti, m funzioni lineari si dicono dipendenti linearmente se esiste una combinazione
lineare, a coefficienti non tutti nulli, che dia la funzione identicamente nulla. La combinazione
lineare non & altro che una funzione lineare di m variabili, ovviamente C', le cui derivate
parziali sono i coefficienti della combinazione e, come tali, non devono essere tutti nulli.
Stabiliamo un primo risultato:

Sia data F' da un aperto A di R™ a valori in R™, C! (A), di componenti Fi,...,F,,. Sela
matrice delle derivate parziali é tale che

OF
rka (A)=m

allora le m funzioni sono indipendenti.
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Esista per assurdo una funzione f definita su R™ tale che f(F')(A) = 0. Per ogni x € A
sara

f(F(x)=0
differenziando, il che & possibile per ipotesi, per ogni v €R"
Jf . JF -v=20

ponendo v = e; al variare di ¢ € J,, si ottiene
Z of OF;
8yj (9xz
ne deriva che abbiamo determinato, per ciascun x € A, una combinazione lineare delle righe
di Jg, a coefficienti non nulli per ipotesi, che sia nulla. Percio rk Jg < m, assurdo.

Fondamentale ¢ il seguente

Sia data F da un aperto A di R™ a valori in R™, C' (A), di componenti Fi,...,F,,. Se la
matrice delle derivate parziali ha rango r, per ogni punto xg € A, si possono scegliere tra le
Fy, ..., F,,, r funzioni indipendenti in un intorno di xq, dalle quali, in detto intorno, dipendano
tutte le altre.

Sia rk Jp (x¢) = r, allora esiste un minore di Jg (X¢) avente determinante diverso da 0 in
Xq, €, per continuita, diverso da 0 in un intorno V' del punto xy. Per semplicita di notazione,
sia il minore considerato formato dalle prime r righe e colonne, per cui

o(Fi,..., Fy)

— (V) #0
a(xlv"',xr) ( )7&
Vogliamo vedere che, se 0 < j < n —r, si ha che F,;; dipende da F1,..., F,.. Poiché tk Jp =17

in V si ha che la r + j-esima riga dipende linearmente dalle prime r, cioé sono definite in V'
le funzioni

det

Argjls e Argjr
tali che, per ognix € V

r OF; OF, ..
D> A (%) . = 6x+] (x), Vs € Jy,

ne deriva che
n n s

dFrJr] Z TJrJ dxs Z Z >\7’+j i , dxs Z )\T’Jrj i i ( )

s=1 s=1 =1

Ora, poniamo
y1 = Fi(21,...,2,)

yr = B (21, ., 20)
i’r+1 = T4

Tp =Ty
Le prime r equazioni del sistema rispettano le ipotesi del teorema delle funzioni implicite,
essendo
d(Fy,..., F,
( 1 T) (V) # 0
a(xlv"',xr)
sicché & possibile esprimere ciascuna x1, . . ., x, in funzione delle y1, . . . Yy, Tyt 1, - - -, Ty, in altre
parole esiste la funzione ¢, differenziabile, a valori in V per la quale

det

DYy Yry Trg1y ey Tn) = (T1,- oy Tn) -
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Ne deriva che
Fryj (xla e axn) =Fryj (¢ (yl, e Yrs Ty ajn))

da cui, differenziando

iF., = i@( i © d - Z r+yo¢)dxsz

s=1 6 s=r+1
_ zr: ( r+jo¢)dF + Z r+7o¢) dz, =
s=1 ays s=r+1 xs

ora, {{dFs}se g, i dTry}; eJn_T} ¢ una base linearmente indipendente di Hom (R™;R"), da
cui, per unicita della decomposizione in tale base di ciascun omomorfismo, si ricava
9(Fryjo9)
o,

percio F,.1; o ¢ non dipende dalle variabili di indice maggiore di r, cioé

Frpj @r,ymn) = Fr (0 (Y1, 9r)) = Frgj (@ (B, Fr)) (20,00 0)

=0,r<s<n

la tesi.

Sia m > n, cio¢ il numero delle equazioni di un sistema sia maggiore del numero delle
incognite. Allora il rango della matrice jacobiana sara necessariamente minore di m e m—rk Jp
saranno dipendenti.

Consideriamo il seguente sistema
22+ +22-1=0
2 4+9y?—1=0
z=0
rispettivamente, la sfera di raggio unitario e centro nell’origine, il cilindro di asse z e raggio 1,
il piano xzy. Ovviamente l'intersezione di ogni coppia dara la circonferenza giacente in zy e di
raggio unitario. Possiamo supporre che le funzioni siano dipendenti. Infatti, fuori dall’origine,

2¢ 2y 2z
rk | 2z 2y O =2<3
0 0 1

un minore invertibile, nell’intorno di (0,1,0) & quello formato dalle righe e colonne 2 e 3.
Sicché, la prima equazione dipendera, in tale intorno, dalla seconda e dalla terza. Infatti,
siano

=z ypp=2"+y"—1 y3=2
esprimiamo (x,y, z) in funzione di (Z1, y2,y3) abbiamo subito x = Z; e z = y3, sicché
Y’ =yo -7 +1
calcoliamo
Fy(Z1,y2,y3) =1 +y2 — T3 + 1495 — 1 =92+ 13
che come si vede non dipende da Z;. Infine,
Fy=F,+ F}

il che ¢ vero.
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[11.3.3 1l teorema delle funzioni implicite: caso generale, da R™ in R™

Sia ancora
Fl(xlv"',xn): 0

F (@1, 20) = 0

di n variabili e m equazioni di livello definite su un aperto di R™ a valori in R e di classe C*.
Valga in un punto F'(X¢) = 0 e in un suo intorno W rk Jp = n — . Restretto il sistema alle
n — £ equazioni definite dagli indici {j1,...jn—¢} C Jm delle righe del minore di ordine n — ¢
non nullo. Siano gli indici delle altre righe {1, ...4¢}. Per il teorema delle funzioni implicite,

troviamo una funzione ¢ definita in un intorno U C R? del punto (a:ff,...,a:ff) , a valori in
un intorno V' del punto (mél,...xén’e) € R"*, tale che per ogni s € J; esiste ed & unico
R *>y=¢ (xil, e pv“)

E;, (xi17...,:c”;¢(xil7...,m”)) =0.

D’altra parte in W le funzioni Fj, dipendono funzionalmente dalle £}, sicché, preso x € U
Fi, (x,¢ (x)) = Hy (Fjy,- ., Fy, ) (x,0 (x)) = H; (0)
F. ) (x0) = H; (0) = F;, (X0) = 0, infine

d’altra parte Hy (F rs
F, (x,0(x)) =0

Girees
Se ne conclude col piu generale

Sia il sistema
Fl(ajlw")xn): 0

Fy (z1,...,2,)= 0

di n variabili e m equazioni di livello definite su un aperto di R a valori in R, di classe C'.
Valga in un punto Xg del dominio, F (X¢) = 0. In un intorno W di xq, sia tk Jp (W) =n —£.
Siano {j1,...jn—e} C Jn gli indici delle righe di un minore di ordine n — £ non nullo in
Xo. Siano gli indici delle altre righe {i1,...i¢}. Esiste allora una funzione ¢ di classe
C', definita in un intorno U C R’ del punto x¢ = (xf)l?...,mff), a valori in un intorno

V' del punto yy = (xgl,...xé"’e) € R" ¢, tale che per ogni s € J,, esiste ed é unico

R “>y=¢ (x“, e ,x“) per cui

F;, (xil,...,xi@;qb(xil,...,xie)) =0.
Inoltre, risulta
-1
O(Fj,,.... Fj._,) o(Fj,,....F;,_,)
Jp (x) = — : = x, ¢ (x == X, P (x
000 = |G (o ()| R (o ()

Aj fini della determinazione del luogo di intersezione degli insiemi di livello le funzioni di
indici 41,...4¢ sono localmente irrilivanti. Infine, si noti come l’intersezione & posta in
corrisponedenza biunivoca con R’: dato un punto dell’intersezione (cioé un punto di R”
soluzione del sistema) basta considerare la sua proiezione sulle coordinate {iy,...is}, per
avere una funzione dal luogo in R’; dato un punto di R’ sara la funzione ¢ a fornirci il
modo per tornare al luogo univocamente. Si dice allora che il luogo cosi costruito (si definisce
propriamente sottovarieta) ha dimensione ¢.

111.4 Diffeomorfismi

[11.4.1 Definizioni e prime proprieta



Definizione di
diffeomorfismo

Definizione III.1

Condizione
necessaria

Proposizione III.2

Proposizione II1.3

Diffeomorfismi
locali

Definizione III.2

Teorema IIL.7
(dell’invertibilita
locale)

Dimostrazione

(c.v.d.)

111.5 Massimi e minimi vincolati 73

Poniamo la seguente
Siano A e B aperti di R" e f : A — B. Si dice che f ¢ un diffeormorfismo di classe C' se
(i) f ¢ iniettiva;
(ii) f & suriettiva, f (A) = B;

(iii) f e la sua inversa f~! sono di classe C!, cio¢ sono ambedue differenziabili con derivate
parziali continue.

Sia f un diffeomorfismo. Siano xg € A e yo = f (x0) € B. Dalllidentita su A, (f~'o f) (x) =
X, si ricava, differenziando, per il teorema di differenziazione della funzione composta

Jf*1 (YO) Jy (Xo) =1

con [ identita di M (n,n;R), [I];; = 05, 4,5 € Jn. Ne deriva che Jy (xo) ha per inversa proprio
Jf_l (f (XO))a cioé

Sia f un diffeomorfismo da A in B, aperti di R"™. Preso xy € A, si ha che la matrice jacobiana
di f calcolata in xq é invertibile e ha per inversa la matrice jacobiana dell’inversa f=1 di f
calcolata nel punto yg = f (xo) € B.

Se f é un diffeomorfismo allora

det J; (A) # 0

111.4.2 Invertibilita e diffeomorfismi locali

Dopo aver stabilito una condizione necessaria, ci interessa vederne una sufficiente. In altre
parole, vogliamo metterci in grado di capire, data f : A — B, f € C'(A), se f & un
diffeomorfismo o meno. Il problema globale risulta molto complesso. Localmente, il teorema
delle funzioni implicite ci fornisce la soluzione cercata.

Siano A e B due aperti di R" e sia f : A — B di classe C'. Preso x¢ € A, diremo che f ¢ un
diffeomorfismo locale in xq se esiste un intorno U di xq talché la restrizione di f a U sia un
diffeomorfismo tra U e la sua immagine.

Posta questa definizione, vediamo che la condizione stabilita in III.3 & anche sufficiente nel
caso locale:

Siano A e B due aperti di R", sia f : A — B di classe C' e sia xo € A. Se risulta
det J¢ (xo) # 0

allora f ¢ un diffeomorfismo locale in xg.

Consideriamo la funzione F (x,y) =y — f (x), definita in A x R™ a valori reali. Poniamo

yo = f (x0). L’applicazione F' ¢ di classe C' e si ha
oF af
F =0, det — =det == #0
(X07YO) , de 6X € 6X 7é

siamo allora nelle ipotesi del teorema delle funzioni implicite nella prima forma. Si conclude
che esistono un intorno V di yo, un intorno U di X, e una funzione di classe C! ¢ (y) : V — U
tale che

Flo(y),y)=0&f(e(y)=ye(fop)(V)=1I
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111.5 Massimi e minimi vincolati

Nel capitolo II, alla sezione III, abbiamo affrontato il problema dell’individuazione dei massimi
e dei minimi di una funzione a valori reali, definita su un sottoinsieme di R™. In quella sede,
abbiamo stabilito che i punti di massimo e minimo relativo fossero da ricercare tra i punti
interni stazionari, nel caso di funzioni differenziabili. Posto il dominio compatto, la ricerca dei
massimi e minimi assoluti, la cui esistenza ¢ sancita dal teorema di Weierstraf}, si riduce al
confronto dei massimi e minimi relativi con i valori assunti dalla funzione sulla frontiera del
dominio.

Proprio quest’ultimo problema é 1'oggetto della presente sezione.

[11.5.1 Il teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Preso A aperto limitato di R, consideriamo f : A — R. Vogliamo studiarne il comportamento
su 0A. Supponiamo di riuscire a esprimere la frontiera in forma parametrica in modo continuo
e differenziabile:

XE@A@HUZ(ul,...,’U,m)EUQR"L:XZ(b(u)

allora flopa = (f o ¢) (U). Cioe ci siamo ricondotti allo studio dei massimi e dei minimi di
una funzione f o ¢ da un aperto di R in R. Restringere f alla frontiera significa imporre sui
valori del dominio un vincolo, A, che noi parametrizziamo con la funzione ¢. Ora, notiamo
che se x €0A & un massimo o un minimo per la f vincolata su 9A, cioé se x ¢ un massimo o
minimo vincolato (tramite 0A) per f, risulta

0
Vi) ge =

cioé il gradiente di f in x ¢ normale al vincolo.

0

Consideriamo ora un generico vincolo compatibile col dominio assegnato a f, che sia espresso
in forma implicita. Sia cio¢ G, il vincolo, dato dal luogo di zeri della F' (x), con F' : R® — R™
di classe C!, con m < n.

Il rango della matrice jacobiana di F' sia massimo sul dominio, dunque pari a m. In tal
caso determiniamo l'insieme delle parametrizzazioni locali (carte) di G tramite il teorema
delle funzioni implicite. I punti di minimo o massimo di f sul vincolo G avranno gradiente
ortogonale allo spazio tangente al vincolo, per le considerazioni esposte prima. Ne deriva che,
in tali punti, il gradiente di f appartiene allo spazio ortogonale al vincolo. Cioé¢ in tali punti
Xg, esisteranno m moltiplicatori reali A\;,7 € J,,, tali che

Vf (Xo) + M VEFy (X()) + ...+ 2\, VF, (Xo) =0

essendo {VF; (x0)},c; base dello spazio normale al vincolo' in xo.

Se ne conclude che i massimi e i minimi vincolati di f si dovranno ricercare tra le soluzioni
del sistema di n + m equazioni in n + m incognite

Vix) +MVE (x)+...+ A\ VE,(x) =0
(%) =0

Fy (%) ~0

In definitiva,

Sia F': R D A — R™, di classe C' con n > m etk Jr (A) = m. Posto G il luogo di zeri
di F, consideriamo f : R" — R, vincolata a G. Se x € R™ é un punto di massimo o minimo

1 Per il problema della parametrizzazione e dello studio degli spazi tangenti e normali a una sottovarieta
regolare si veda Alberto Maggi: Meccanica Razionale, ed. Tortuga Publisher, capitolo I



vincolato per f allora esiste una m-upla X = (A1, ..., \n) tale che (x, A) risolve

Vf (X) + )\1VF1 (X) +...+ )\mVFm (X) =0
Fi (x) =0

F,, (x) =0
cioé (x,\) é un punto stazionario libero per
HxAN)=f&x) +MF1(X)+ ...+ AnFim ()

definita in G x R™ a valori in R.
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Capitolo IV

Equazioni differenziali ordinarie

In questo capitolo studieremo le equazioni differenziali ordinarie negli spazi R™. Dopo aver
presentato i teoremi di esistenza e unicitd locale e globale, ci occuperemo della risoluzione
delle equazioni differenziali lineari, introducendo [’esponenziale di matrici. Infine, torneremo
su problemi di carattere generale con alcuni risultati complementari, eppure di grande utilita
in Meccanica Analitica, quali il teorema di rettificazione, e i teoremi sulla continuitd e la
differenziabilita del flusso.

IV.1 Introduzione

IV.1.1 Notazioni e terminologia

Le equazioni differenziali ordinarie rappresentano il modello matematico di un qualunque
processo dinamico deterministico. Assegnato un conveniente insieme (spazio delle fasi)
costituito da tutti i possibili punti rappresentativi delle configurazioni di un sistema, un
processo che abbia carattere deterministico ¢ tale che a ogni punto rappresentativo, per ogni
istante iniziale, & associato univocamente il suo evoluto secondo il processo a un istante finale
fissato. Cioé un processo deterministico ¢ tale da definire nello spazio delle fasi 'operatore
di avanzamento temporale in ¢ che al punto x all’istante ¢y fa corrispondere il punto y
rappresentativo del sistema all’istante ¢:

(I)t

to - XY

Posto ty = 0 possiamo scrivere brevemente ® = ®' e ottenere subito che 'avanzamento
temporale & un gruppo a un parametro di trasformazioni dello spazio delle fasi:

0 = T
(I)t+s — (I)t(I)s
Inoltre fissato x l'applicazione ®°(x) al passare del tempo descrive nello spazio delle fasi

un’orbita del sistema o curva di fase. L’insieme delle curve di fase si dice flusso di fase.
Riassumendo, posto M un insieme arbitrario:

Una famiglia di applicazioni {®'} di un insieme M in sé, numerata dall’insieme reale, t € R,
si dice gruppo a un parametro di trasformazioni di M, se

' = T
(I)t+s — (I)t(I)s

Si dice flusso di fase una coppia (M,{®'}) costituita da un insieme e da un gruppo a un
parametro di trasformazioni su di esso. L’insieme M si dice spazio delle fasi del flusso e i suoi
punti si dicono punti rappresentativi.

Si definisce moto di un punto rappresentativo x € M per effetto del flusso di fase,
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Papplicazione dall’asse reale nello spazio delle fasi
p : R—-M
t — o (x)

l'immagine del moto si dice curva di fase.

Si definisce punto di equilibrio del sistema un punto rappresentativo che é esso stesso curva
di fase.

11 prodotto diretto R x M si dice spazio delle fasi allargato al tempo e il grafico del moto ¢
in tale spazio si dice curva integrale.

Nel prodotto diretto di un aperto € di uno spazio euclideo di dimensione finita e un intervallo
della retta reale J, sia dato un campo vettoriale continuo v (¢, x) . Esso definisce un’equazione
differenziale ordinaria

x=v(tx), (t,x) € J xQ

11 dominio € ¢ detto spazio delle fasi. Mentre un’applicazione C ¢ : J — (), ¢ soluzione
dell’equazione differenziale se per ogni 7 € J

d
(1) =v ()
L’immagine di una soluzione ¢ detta curva di fase.

Il problema di Cauchy consiste nel trovare una soluzione ¢ € C!(J,§) dell’equazione
differenziale definita in J x €, J C R e ) aperto di R™, dal campo continuo v, talché fissato
un istante ty € J e un punto xg € 2, valga ¢ (tp) = xq

{ x=v(tx) P)

X (t()) = X

 si dice soluzione del problema di Cauchy.

Se mostriamo che per ogni problema di Cauchy si ha esistenza e unicita della soluzione,
ricaviamo che I’equazione differenziale definisce nello spazio {2 una applicazione di avanzamento
temporale che & un gruppo a un parametro. Allora I’equazione differenziale avra definito sullo
spazio delle fasi 2 un flusso di fase le cui curve integrali sono le soluzioni del problema di
Cauchy.

IV.2 Esistenza e unicita locale

IV.2.1 Equazione integrale di Volterra

Consideriamo il problema di Cauchy che richiameremo sinteticamente come (P). Sia ¢ €
C! (J,9) una sua soluzione. Allora

L) =v (b0 )

definiamo la funzione f : J — R™ tale che f () = v (¢, (t)). Come composizione di funzioni
continue essa & continua; d’altra parte non ci vuole nulla a vederlo direttamente: sia t € J
e sia {t,} C J convergente a t. Per continuitd di ¢ si ha che ¢ (t,) — ¢ (¢), allora la
successione a valoriin Q {((¢,),¢ (t,))} converge a (¢, ¢ (t)) e per continuita di v la successione

f(ty) =v(tw, o)) = v (& ¢ (t)). Dunque,

dy B
Lw=r0,
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applicando componente per componente il teorema fondamentale del calcolo si perviene alla

¢ (1) wlto) + | f(r)dr

o(to) + / v(r,o(r) dr

to

ricordando (P) si ha

t
o =x0+ [ virp()
to
Dato in J x Q, J C R e Q aperto di R", il campo vettoriale continuo v (t,x) e preso

(to,x0) € J x €, si definisce equazione integrale di Volterra la seguente

o (t) = x0 + / v (rp(r) dr V)

to

nell’incognita ¢ € C° (J,2).

Se ¢ € C' (J,9Q) risolve il problema di Cauchy (P) allora risolve I'equazione di Volterra (V).

Sia ¢ € C°(J,Q) soluzione di (V) allora si ha, posto f (t) = v (¢,¢ (t)) continua per quanto
visto prima,

<p(t)=x0+/t f(r)dr

e immediatamente ¢ (t9) = xo. D’altra parte dal teorema fondamentale del calcolo integrale
si ha, derivando ambo i membri,

dy B
L =rw

per cui ¢ & di classe C! e la sua derivata eguaglia in J v (¢, (¢)). Infine ¢ soluzione
dell’equazione di Volterra risolve il problema di Cauchy.

L’equazione di Volterra e il problema di Cauchy sono equivalenti. In altre parole, se
© € C'(J,Q) risolve (P) allora risolve (V), viceversa se ¢ € C°(J,Q) risolve (V) allora ¢
di classe C! e risolve (P).

[V.2.2 1l teorema di Cauchy e Lipschitz

L’equivalenza del problema di Cauchy con quello di Volterra, suggerisce di cercare la soluzione
dell’equazione differenziale come punto fisso dell’operatore u — xg + jz) v (7,u (1)) dr. Nel
proseguo della trattazione stabiliamo fissate le ipotesi di cui alla definizione di problema di
Cauchy (P).

Seppure del tutto analoghi i casi unidimensionale e multidimensionale, per semplicita
preferiamo dimostrare a parte il primo. Si pud comunque passare direttamente alla
dimostrazione del secondo. Allora il nostro spazio delle fasi sara lintervallo I = (¢, d) e il
campo di velocita continuo sara v (¢,z) definito su J x I, con J = (a,b). Il problema di
Cauchy si riduce a determinare ¢ € C! (J, ) tale che

L) = vltew)
p(to) = o

con (tg,x0) € J x I. La corrispondente soluzione dell’equazione di Volterra sara ¢ € C° (J, 1)
tale che

so<t>::co+/v<w<r>> dr

to
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Vale allora il fondamentale

Teorema IV.2

(di :Slusrtl‘fgfi Sia A aperto diR x R e v € C° (A, R). Sia v lipschitziano nella seconda variabile, cioé esista

locale, Cauchy- K € R+ tale che, per ogni (t,x1),(t,xz2) € A

Lipschitz)
lv(t,z1) —v (¢, 22)| < K |21 — 2] -
Allora esiste I'intervallo J = (tg — r9,to + 70) per cui esiste ed ¢ unica p € C! (J,I) tale che
J x I C A e ésoluzione del problema di Cauchy definito dal campo v (t,z) su J x I e dal
dato iniziale (tg,xo) € A.
Dimostrazione Siccome A ¢ aperto in R? esiste un rettangolo R = [to —r1,to+71] X I, con [ =

[xo — ro, g + 2], centrato sul dato iniziale tutto contenuto in A. Sia allora rg < 7y e
consideriamo I’applicazione sulle funzioni in C° (J)
t

T(u)tzxo—i—/ v(r,u(r)) dr

to
Abbiamo subito che se esiste il punto fisso di tale applicazione e ha immagine inclusa in I,
esso ¢ anche soluzione dell’equazione di Volterra e percio del problema di Cauchy.

Se mostriamo che T & una contrazione
dello spazio C°(J,I) = X = {u e C}(J)||lu— 20, <72} e se mostriamo che tale spazio
é completo per il lemma delle contrazioni, abbiamo la tesi del teorema di Cauchy e Lipschitz.

E presto visto che X & completo. Infatti, esso & sottoinsieme di CB (J) che & completo nella
metrica uniforme. Basta adesso vedere che é chiuso. A tale scopo consideriamo una successione
{un} a valori in X e convergente uniformemente a @ € DX C (C} (J), |]l.o)- Si ha, per ogni
intero

[tn — ol <72
e per ogni € > 0 esiste v € N per cui, se n > v,
lun — 1l <€
dalla disuguaglianza triangolare
|t — xol| o <T2+¢€

per arbitrarieta di €, || — x|, < r2. Ne deriva che @ € X e percid quest’ultimo ¢ chiuso e
dunque completo.

Come si vede cio che ancora non é stato fissato é ry, dobbiamo restringerlo opportunamente
in modo da ottenere che T sia una trasformazione contrattiva.

In primo luogo facciamo in modo che T (u) € C° (J, I). Siccome v & continua, |v| ammettera,
teorema di Weierstrafl, massimo M su J x I. Allora

/t’u(r,u(T)) dr| < /t: lv(7,u(r))|dr

to

|T(u)t*l’0|: SM‘t*to‘SMTO

bastera scegliere Mrg < ry, cioé ro < ro/M.
Imponiamo che T sia una contrazione,

/tt [v(T,u1 (1)) —v(T,u2 (7))] dr

0
t

Kluy (1) —ug (1) | dr

to

T (ur) =T (u2)[ (1) =

IN

< K [jur — uz|| 7o

da cui
1T (w1) =T (u2)| o < K7ollur — ual|o

e deve essere Krg <1 da cui rg < 1/K.
Per avere la tesi bastera allora scegliere

1
ro < min {rl, }
(c.v.d.) M’ K

|v 7,1 ( v (1,ug (1))] dr| <
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Caso multi-
dl?é‘f;i}ﬁﬂa}ﬁ Come detto il caso multidimensionale ¢ del tutto analogo a quello unidimensionale, salvo
_equazioni lavorare in un aperto di R x R™ e sostituire al valore assoluto il significato di [-||,,. In ogni
differenziali) ..o nber chiarezza la replichiamo.
Teorema IV.3
(di esistenza  Sia A aperto di R x R™ e v € CY (A,R™). Sia v lipschitziano nella seconda variabile, cioé

locale’eciﬁiccﬁ;é_l esista K € RT tale che, per ogni (t,x1), (t,x2) € A
Li hit
pehits) Iv (&%) = v (%), < K 51— %],
Allora esiste I'intervallo J = (to — 7o, to + 70) per cui esiste ed é unica p € C! (J,Q), Q aperto
in R™, tale che J x Q C A e ¢ é soluzione del problema di Cauchy definito dal campo v (t,x)
su J x Q e dal dato iniziale (tg,%g) € A.
Dimostrazione  Siccome A & aperto in R™*! esiste il cilindro R = [to —71,t0+71] X ©, con Q =

{x € R™|||x — x0l|,,, < 72} centrato sul dato iniziale tutto contenuto in A. Sia allora ro < 7
e consideriamo 1'applicazione sulle funzioni in C° (J)
t

T(u)t:XO—I—/ v (r,u(r)) dr

to
Abbiamo subito che se esiste il punto fisso di tale applicazione e ha immagine inclusa in 2,
esso ¢ anche soluzione dell’equazione di Volterra e percio del problema di Cauchy.

Se mostriamo che T é una
contrazione dello spazio C°(J,Q) = X = {ue C}(J)||lu—xo|/, <72} per il lemma delle
contrazioni, abbiamo la tesi del teorema di Cauchy e Lipschitz. Infatti X & chiuso e dunque
completo.

Consideriamo una successione {u,,} a valori in X e convergente uniformemente a 1 € DX C
(C3(J),|llo)- Si ha, per ogni intero

[, — XOHOO )
e per ogni € > 0 esiste ¥ € N per cui, se n > v,
lu, — 1 <e
dalla disuguaglianza triangolare
|t — %ol <7T2+e€

per arbitrarieta di €, || — %o/, < r2. Ne deriva che @ € X e percio quest’ultimo ¢ chiuso e
dunque completo.

Restringiamo opportunamente ry in modo da ottenere che T sia una trasformazione
contrattiva.

In primo luogo facciamo in modo che T'(u) € X. Siccome v ¢ continuo, ||v||,, ammettera,
teorema di Weierstrafl; massimo M su J x Q. Allora

t t
/ vi(T,u(7)) dr |vi (t,u(7))|dr

to to

1T (u); t —x0i| = < <Mt —to| < Mrg

1
m 2
T (0) — %0, < (Z (Mr0)2> = /mMrq
i=1
bastera scegliere /mMry < 79, cioe o < ro/ (y/mM).
Imponiamo che T sia una contrazione,
t t
/ Vi (ry w1 (7)) — vi (7 ug (7)) dr
t

< |vi (7,u1 (1)) — v; (1,02 (7))] dr

T (w); =T (ug),| (1) =

to

IN

0
t

Kl (1) —ua (7)|,, d7| < K |luy —ua| 70
0

t

da cui

1T (u1) = T (ug)| o, < Kv/mro|ug — gl
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e deve essere /mKrg < 1 da cui rg < 1/ (Ky/m).
Per avere la tesi bastera allora scegliere

. T2 1
ro < min {7‘1, \/EM’ \/ﬁK} .

Sia v di classe C* allora ¢, soluzione del problema di Cauchy associato, & di classe C**1.
Procediamo per induzione. Se k = 0 allora ¢ ¢ di classe C'. Sia v di classe C*¥~! allora ¢ ¢ di
classe C*. Se v ¢ di classe C*, ¢ pure di classe C¥ ! e ¢ & di classe C*, ma p = v (t, 0 (1)) = f (¢),
siccome v e ¢ sono di classe C¥, anche f (composizione di funzioni C¥) ¢ C*. Infine, ¢ & di
classe CF e ¢ & CFH1.

IV.2.3 Osservazioni e complementi

Consideriamo ’equazione

uw™ = f (t, Uy Ty .. 7zL(’7“1))
con f definita su Rx€), quest’ultimo, aperto di R™ !, continua sul dominio e lipschitziana
rispetto alla seconda variabile. Fissato il dato iniziale

u (to) = Up
u(m—l) (tO) = Upy_1
la soluzione del nuovo problema ammette una e una sola soluzione in un intervallo di tempo
sufficientemente piccolo centrato intorno a tg. Per vederlo basta operare le seguenti sostituzioni
v1(t) =v2 (T
vy () = u(t) 1() 2 (1)

= :
Upm—1 (t) = Um (t)
i}nL (t) = f (tv V)

e risolvere il problema di Cauchy con v () = vo = (ug, - - -, Um—1)-

v (8) = ulm=1) (1)

Abbiamo trovato la soluzione del problema di Cauchy come punto fisso della trasformazione
T. Alternativamente, si puo dire che ¢ ¢ il limite uniforme, se esiste, del processo dinamico
(algoritmo di Volterra Picard) nello spazio C° (J), J da determinare, dato da

{ ug () = %o

u, (t) = X0 + ftto v (T, 01 (T)) dr

Infatti se il limite esiste poniamo

p(t)= lim u,
ma allora,
t
p(t) = lim u,_; =%x¢+ lim v (7,01 (7)) dT
n—oo n—oo tO

ma g, = v (-, u,_1) converge uniformemente a g = v (-,p). Dimostiamolo, senza far uso
della lipschitzianita di v. Ora, v € C°(J x Q), con J x £ compatto, dunque, dal teorema
dell’'uniforme continuita, v & uniformemente continua. Dunque, per ogni & > 0 esiste § = § (&),
per cui

(1, ur) — (t2,2)],, 41 <= [V (1, u1) — v (t2,u2)],, <¢

abbiamo ammesso che esista il limite di u,, percio, in corrispondenza di § (¢) troviamo, per
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completezza, v = (¢), per cui
n>k>v=|u, —ul, <0
Allora, per ogni tempo
v (t,u,) — v (t,u),, <e
sicché g, = v (-,u,) & di Cauchy e percio converge uniformemente. Il limite puntuale delle

gn (t) &, per continuita di v, g, percio esso & anche limite uniforme.

Dunque, per il teorema di passaggio del limite sotto il segno di integrale, avremo
t
v (t) =%+ lim v(T,p (7)) dr

n—oo tO

Per poter usare opportunamente 1’algoritmo dovremmo preliminarmente dimostrare che a ogni
passo (t,uy, (t)) rimane in A. Per far cio si procede per induzione e si giunge a buon fine posto,

come nella dimostrazione del teorema di esistenza e unicita, rog < min {rl, ﬁ } Ora, ripresa

lipotesi (per ora accantonata) di lipschitzianita, possiamo riscrivere la u,, come
n
u, =%+ Y (w; (1) — ;1 (1))
j=1

sicché ci bastera discutere la convergenza della serie 37, (u; (t) — w;—1 (t)) per pervenire al
teorema di esistenza. Notiamo che

s (8) —ao (W)[l,,, = [us (¢) = xoll,,, <M (¢ —to)
uz (t) —aw1 @), = ’/t v (r,up (7)) = v(r,uo ()] dr| <K t [ui (1) —uo (7)],,, dr <
-~ (t—t0)*
< KMTO
(t —to)"

[ () =y ()], < K"'M w

Vediamo allora che si ha convergenza totale della serie e percid convergenza

~ n

oo ~r 00 (KT()) ~ 5 _

Z Hun —un,1||oo S % Z 0 = % (eKro _ K)

n=1 K n=1 n K
ritroviamo cosi per altra via il risultato di esistenza incluso nel teorema di Cauchy e Lipschitz.
Il metodo ¢ in realta interessante perché consente di mostrare ’esistenza della soluzione nel
caso si torni a togliere a v l'ipotesi di lipschitzianita. In effetti per procedere alla dimostrazione
del nuovo teorema (teorema di Peano) si deve ricorrere al teorema di Ascoli e Arzela
che non abbiamo visto. Si dimostra cioé che la successione u,, ¢ uniformemente limitata
(Vn,t ||luyl,, < L) ed equicontinua (Ve > 0 36 = d(e) > 0 : [|u, (t) —u, (t)]],, < € se
[t — t'| < 0 Vn), sicché (qui interviene il teorema di Ascoli-Arzela) u,, converge uniformemente.
L’equilimitatezza si ha subito:

lu, |l <%0+ vmMrg
Per ’equicontinuita, si deve mostrare che per ogni n

Ve>030=06(c) >0: |t —t| <= |jup(t) —un ()] <

Allo scopo si calcola

’

/tV(T,un (1)) dr — /t v (1,u, (1)) dr

to tO

/t v(T,u, (1) dr|| < vVmM |t —t|

”un (t) —up (t/)H = |

se si sceglie
€

JmM

o<
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valida indipendentemente da n. Abbiamo dunque dimostrato il

Sia A aperto di R x R™ e v € C° (A,R™). Allora esiste I'intervallo J = (ty — ro,to + 7o) per
cui esiste ed ¢ unica p € C!(J,9), Q aperto in R™, tale che J x  C A e ¢ ¢é soluzione del
problema di Cauchy definito dal campo v (t,x) su J x Q e dal dato iniziale (ty,xg) € A.

IV.3 Prolungabilita delle soluzioni

IV.3.1 Prolungamenti e soluzioni massimali

Ci porremo, d’ora in poi, nelle ipotesi del teorema di esistenza e unicita di Cauchy e Lipschitz.
Nella sezione precedente abbiamo visto che la soluzione esiste ed € unica in un piccolo intorno
del dato iniziale. Adesso vogliamo vedere se & possibile prolungarla fino a ottenere la soluzione
definita sul pit ampio intervallo di tempo possibile.

Siano uy e uy soluzioni dell’equazione 0 = v (t,u), negli intervalli, rispettivamente J; =
(a1,b1) e Jo = (az,b2). Diremo che (Jz,uz) é un prolungamento di (Ji,uy) se J; C Jo e
u; (t) = up (t) vVt € Ji.

(J,u) & una soluzione massimale dell’equazione 0 =v (t,u) se non ammette nessun
prolungamento.

Affinché (J3,uz) sia un prolungamento di (Jy,uy), se J; C Jo, ¢ sufficiente che u; = uy in un
solo punto di J;. Vale infatti

Siano u; e uy soluzioni dell’equazione & = v (t,u) nell’intervallo (a,b). Se esiste un punto
t € (a,b) talché uy (t) = ug (¥) si ha che u; (t) = uy (t) per ogni t € (a,b).

Sia E l'insieme dei punti contenuti in (%,0) tali che u; (¢) # ug (¢). Sia, per assurdo, F non
vuoto. Allora ammette estremo inferiore ¢y > . Se ¢ = ¢ si ha uy ({9) = uz (t9). Altrimenti
si ha t < ¢y e in ogni punto ¢ dell'intervallo [¢, %[ risulta u; (£) = ug (¢). Prendiamo una
successione t, in [t,to[ tendente a tq si ha, per ogni v € N

(g —ug) (t,) =0

passando al limite, per continuita di u; — us, si ha, ancora, uy (tg) = uz (to).
D’altra parte per il teorema di esistenza e unicita uy (t) = uz (¢) in un intorno di ¢o sicché
to # inf E, assurdo.

Si ha allora il seguente

Se (J1,u1) e (Ja2,uq) risolvono il problema di Cauchy (P) e J; C Jo, allora (J2,us) é un
prolungamento di (Ji,uy).

Veniamo a dimostrare 'esistenza delle soluzioni massimali

Per ogni soluzione (J,u) esiste un prolungamento massimale.

Sia U Dinsieme di tutti i prolungamenti di (J,u). Ogni w € U ¢ definita su un intervallo
Jw = (aw,by) contenente J. Inoltre se wy,ws € U esse coincidono in J e percid in tutto
Ty N Ty

Siano

a = inf J, e b= sup J,
wel wel
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Se t € (a,b) allora esiste w € U talché t € J,,, percid poniamo
a(t) =w(t)

La definizione data individua univocamente la . Infatti, se esiste w talché t € Jg, t € J,NJg
per cui w (t) = W (t). @ & definita su J = (a,b) con J C J. Se mostriamo che i ¢ soluzione
del problema di Cauchy, abbiamo terminato.

Ora, se 7 € Jy, risulta @ (t) = w (), per ogni t € J,,, allora

a(r)=w(r)=v(r,w(r))=v(r,a(r)).

IV.3.2 Prolungabilita e fuga dai compatti

Vogliamo vedere ora in quali casi la soluzione ¢é effettivamente prolungabile. Cominciamo col
premettere il semplice

Sia u (t) continua nell’intervallo (a,b) e derivabile in (a,b)\ {to}. Se esiste finito

lim () = A

t—to

allora u é derivabile in ty e la sua derivata vale ivi A.

Per il teorema (I1.16) di Lagrange sussiste la relazione
u(t) —u(to) = du(r) (t —to) =0 (r) (t —to)
contyg <7 <t Set#ty
t) —u(t
U.( ) ll( 0) -1 (7_)
t—to
passando al limite per ¢t — ¢y, il secondo membro, per il teorema di cambio di variabile, tende
a A, (essendo 7 — tp) mentre il primo & la derivata di u in .

Sia u (t) una funzione continua in (a,b) e sia ty € (a,b). Supponiamo che u sia soluzione
dell’equazione 1 = v (t,u) negli intervalli aperti |a,to[ e Jto,b[. Se (to,u (o)) € A, allora u (t)
é soluzione su |a, b[.

Per ogni t # t( risulta 01 (¢t) = v (¢t,u (t)), percid basta verificare che u & derivabile in ¢y e la
derivata soddisfa ivi la prescrizione v. Abbiamo

lim 0 (¢) = lim v (t,u(t)) = v (to, u (to))
t—to t—to
grazie al lemma, la tesi.

Sfruttiamo il corollario per mostrare la possibilita del prolungamento in un caso particolare.
Sia y (t) soluzione dell’equazione differenziale nell’intervallo Ja, b] e risulti

limy (t) =
limy (t) = %o

Supponiamo di avere (b,xq) € A. Allora & possibile, teorema di Cauchy-Lipschitz, trovare
w (t) soluzione dell’equazione differenziale con dato iniziale (b, x) estesa fino all’istante b+ 7.
Consideriamo allora la funzione

_ (t) telab]
X<t>—{§<t> £ €1b,b + 10|

che risulta continua sul dominio e tale che lim;_,;, x (t) = xg. Siccome (b,xg) € A, x si trova
nelle ipotesi del corollario precedente ed é percio soluzione dell’equazione differenziale. Come
si vede x rappresenta un prolungamento futuro di y (e uno passato di w)

Si ha di pin
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Sia u(t) una soluzione dell’equazione differenziale 0 = v (t,u) nellintervallo (a,b).
Supponiamo che esista una successione {t, } crescente convergente al punto b tale che

lim u (¢,) = ug

V—00

e che (b,ug) € A. Allora risulta

li t) =
g (€)=

e dunque u (t) ammette prolungamento futuro.

Siccome (b,ug) € A, aperto, esistono una palla B (ug, r1) e un intervallo J aperto della retta
reale centrato in b, tali che J x B (ug,m1) C A. Sia, ancora, M = sup ;. g(ug,r) [[V|l,,- Per
dimostrare il teorema mostreremo che per ogni fissato € < r; esiste un indice v € N per cui,
set € (t,,b) allora [[u(t) — ugl|,, < e. Ora, siccome la successione converge a b e u(t,) — uo,
esistera, fissato € < rq, un indice v € N per cui valgano contemporaneamente

9
t,—b < —
g
Jut) —woll,, < 5

Per la disuguaglianza triangolare, ci basta vedere che se ¢, <t < b allora

Ju(t) = u (@), <5

Questa dunque ¢ la nostra tesi. Procediamo a dimostrarla per assurdo. Sia

E= {t € (t,,b) ‘IIU(L‘) —u(t)l,, > g}

per assurdo, non vuoto. Allora esso ammette estremo inferiore 7, ¢, < 7 < b. Per continuita
della funzione ¢ — |Ju(t) — u(t,)|],, si ha che |[u(7) —u(t,)|,, = £. Prendiamo ora & € |¢,, 7|

||'rn Hﬂ’l 2°
si ha

lu©-u@l, <3

e percio u (§) € B (ug,r1) e dunque [[a (&), = |[v (& u(§))],, < M, allora
% = [[u(r) —u ()|, = 0l [tv —7| < M|t, — b

da cui
S M|tl/ _b‘ S

DN ™
=] ™

il che & palesemente assurdo.

Ovviamente lo stesso teorema vale per il primo estremo a. Basta che esista una successione
decrescente tendente a a il cui limite appartenga al dominio del campo di velocita, affinché
esista un prolungamento passato della soluzione.

Come conseguenza del teorema precedente, si ricava il fondamentale

Sia u (t) una soluzione massimale dell’equazione . = v (t,u) e sia (a,b) il suo intervallo di
definizione. Per ogni compatto K C A esiste un § > 0 talché per ogni t fuori dall’intervallo
(a+9,b—9) il punto (t,u(t)) cade fuori da K.

Procediamo per assurdo. Per ogni ¢ > 0 esiste t5 € (a,b) \ (a + §,b — §), per cui (t5,u(t5)) €
K. Posto § = L, n € Ny, determiniamo una successione di punti in (a,b)\ (a +§,b— §) tali
che

(tn,u(ty)) € K

ora, estraiamo una sottosuccessione crescente dalla {¢,} di punti tali che b — = < ¢ <b
(questo sara sempre possibile a meno di usare laltro estremo, a). La {t} converge a b e
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inoltre

{(th,u(t;))} € K

con K compatto, sicché da essa & possibile estrarre una sottosuccessione convergente a un
punto (b,up) in K percid in A. Per il teorema precedente, si ha allora che la soluzione puo
essere prolungata oltre b, il che ¢ assurdo poiché essa & massimale per ipotesi.

Sia (J,u) una soluzione di 1t = v (t,u) con J = (a1,b1) e A = (a,b) x R™. Sia by < b.
Supponiamo che u (t) sia limitata in un intorno di by allora u ammette prolungamento futuro.

Esiste 0 < 6 < by — a; tale che esiste M > 0 per cui V¢ € (by —d,b1) ||u(t)],, < M. Preso
il compatto K = [by — §,b1] x B (0, M] si ha che se u non fosse prolungabile allora, per il
teorema di fuga dai compatti, esisterebbe d1 > 0 talché per ogni t € (by — d1,b1) (¢, u(t)) non
appartiene a K, allora [ju(¢)||,, > M il che & assurdo.

IV.4 Esistenza e unicita globale

Nel caso in cui I'aperto di R™*! sia definito come il prodotto diretto tra J intervallo reale e
Q aperto di R™, una soluzione massimale puo estendersi al piu su J. Se esiste una soluzione -
massimale - definita su tutto J essa si dira soluzione globale. Per il teorema di equivalenza
delle norme, in questa sezione utilizzeremo una norma conveniente, quella della somma delle
componenti (a meno di una costante moltiplicativa essa coincide, nelle disuguaglianze, con la
. m
norma euclidea). Percio intenderemo ||x||,, = > .7, |x;]
Per arrivare alla formulazione del problema ci occorre un lemmas:
Sia w di classe C! (a,b) e supponiamo che esistano due costantic > 0 e Q > 0 tali che

W (@, <e+Qlw @), Vt e (a,b)

allora, per ogni t,ty € (a,b) risulta
€ _
WOl < (5 + Iw ol ) @0

Inoltre, se @ = 0,
W @), =t —to) < W (@O),,, < [lW@)I],,, +&(t —to)

Definiamo la funzione ausiliaria, posto ¢ > 0,

2
m

z(t) =+ w @)

si ha

o) < [ s I,

- 2
Vo +Iwll,

D’altra parte (& facile vederlo direttamente anche per la norma euclidea) si ha

=Wl < I,

Infatti,
Z |—Z wz—ZWw
Allora
2 (o) < | ¥ | < < 4 Q2 (s)
2 + Wl
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sicché

Qz (s)
_QSWZ(S)SQ

percio
d
‘E log (e + Q= (s))‘ <Q

integrando tra t e ty

e+ Qz(t)
8 e Qz(h)

siccome @ ||w|[,, < e+ Qz ricaviamo

[w (), < (% +z (to)) Qlt—tol

valida per ogni o > 0, passando al limite per ¢ — 0 si perviene alla tesi. La seconda parte si
dimostra in modo del tutto analogo.

lo <Qlt—to] = e+ Qz(t) < (e + Qz (o)) e?lt—ol

Si perviene infine al teorema di esistenza e unicita in grande:

Sia v € C% (J x R™; R™*1) tale che

(i) z+— v (t,z) & localmente lipschitziana, per ogni M > 0 esiste Kjs tale che per ogni
z1,22 € B (0, M)

||V (t,Zl) - v(t7z2)”7n S KM HZ1 - ZQ”m;

(ii) per ogni compatto K C J esistono due costanti non negative P, () dipendenti da K tali
che per ogni istante t € K e per ogni z €R™ risulti

v & wll,, <P+ Qlul,

[

Allora fissato un dato iniziale (tg,ug) € J x R™ esiste ed ¢ unica la soluzione globale
del problema di Cauchy (P).

Si usano il corollario al teorema di fuga dai compatti e il lemma precedente. Per (i) e per il
teorema di esistenza e unicita locale, esistera una soluzione definita in un intorno temporale
di ¢y del problema (P). Della soluzione locale consideriamo (I, u) prolungamento massimale.
Vogliamo far vedere che I = J. Sia per assurdo b = sup I < sup J = (. Per (ii), abbiamo

[a@ll,, = lIv & u@)ll, <P+Qlu@)l,

sicché, essendo b € R, per il lemma precedente, u & limitata in un intorno di b ed essendo
b < B per il corollario del teorema di fuga dai compatti, (I, u) risulta prolungabile, il che ¢
assurdo perché si & assunto fosse massimale.

IV.5 Equazioni differenziali a variabili separabili

IV.5.1 Equazioni a variabili separabili

Le equazioni differenziali a variabili separabili sono molto comuni e possono essere risolte,
almeno implicitamente. Per questo meritano una trattazione un po’ piu dettagliata. Esse
sono del tipo

x=f(t)w(x),
il campo di velocita si fattorizza nel prodotto di una funzione dipendente solo dal tempo e di

una dipendente solo dalla posizione. Se f e w sono continue e w & lipschitziana 1’equazione
rientra nelle ipotesi del teorema di Cauchy-Lipschitz. In questo caso, si nota subito che se il
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dato iniziale cade su uno zero di w, la soluzione (che & unica) del corrispondente problema di
Cauchy, ¢ la funzione identicamente eguale al dato inziale (equilibrio).

Studiamo la seguente equazione differenziale a variabili separabili definita in uno spazio delle
fasi bidimensionale

{ &= f(t)g(x)
x(to):.’lfo

t € (a,b), x € (¢,d). Abbiamo detto che se zg annulla g la soluzione & identicamente pari a xg.
D’altra parte se g (xg) # 0, allora g (x (t)) # 0 per ogni tempo su cui la soluzione ¢ definita.
Infatti, se cosi non fosse, avremmo nel punto ¢, g (z (t)) = 0, allora z (t) = 0 per ogni tempo
e quindi g (z (t9)) = g (x0) = 0, assurdo. Si conclude che se g (x¢) # 0, allora I'immagine di
x (t), soluzione del corrispondente problema di Cauchy, & tutta compresa nell’intervallo tra
due radici consecutive di g (z). In tale intervallo, per il teorema degli zeri, g (z) ha segno
costante e cosi x (t) sara o crescente o decrescente, comunque monotona. In tal caso & allora
possibile scrivere

integrando tra ty e t ambo i membri
z(t) t
/ _tlo) do= [ f(o)do
xo g (‘T (0)) to

dall’invertibilita di z () si ha, cambiando variabile nel primo integrale

[t Lo

se G ¢ una primitiva di 1/g e F' una primitiva di f, si ha
G (z(t)) = G (xo) + F (t) — F (to)
Ma 1/g ha segno costante, percid G & monotona e percio invertibile

@ (t) =G (G (wo) + F (t) = F(to)).

S /i . /i . . .
Consideriamo un’equazione differenziale lineare a coefficiente continuo,
t=a(t)x

con a (t) funzione continua definita sull’intervallo (a,b). Essa ha esistenza globale. Ha campo
lipschitziano

t)x —al(t < t —yl < t —
e —a < la@lle—ol < max la@)]) o=y

(si & usato il teorema di Weierstraf}); e inoltre ¢ lineare (soddisfa immediatamente la condizione
di crescita sublineare).

Sia z (tg) = zp # 0, allora la soluzione ¢ sempre diversa da 0 ed ¢ monotona. Sard percid
sempre positiva se o > 0, altrimenti, sard sempre negativa. Ovviamente z (t) = 0 & I'unica
soluzione costante se a (t) # 0. Proviamo a risolvere ’equazione

z(t) d t
/ & / a(t) dt
xo z to
sia A(t) = ftto a (t) primitiva di a (¢), allora

og 2 = 49 - 400

2 (1) = o exp (/t:a(t) dt>

da cui
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IV.5.2 Equazioni omogenee

Un altro tipo di equazione notevole, in uno spazio delle fasi bidimensionale, &
j::f(%),le—ﬂ&t;éo

che si dice equazione omogenea. Supponiamo che f non sia l’applicazione identica,
altrimenti siamo subito ricondotti ad un’equazione a variabili seprabili. Poniamo

allora
T=tw+w=f(w)
da cui
f(w) —w
t
che ¢ di nuovo un’equazione a variabili separabili.

’U:):

IV.5.3 Sistemi autonomi

I sistemi autonomi sono fondamentali, specie in Meccanica, e sono - peraltro - molto comuni.
Si tratta di processi a variabili separate in cui la funzione del tempo é 'identita. In altre parole,
sono processi il cui campo di velocita & dipendente solo dalla posizione e non dal tempo:

{359,

Il primo fatto fondamentale, non comune alle considerazioni sulle equazioni a variabili
separabili, collegato all’autonomia del sistema dal tempo ¢ il seguente

L’insieme delle soluzioni di un’equazione differenziale autonoma é invariante per traslazioni
temporali.

Sia ¢ : I — R™ soluzione del problema di Cauchy considerato
x =v(x)
X (t()) = X

allora, vogliamo mostrare che ¢ (t) = 7.0¢ = ¢ (t — ¢) definita sull’intervallo I + ¢ & soluzione
del problema

{xove

x (to + ¢) = %o
infatti,
Yto+e) = ¢otc—c)=¢(to) =x%o;
d(1.0 ) - dp _ B .
—a - E(t—c)—V(<P(t—0))—V(TcOSD),

Se il campo di velocita ¢ definito sull’aperto €2, allora per ogni punto di €2, passa al piu
un’orbita (una traiettoria). Siano infatti x; e x2 soluzioni formanti orbite distinte del problema
di Cauchy, tali che

QB)_(:X1 (tl) = X9 (tg)

La funzione € (t) = T4 4, © X2 (t) & ancora soluzione dell’eqauzione differenziale per la
proposizione precedente e inoltre

E (tl) = X9 (tl — 11+ tg) = X9 (tg) =X
allora per il teorema di unicita & (t) = x; (¢) per ogni tempo, cioé

Xg (t+1t1 —t2) =x1 (t),Vt
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da cui tutti i punti descritti da x; sono descritti anche da xo, cio¢ le traiettorie dei punti con
leggi orarie x1,Xy coincidono.
Vale inoltre la seguente

Se x (t) risolve il problema di Cauchy definito in 2 dal campo autonomo v (x), e risulta

lim x(t) =w e

t—oo

allora v (w) = 0.

Sia f : [a,+oo[ — R una funzione derivabile; supponiamo che esista finito lim; .. f () e che
esista limy_., f (t) € R, allora
lim f(t) =0

t—o0o

Si applica il teorema dell’Hopital, caso numero/oo = 0

f®
t

=0

o f =y,

Siccome v ¢ un campo continuo si ha
lim x (¢t) = lim v (x(t)) = v (w)
t—oo t—o00
poniamo
v(w)- e =hg
Si ha poi
lim zp, =w, € R
t—oo

essendo w € (). Inoltre
T =v(X)- e

siccome X — v(w), ciascun Zp — hg. Applicando il criterio dell’asintoto a ciascuna
componente si trova hy = 0 per ogni k. Infine, v (w) = 0.

Sia x (t) soluzione del problema definito dal sistema autonomo considerato. x (t) si dice
periodica se esiste un 7' > 0, per cui, per ogni tempo,

x(t)=xt+7T)

L’orbita associata a una soluzione periodica é chiusa. Il tempo di percorrenza della curva &,
al piu, 7.

Piu avanti studieremo (teorema di rettificazione) gli integrali del moto. Si tratta di funzioni
continue H definite in  a valori in R, tali che per ogni tempo in cui la soluzione x (t) esiste
risulta

H (x¢) = const = H (x (t))
Ora, I’equazione
H (x) = H (o)

descrive, se il gradiente di H ¢ diverso da 0, una curva in R™, curva integrale. La curva
integrale scritta sopra contiene la traiettoria del moto x (¢). Ora, sia I’ una curva integrale
chiusa. Se essa non contiene punti singolari del sistema autonomo, cioé zeri del campo di
velocita, allora T ¢ un’orbita percorsa in modo periodico. All’istante t( valga x (t9) = xo € T
Sui punti di I' & fissato un campo di velocita v|, talché il moto non puo essere invertito, cioé
non ¢ possibile che un arco sia percorso prima in senso orario e poi antiorario. Ne deriva che il
verso di percorrenza di I' ¢ fissato. Notiamo adesso che la x (t) & definita per ogni tempo. Cio
perché v definito su I' & limitato per il teorema di Weierstraf3. Dunque, se non esiste T per
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cui x (tg +T') = %o, allora deve esistere il limite di x (¢) per ¢ — oo, ma per la proposizione
precedente esso dovrebbe essere un punto singolare, il che ¢ assurdo, infatti £ = lim;_,o X (t)
deve appartenere a I' che non contiene punti singolari

tlim H(x(t)) = H (x0) =L eT.

— 00

Abbiamo ammesso che il limite esista senza dimostrarlo. Questo perché x (t) puo essere letta
con un’applicazione continua sull’ascissa curvilinea di I'. Percio, la nostra s (¢) (il verso di

percorrenza dell’orbita ¢ fissato) deve essere una funzione monotona. Ne deriva che essa
ammette limite per ¢ — oo. In definitiva,

Se H (x) ¢ un integrale primo del sistema autonomo
x =v(x)
X (to) = Xy

e se la curva T' definita da H (x) = H (xq) & chiusa, é contenuta nell’aperto Q di definizione
di x e non contiene punti singolari di v, allora la traiettoria di x (t) & tutta e sola la curva I.
Inoltre, T’ viene percorsa in modo periodico (esiste cioé un periodo finito).

IV.6 Equazioni differenziali lineari

IV.6.1 Introduzione

Si chiamano equazioni differenziali lineari quelle definite da un campo di velocita affine, cioé
le equazioni del tipo

au+A(t)u=>b(t)

con A(t) € M(n,n;R) per ogni istante ¢. Le funzioni A (¢)u e b (¢) siano continue. Allora
lequazione risulta definita su JxR"™ ed ogni sua soluzione ¢ globale. Infatti, il campo

v(t,u) = —A()u+b (1)

risponde ai requisiti del teorema di esistenza e unicita globale:

vt w) —vtw)l, = [A#)u—A@)wl, =[AE) (W —a)ll, <A@ [[(w - us)]
max [[A #)]] [|(ur —uz)

I,

IN

||n’

vEwl, < lA@ul, +b@l, <max]A@] [, +max|b()],

dove si ¢ usato il teorema di Weierstraf.

Quanto appena dimostrato assicura l’esistenza in grande per le soluzioni dell’equazione di
ordine superiore

™ 4 () w4 4ay () a4 ao () u = b (1)

con a; (t),b(t) € C°(J,R) per ogni indice i da 0 a m — 1, 4 € J,_,. Il sistema del primo
ordine cui si puo infatti ricondurre tale equazione ¢ lineare (si veda 2.3.1): posto

u= (u,u, e ,u(mfl))

si ha

u=A(t)u

n
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con
0 1 0 0
0 0 1 ... 0
A= i (Iv.1)
0 0 0 1
—ap —a1 —a2 ... —Qm—1

I\V.6.2 Equazioni lineari scalari di ordine superiore

Stabilite le funzioni a; () e b(t) continue sull’intervallo J, definiamo I’applicazione E che a
ogni applicazione u € C™ (J) associa

E@) =u™ +ap_1 ()u"™ Y+ +ay (t)i+a(t)u

sicché scriveremo la nostra equazione differenziale lineare come

E (u) = b(t) (L)
definiamo b (¢) termine forzante. Inoltre definiamo 1’equazione
E(u)=0 (O)

equazione omogenea associata alla E (u) = b ().
Notiamo che E ¢ un’applicazione lineare nello spazio vettoriale delle funzioni di classe C™ (J):

E (u+ M) = E (u) + AE (v)

Soffermiamoci momentaneamente su (O). Sia V I'insieme delle sue soluzioni dalla linearita di
E si ha subito che V & uno spazio vettoriale (chiuso per somma e moltiplicazione per scalare,
contiene la funzione identicamente nulla, sicché ¢ un sottospazio di C™ (J)).

Se u e v risolvono ambedue (L) si ha

E(u—v)=E(u)—E(@)=b()—b(t)=0

percid u — v risolve (O). Si ha allora la seguente

Se w € C™ (J) risolve (L) e V ¢ lo spazio delle soluzioni dell’omogenea associata (O) si ha
che l'insieme V, delle soluzioni di (L) é

Vo={uel™(J)|u=a+w,weV}

Sia u € V, allora w = u — @ risolve (O), percio w € V
u=u+w
D’altra parte, sia © = @ + w allora
Euw=FE@@+w)=E((@)+Ew)=0b()+0=>b(t)

percio u € V.

Torniamo allo spazio vettoriale V mostriamo il seguente

Lo spazio vettoriale delle soluzioni dell’equazione di ordine m, E (u) = 0, ha dimensione m.

Denotiamo con u (tg) il vettore

u(to) = (u(to) ..., u " (1))
Consideriamo i seguenti m problemi di Cauchy,

{E(u)zO

u(to) = e; , 1€ Iy,
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e siano u;,i € J,,, le rispettive soluzioni. La nostra tesi &€ che B = {ui}ie]m ¢ una base di V.
Cominciamo col far vedere che ¢ linearmente indipendente. Sia A = (Aq, ..., A ), poniamo

introducendo la matrice wronskiana associata a B,

uq (1) cee U ()
U (t) cee U ()
wi)y=| . L
ugm_l) ) ... ulm =Y (t)
I’equazione diventa
W(#)A=0
calcoliamo all’istante t = ¢,
IA=0=A=0

Resta da vedere che V = Span (B). Prendiamo u € V. Poniamo o = u (%) e consideriamo
z2(t) = aqug (B) + ... + @y, (t)
abbiamo

) = arig () + ...+ Qi (2)

2D @) = aqu™ Y (@) + .+ apu™TY (1)

m

Sicché @ appartiene a V e, valutando in ¢, si ottiene z (tp) = a. Percio, siccome risolvono lo
stesso problema di Cauchy, per unicita, risulta

w(t) =z (t) = arur (t) + ... + amum (t).

In base ai risultati trovati si ha che la soluzione generale dell’equazione (L) risulta, fissata
B base di V,

w(t) =+ crug + ... + e

Date m soluzioni di (O) ci chiediamo quando siano linearmente indipendenti. Definita la
matrice wronskiana, definiamo pure il wronskiano come il suo determinante

w(t) = det W (t)

Sussiste la

= {v1,...,vm} C V & linearmente dipendente se e solo se esiste to € J tale che
w(tg) =det W (t) =0

All'istante tg € J sussista w (tg) = det W (t9) = 0, allora W (tg) & singolare ed esiste in R™
il vettore ¢ # 0 tale che

W (tg) c = 0.
Definiamo
w(t) =crug (£) + ... + et (t)
all’istante t( risulta
u(te) =W ({)c=0

percio, per unicitd, u (t) = 0 identicamente su J. Siccome ¢ # 0 si ha la tesi.

S ¢ indipendente se il wronskiano non si annulla mai in J.
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Prima di proseguire, notiamo che dalla definizione fondamentale di determinante di una
matrice, si deduce immediatamente che, se u; € R™,i € J,,,

up ﬁl U up
d up up Uy Us
Edet . = det . + det + ...+ det
U, u,, u,;, Uy,
Sussiste allora
Il wronskiano associato a S = {vy,...,v,} CV soddisfa I'equazione differenziale lineare
W= —Gpm_1 (t)w
Calcoliamo la derivata del wronskiano
’[}1 e ’L.}m v Upn U1
01 oo Um i B 01
W = det : e +det | U1 Um +. . 4det
- - (' _y (' _y :
WD ) vy U ol
se ne ricava che
U1 Um
U1 Um
w = det
Uimfl) vgnmfl)

Uﬂ’l,

Um

sostituiamo all’ultima riga la combinazione delle m righe ottenuta moltiplicando le prime m—1
righe per il corrispondente a;_1. Il k-esimo elemento dell’m-esima riga diviene

agUg + a1V + ... + am_2v;, + v, =
. (m—2) (m—1) (m) (m—1)
gV + a1V, — ... + AQm—2Y;, + am—1v;, + vy, — Am—17y, = —Qm-17y

(m—2) (m)

sicché, per la multilinearita nelle righe del determinante

U1
01
W = —Qyy—1 det
(m—1)
U1
ossia,
W=~y W

Um
Um,

m—1
Uw(n )

Consideriamo il sistema del primo ordine associato all’equazione

u=A(t)u
dalla (IV.1) si ottiene per la proposizione precedente
% [det W ()] = TrA(t)det W (¢)
w = TrA{t)w

Si ha immediatamente il seguente
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Corollario IV.4 Il wronskiano associato a S = {v1,...,v,} CV vale

w(t) =w(ty) e Jig am—1(7) dr

Dal quale si ricava, tenendo conto della proposizione IV.4

Teorema IV.12 S = {v1,...,v,} CV élinearmente indipendente se e solo se esiste tg € J tale che w (t9) # 0

Un metodo

s ;Lﬁj’zlﬁ;ﬁ‘; Data un’equazione del tipo (L), determinata una base dello spazio delle soluzioni di (O), resta

particolare il problema di trovare una soluzione particolare di (L). Usiamo il metodo di variazione
delle costanti. Cio¢ dato il sistema fondamentale di soluzioni, B ={v,..., v}, cerchiamo
una soluzione di (L) del tipo

u(t)y=cy(t)v1 () +...+cm () v, (1)

con ¢; (t) funzioni definite su J. Per determinare tali funzioni abbiamo a disposizione una sola
relazione, la (L). Possiamo allora fissare m — 1 condizioni indipendenti sulle ¢; (t). Facciamo
questo in modo da semplificare i conti. Stabiliamo c¢; € C! (J) e poniamo (le m — 1 condizioni)

S ) =0, vk e IS,
j=1

sicché, dalla definizione e derivando successivamente, troviamo

u(t) = ca@)vr @) +...4+cm () vm (t)
w®t) = )01 @)+ ...+ cm () vm(t)
™ (4 = él OV ) 4t O (@) 4 e (O™ () + L em ()0 (2)

moltiplichiamo la prima riga per ag e cosi via fino alla (m — 1)-esima. Sommiamo e otteniamo
E(u) = ¢ () (a0U1 + a1+ ...+ am,lvgmfl) + vgm)) + ...+

Cm (t) (aovm + 10 + oo+ G0 4 v,(ZL")) e 0TV (@) 4 A e (1) 0TV (1)
da cui, siccome E (v;) = 0, si ottiene

e O™ (@) 4 e (0D (8) = B (u) = b (1)

cioe ci ritroviamo col sistema differenziale

S () = 0,vke S,
j=1

fjejvj(-’“) ) = b()

ciog, posto b (t) = (0,...,0,b(t)) € R™
W(t)e=Db(t)
siccome B ¢ indipendente, W (¢) & non singolare per ¢t € J e possiamo usare il teorema di

Cramer a ogni istante ¢. Definiamo la matrice W; (¢) come la wronskiana cui alla colonna
j-esima sia sostituito il vettore b (¢). Allora

det W (t
& () = det W (t)
det W ()
Sviluppiamo il determinante al numeratore, sia W, ; il minore ottenuto da W (t) sopprimendo

I'm-esima riga e la j-esima colonna e sia wy, ; = (—=1)”7™ det W, ;:

det W; () = (=17 b (t) det Wi, ; (£) = b (£) wim ; (t)
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infine, per il teorema fondamentale del calcolo

¢ (t) _ \/t b(T) Wm,j (T) dr

o w(r)

IV.6.3 Funzione esponenziale dalla retta reale allo spazio delle matrici

. . . P 2 . N N .
Lo spazio delle matrici quadrate M (n,n;R) & isomorfo a R™", cioé puo essere riguardato come
spazio euclideo, sicché un’equazione del tipo
X (t) = AX
con A, X (t) € M (n,n;R) & un’equazione differenziale lineare (ci vuole poco a convincersene,
ogni componente di X & una combinazione lineare delle componenti di X) e autonoma

(indipendente dal tempo) del primo ordine definita in R X R™. Come tale, posto il dato
iniziale, il problema di Cauchy associato ha soluzione unica e globale, cio¢ definita su tutto
I’asse reale. Sfruttiamo quanto detto per fissare la seguente fondamentale

Presa A € M (n,n;R) si definisce la funzione esponenziale
exp: R — M(n,nR)
t — exp(t4)
la soluzione (che é unica) del problema di Cauchy
X (t) = AX
X(0)=1I
con X (t) € C* (R, M (n,n; R)).
La definizione risulta molto semplice pensando a M (n,n;R) come spazio euclideo R,

Risultano allora naturalmente derivazione e continuita di funzioni dall’asse reale a M (n,n; R).
Come detto I'esponenziale ¢ una funzione C* e grazie al teorema di Taylor si trova che

n tk
exp (tA) = EA’“ + Rpy1 (t), Vv eN
k=0
essendo, dall’equazione differenziale,

% exp (tA) = Aexp(tA)

& (tA) = a4 (tA) = A% exp (tA)

73 OXP = 7 P = A% exp

dk

2k &P (tA) = AFexp(tA)

¢ infatti facile vedere che 4 (A(t)B(t)) = At)B(t) + A(t)B(t). La serie di Taylor
dell’esponenziale & convergente uniformemente in piccolo, dato che, localmente, 1’algoritmo
di Volterra-Picard & convergente uniformemente

Xo(t) =1
{ X, (t)=1+ Afg Xno1 (1) dr

(&
X, (t) = I+ At
2
X2 (t) = I—l—At—I—A%
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X, & proprio exp (tA) — R,41 (t), esso converge uniformemente a exp (tA), sicché R, (t)
converge uniformemente a 0. D’altra parte la serie converge su R. Essa appartiene aC (R, R
che & completo, inoltre

12

V2 V2

n tn V2 tn tn "
n n n
oS IED Sl VC I ol L PERED o L [(P1S
n=vi n2 n=vi n n=vi n=vi

posto M = ||Al|,,> si ha

Vo

tn N
P!

n=vi

Vo

5>

2 n=vi

M'Iltn
n!

n
. o0 M/n/tn . N . LN
Ora, siccome )", “—— converge uniformemente su R, & di Cauchy. Percio fissato ¢ > 0

esiste v () tale che per ogni v1,ve > v, per ogni t € R, vale

V2

M V2 tn N
Z p <e= Z EA <e
n=vy n=vy n2

se ne deduce che anche la serie di Taylor dell’esponenziale ¢ di Cauchy e percid converge
uniformemente. Siccome in piccolo converge a exp (tA) cosi sara anche in grande. Abbiamo
cosl dimostrato

La serie di Taylor dell’esponenziale converge uniformemente su R
X in
_ 2 AN
exp (tA) = ZO n!A
n—

Si ha dunque in particolare
A _ o AF
e = ﬁ
k=0
Il metodo delle approssimazioni successive di Volterra e Picard consente di risolvere in generale
il problema di Cauchy
X (t)= AX
X (0) = Xop € M (n,n;R)

si ricava

X (t) = exp (tA) Xo

Passiamo qui in rassegna alcune proprieta dell’esponenziale di matrici.

L’esponenziale di matrici é tale che

exp [(t+ 7) A] = exp (tA) exp (TA)

Fissiamo T € R. Sia X = exp[(t + 7) A]. Calcoliamone la derivata temporale X, si ha

t — s=t+ 7 exp(sa)
dX ds dX
% T @Tds Aexp[(t+71) Al = AX

Inoltre X (0) = exp (T A), percid
exp[(t+7) Al = X (t) = exp (tA) exp (TA)

La matrice X = exp (tA) ¢ invertibile e vale X ! = exp (—tA), infatti
I =exp(0A) =exp[(t —t) A] = exp (tA) exp (—tA)



IV.6 Equazioni differenziali lineari 99

Osservazione IV.5  Se A ¢ nilpotente, cio¢ esiste k € N per cui A¥ = 0, allora si ha subito
k—1

k—1
T

2
exp(tA):I+tA+%A2+...+

Osservazione IV.6 A ed exp (tA) commutano, si scrive [A, exp (tA)] = 0. Vogliamo verificare che
Aexp (tA) —exp(tA)A=0
poniamo X = exp (tA), abbiamo
4
dt
inoltre, all’istante ¢ = 0 risulta (AX — X A) (0) = 0, percio 0 risolve
4 (AX — XA) = A(AX — X A)
(AX — XA)(0)=0
per unicita, si ha identicamente su R (AX — X A) =0, la tesi.

(AX —XA)=AX — XA=A(AX) — (AX)A=A(AX — X A)

Osservazione IV.7  Se A, B commutano, allora commutano Bexp (tA) e exp (tA) B, cioe si ha
[A,B] =0 = [Bexp (tA),exp (tA) B|
Procediamo come per 1'osservazione precedente. Scriviamo X = exp (tA),

% (BX — XB) = BAX — AXB = ABX — AXB = A(BX — XB)

percio, ancora 0 risolve

4 (BX — XB) = A(BX — XB)
{ (BX —XB)(0)=0

da cui la tesi.

Osservazione IV.8  Se A, B commutano, allora exp [t (A + B)] = exp (tA) exp (tB), cioé
[A,B]=0=exp[t (A+ B)] =exp (tA) exp (tB)

Poniamo X = exp(t(A+ B)) — exp(tA)exp(tB) e scriviamone la derivata usando
I’osservazione precedente,

d

EX = (A+B)exp(t(A+ B)) — Aexp (tA)exp (tB) — exp (tA) Bexp (tB) =

(A+ B) (exp (t (A+ B)) —exp (tA)exp (tB)) = (A+ B) X

calcolando il dato iniziale a ¢ = 0, si ha la tesi come nelle osservazioni precedenti.

Osservazione IV.9 Siano A € M (TL, n; R) e G € GL (n; R) allora
exp (tG_lAG) =G lexp(tA) G

Poniamo B = G1AG e X = exp (tA). Allora
d
= (GT'XG) =G 'AXG =G 'AGGT'XG = B (GT'XG)

inoltre G~ X G (0) = I. Percio G~ X@ risolve lo stesso problema di Cauchy di exp (¢tB). Per
unicita si ha la tesi.

Osservazione IV.10  Sia A € M (n,n;R) una matrice qualsiasi. Scriviamola nella forma canonica di Jordan
I .. 0
3G € GL(n;R) : G7'AG = J = oo € M (n,n;C)
0 ... Jx,
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dove per ogni autovalore di A, \; di molteplicita algebrica m (\;), Jy, & il blocco di Jordan

Aol ...00
0 A
M(m(N),m(X):;C)> Iy, =] — " = NI+ Jo
o o1
0 0 ... N
Siccome
JE 0
Jk = : :
0 I
si ha che
exp (tJy,) ... 0
exp (tJ) = : . :
0 .o.oexp(tdy,)
e, dall’osservazione precedente, exp(tA) = Gexp(tJ)G~!. Non ci resta che calcolare
Pesponenziale del generico blocco di Jordan Jy. Cominciamo col notare che [Jy, \I] = 0,
allora

exp (tJx) = exp (¢Jo + tAI) = exp (tJo) exp (¢A]) .
Per la matrice diagonale, matrice a blocchi 1 x 1 sulla diagonale, si ha
exp (tA\) ... 0 er .0
exp (tAl) = = : S
0 ... exp(tA) 0 ... e
Per calcolare ’esponenziale del blocco ad autovalore nullo, useremo prima la definizione e poi
I’osservazione IV.5.

Se X = exp (t.Jo) si ha X = JoX, da cui, posto = m (\) Iordine di Jo,

Xij=Xigrjsei#p

Xpuj =0

Xij(0) =0
Siha X, , =0eX,, =1dacui X,, (t)= 1. Inoltre X, ; (t) = 0 per j # u. Ora, risolviamo
Xu—1,; = X,u; = 0 per j # pu. Ne deriva che per j < p — 1, il dato iniziale essendo nullo,
X,—1,; = 0; per j = p — 1 il dato iniziale vale 1 e si ha percido X, 1,1 (t) = 1. Infine,

Xp—1p=1

percio, essendo il dato iniziale nullo, si ha X,_1 , (t) = t. Adesso si riprende alla (1 — 2)-esima
riga. Si ha la soluzione 0 fino alla colonna p — 2, ove

Xy—2u-2=0

ma siccome il dato iniziale vale 1, si ha X, 2,2 (t) = 1. Poi,

Xpop1 = 12X, 0, 1=t
. t2
Xp—2p = t=X,0,= 3
procendo in modo ricorsivo si perviene alla
tpfl
1 t e m
0 1 ;
Do t
0 0 ... 1

Allo stesso risultato si perviene molto pitl velocemente usando 'osservazione IV.5. Infatti,
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¢ facile calcolare le potenze successive di Jy e rendersi conto che Jy & nilpotente, J)' = 0.

Calcoliamo J2. La prima colonna & Jie; = Jy(Joe1) = Jo0 = 0, la seconda colonna &
Jdes = Jy (Joea) = Joey = 0 e cosi via. Percio J§ ha le prime k colonne nulle e le colonne da
k+1 a p formate dai vettori colonna ey41,...,e,. Allora
L) = I+ tJo + L2 P e
exp (tJo) =1 + 0+§ 0+...+m 0
infine
T = e (14 600+ L2 A
exp (tJx) =e +t0+5 o+---+mo
da cui
tA tA th Tl e
e te)\ (;;;12)! A
0 e o A—el
exp (tJy) = (n=2)!
0 0 ... et?

IV.6.4 Equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti

Nella sottosezione precedente non abbiamo fatto altro che definire e studiare una funzione,
Pesponenziale di matrici. Vogliamo adesso usare tale funzione per risolvere i sistemi
differenziali a coefficienti costanti, almeno nel caso omogeneo. Sia dato cioé il problema di
Cauchy
x = Ax, A € M (n,n;R)
LoD eie

Usiamo, ancora una volta, lalgoritmo di Volterra-Picard, che sappiamo convergente
uniformemente sulla retta reale alla soluzione del problema.

{ X0 (t) = X
xx (t) = xo + fot Axp_1 (1) dr

abbiamo
X1 (t) = X0 + AXOt
t t2
X2 (t) = Xo+ A/ (XO + AX()T) dr = X + AXOt + A2X05
0
tk
Xk (t) = Xp+ tAX(] +...+ EAkXO
infine

Risulta immediatemente definita I’applicazione di avanzamento temporale (cfr. Introduzione)
associata all’equazione differenziale

) (x0) = exp (tA) xo.

L’applicazione trovata & continua e differenziabile infinite volte (¢ un risultato generale).

Vogliamo adesso risolvere il sistema non omogeneo
x = Ax+ b (¢)
fissato x (0) = x¢. L’omogenea associata ha, per quanto visto prima, soluzione generale

x (t) =exp(tA)c
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Col metodo di variazione delle costanti cerchiamo una soluzione del problema del tipo
x (t) = exp (tA) c(t), con c(t) € C* (J,R™). Abbiamo
x :% (exp (tA) ¢ (t)) = Aexp (tA) c+exp (tA) &
da cui, imponendo che x sia soluzione
Aexp (tA)c+exp (tA) & = Aexp (tA)c+ b (t)
da cui
exp (tA) ¢ = b (¢)
cioé ¢ = b (t) exp (—tA),

c(t)=xo+ /t exp (—7A)b (1) dr
ora, riapplichiamo ’esponenziale ad ambo f membri
x (t) = exp (tA) xo + /Ot exp (tA)exp (—7A) b (1) dr
Infine, si ha la seguente

1l problema di Cauchy

x=Ax+b(t), Aec M(n,nR),beC’(JR")
x (0) =xg € R"

ha soluzione globale

x (t) = exp (tA) xo + /0 exp ((t—7)A)b(r) dr

11 risultato trovato consente di ricavare una formula per le equazioni differenziali di ordine
superiore lineari a coefficienti costanti, quando sia noto 'integrale generale (ed ¢ sempre
noto come avremo modo di vedere tra poco) dell’equazione omogenea associata. Come
sappiamo, si tratta di determinare una soluzione particolare del problema. Se ci riduciamo al
sistema, del primo ordine, per quanto visto sopra, una soluzione particolare ¢ senz’altro

y(t) = / exp ((t —7) A) b (7) dr,

d’altra parte b (t) = (0,...,0,b(t)) per cui I'integranda si riduce al prodotto della colonna n-
esima dell’esponenziale di A per b (1), del vettore ottenuto ci interessa la prima componente,
cioeé b(7) per 'elemento 1,n dell’esponenziale. Quest’ultimo ¢ la soluzione dell’omogenea
associata quando il dato iniziale sia (0,...,0,1). Percio se u (t) & la soluzione dell’omogenea
al dato iniziale u (0) = ¢ (0) = ... = w2 (0) = 0 e u(®~Y (0) = 1 si ha che una soluzione
particolare &

t
y (1) :/ w(t—7)b(r) dr
0
Si ricava allora la
Data I'equazione lineare a coeflicienti costanti di ordine n

w™ +a, a7 + L+ ayi+ agu = b(t)

se B={uy,...,u,} & una base dello spazio vettoriale delle soluzioni dell’omogenea associata e
se u (t) ¢ soluzione dell’omogenea associata al dato iniziale u (0) = % (0) = ... = u(®=2) (0) =0
e u"= (0) = 1, la soluzione generale dell’equazione completa é

clul(t)—i—...—i—cnun(t)—i—/o u(t—71)b(r) dr

al variare di ¢; € R peri € J,.
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Soluzione
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dell’equazione
omogenea

di ordine n

Vogliamo trovare l'integrale generale dell’equazione
u™ 4 ap u™Y (@) 4. 4 ari+ agu =0 (OL)
Definito il polinomio caratteristico dell’equazione differenziale in R, [z], z € C
p(z) =2"+ 12"+ .. +ag
I’equazione puo essere riscritta come
p(D)u=0

dove D é l'operatore derivata temporale.
Siccome la derivata k-esima di un’esponenziale & proporzionale all’esponenziale stesso,
cerchiamo una soluzione del tipo u (t) = e** con A € C. Abbiamo

w(t) = M
() = MeM
u(n) (t) _ )\ne)\t
imponendo che u sia soluzione otteniamo
ANeM 4 a, AN RN bt a e +aget = 0
()\” +ap N o+ ao) M o= 0
p)er = 0
da cui e* & soluzione se e solo se A € C & radice di p, cio¢ se e solo se p(A) = 0. D’altra
parte p (z) ¢ un polinomio reale a variabile complessa. Ha percio n soluzioni in C, il numero
di radici complesse ¢ pari perché se ¢ ¢ radice, tale ¢ (. Siano Ay, ..., A le radici distinte del
nostro polinomio di molteplicita my, ..., m; rispettivamente.

Notiamo che (D — «) (D — 8)u = (D — ) (D — &) u, infatti
(D — ) (Du — Bu) D*u— (a+ B) Du+ afu = (D* = (a+ B) D + af) u
(D — B) (Du — au) D*u— (a+ B) Du+ afu= (D* - (a+B) D + af) u

sicché, se

k
p(z) =[]z - 2™

i=1
allora ’equazione potra essere riscritta come
k

H(D—)\T)mlu:()

i=1
ove i termini nella produttoria sono interscambiabili. Questo semplifica molto il nostro studio.
Abbiamo

LemmaIV.e Siad€CeueC®(R,C),veN. Siha
(D —\)" (ue) = (D"u) e

Dimostrazione Induzione su v:
(D =) (ue) = (Du) e + Aue — Aue* = (Du) e
si ha

(cvd) (D =N (ue) = (D = \) (D= N)""" (weM) = (D —\) (DY ') M) = (D¥u) e

At g A
,te.

Corollario IV.5  Se A\ ¢& radice di molteplicita m di p(z) allora e .., t™1eM sono  soluzioni

dell’equazione (OL).
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Basta riscrivere p (D) = ¢ (D) (D — A)™ (ue*) si ha
0= q(D)(D—N" (ue™) = ¢ (D) (D"u) e
se e solo se D™u =0, posto u =t,...,t™ ! la tesi.

B istruttivo vedere per altra via che, per ogni autovalore A con m = m (M), oltre alla soluzione
e risolvono (OL) anche le te?, ... #*~leM. Consideriamo la funzione C> su R? data da

(2,t) = et

La nostra equazione differenziale si riscrive come

i 87' an ar 8n—1 ar 87“
E (tv €>\t) = E (ﬁen> = % azr €Zt + an_lw azr EZt + e + aowen
dal teorema di Schwartz
8r ar an T 87171 ar 87"
E =t — - zt ] —— zt _zt:_ zt —
(82’“6 > P o tonigm gt oot agaet = s )],
AN o=
; <J> dsz(Z)‘z—A T
essendo chiaramente %p (z)‘ =0
z=

Infine abbiamo che, se m; & la molteplicita di A; e {\; |i € Ji } & insieme di tutte le radici del
polinomio caratteristico, I’insieme

S= {e)‘it,te)‘it, Lot e Jk}
giace in V. Inoltre, S contiene > m; = n elementi. Se mostriamo che S & linearmente

indipendente abbiamo che S & una base di V e abbiamo concluso il problema.
Per mostrare I'indipendenza di S dobbiamo vedere che

k
Z (cﬂe’\it + Cigtekit + ...+ Cimitmi_lekit) =0= Cij = 0v: e Jk,Vj S Jml
i=1
si tratta di mostrare che, per il principio di identita dei polinomi,

k
Zpi (t) et =0, degp; = mi —1 = p; (t) =0
i=1

Siamo ridotti a dimostrare la seguente

A

Se A1, ..., A\, sono complessi distinti e p1, ..., p sono polinomi, allora Zle pi (t) ert =0 se

e solo se ciascun p; = 0.

Cominciamo col notare che D (p; (t)ei") & ancora un quasi polinomio, ¢; (t)e*’, con

degq; = degp;, se A\; # 0. Adesso, procediamo per assurdo. Esista un minimo intero k
per cui

k
> opi(t)et =0
i=1

Mt troviamo, posto pu; = Aj — Ak,

e ogni p; (t) # 0. Dividiamo per e

k—1
Zpi (t) e’ = —py (t)

Deriviamo my, + 1 volte volte e otteniamo

k—1
S ai (et =0
i=1
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con ¢; polinomi e p; k — 1 complessi distinti. Siccome p; # 0 i ¢; hanno lo stesso grado dei p;
che sono non nulli percio sono non nulli. Questo contraddice la minimalita di k.

Data I'equazione (OL) e definito il polinomio caratteristico p (z) = 2" +a,_12" "' +...+ao, se
{\i ¢ € Ji } & I'insieme degli zeri di p (z) allora una base per lo spazio vettoriale delle soluzione
Ve

B={eM teMt, .ttt

iEJk}

Come detto, siccome p(z) ¢ a coefficienti reali, ogni suo zero complesso ( = a + i &
accompagnato dal coniugato {. Per ogni coppia di autovalore complessi coniugati prendiamo
le combinazioni indipendenti

t 4 Gt
tk% = t*e? (cos Bt)
Gt _ oGt
et —e :
k—2. the (sin Bt)
i

per cui se I'insieme degli autovalori &

{XMieRlie Jy, }U{(;¢; € C\Rli € Jy, }
la base di V diventa, posto m; =m (\;), nj =m (Qj) =m (Ej),
{t""e)‘it

Il problema ¢ ora completamente risolto.
Per completezza, riportiamo un ultimo per il calcolo di una soluzione particolare nel caso il
termine forzante sia un quasi polinomio

reJd i€ Jy }U{t"eReCitcos (Im g“jt) ,treRe it sin (Iijt) ‘7“ €J) i€ i }

Siano a (t) un polinomio e oo # 0 € C. Sia data 'equazione a coefficienti costanti
™ 4 ap_uY () + .+ i+ au = a (t) e
Allora
(i) se a non ¢ radice del polinomio caratteristico, una soluzione ¢ data da c (t) e*
polinomio dello stesso grado di a;

con c(t)

(ii) se a ¢ radice di molteplicita v del polinomio caratteristico, una soluzione é data da
tYc(t) e con c(t) polinomio dello stesso grado di a.

Prova di questa proposizione si ha considerando il lemma proposto e ’annotazione fatta al
principio della dimostrazione dell’ultima proposizione. Nel caso (ii) si ha

q(D) (D — )" (tc(t)e™) = q (D) (c1e®")

con c; ancora di grado pari a dega grazie alla presenza del termine moltiplicativo t¥.
Dopodicheé il caso (ii) ¢ ricondotto al caso (i). Qui, si ha

E(c(t)e™) =d(t)e

con d (t) polinomio di grado pari a quello di ¢ e percio pari a quello di a.

IV.6.5 L'equazione di Eulero

Si dice equazione di Eulero o equidimensionale, I’equazione differenziale, definita per = > 0
oppure per ¢t < 0

zmu(m) + am—lxmilu(mil) + ...+ all"t.t + apu = f (1")

Pensiamo al caso z > 0, ¢ allora lecito effettuare la sostituzione

' da 1
r=e¢ st=logr, —=—
dr «x
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si trattera di determinare allora la funzione

v (t) =u(e')

percio
dv  ydu 4 du
a = S =g
Po i oPu
dt? dz dx? dx dz? dt dx?
d3v d?v d?u dBPu dv d*u du
av _ dv g2t apd U a4V 207U 3¢ u
dt3 w2 T T T et W
d?v d*v dv d3u
= — 42— —2— 43—
FTER TR TR
da cui si ottiene
v
de —  dt
28 v dv (d\dv
de2  dt2 dt  \dt dt
2 d3u d3v d*v dv d d dv
- = ——3—+42—=(—-2)(—=—-1)—
e @ e Tia <dt >(dt >dt
per induzione si prova allora che
dkuy, d d dv
k
— == —k+1) .. =—1) =
Tk (dt +> (dt ) t
infatti, derivando nel tempo
d [ . du eyt A wdfu d [ d d dv
(M) = ke o— =2 (= —k4+1)-.. (= —1) = =
dt (e dﬁ) G TR T a\a T a ) a
dF+1q, d (d d dv d*u
s = (= —k+1)-..(=-1)= —kah— =
T dgD dt (dt N ) <dt )dt T
dk+1y d (d d dv d d dv
ket = —(=—k+1)-...-(=—-1)=—k|(——k+1)-...- ([=—-1) =
T dg) dt (dt N ) (dt )dt a T dt dt
dk+1)q d d d dv
s = (=—k)(=—k+1)-... - (=—-1)=.
T gz (dt )(dt M ) (dt 7

Percio operando la sostituzione si perviene a una equazione differenziale lineare a coefficienti
costanti per v (t). Determinata v (¢) si torna a u (z) ricordando che

v (log (z)) = u(x)
IV.7 Flusso di un’equazione differenziale

IV.7.1 Continuita del flusso

Poniamoci nuovamente nelle ipotesi del teorema di esistenza e unicita locale di Cauchy e
Lipschitz. In un piccolo intorno del dato iniziale (¢g,xg) & univocamente determinato il flusso
@} (x) che associa alla condizione iniziale (Zo,x) la soluzione del corrispondente problema di
Cauchy u (t) = ®; (x). Il flusso & una funzione di ¢ e x punto rappresentativo delle spazio
delle fasi da cui si avvia il moto. Abbiamo gia visto che come funzione di ¢ il flusso & C'.
Adesso vogliamo studiare la continuita di @ rispetto a x.

Siano 2 un aperto di R™ e J un intervallo della retta reale. Dato il campo di velocita continuo e
lipschitziano nella seconda variabile v : JxQ — R™, sey (t) e z () sono soluzioni dell’equazione
differenziale associata ai dati iniziali y (t9) = yo e z(tg) = zo, X = v (x,t),t € [to,t1] C J,
allora, posto w = (y — 2z) (t)

W @O, = vy @),t) =v(=z@#), 0, <Kly @) -z@l, =Klw®l,
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dalla disuguaglianza di Gronwall si ha
Iw @Ol < 1w (o), X175 < 1w (to)], eI
cioe
Iy (5) = 2 (@)l < llyo = 7ol 1"

ossia

|®7, (yo) — @}, (zo)Hn < |lyo — zoll,, X1t —tol

Si ha che il flusso ¢ lipschitziano e percid continuo nel dato iniziale. Riassumendo

Nelle ipotesi del teorema di esistenza e unicita in piccolo, si ha che, nell’intorno del dato
iniziale ove il flusso é definito e unico per lo stesso teorema di esistenza e unicita in piccolo,
il flusso & continuo nel dato iniziale y = x(to). Cioé nell'intorno detto I'applicazione di
avanzamento temporale <I>§0 (y) & continua in y. Si ha di piu, il flusso ¢ lipschitziano, se
a = |t; — to| € ampiezza dell’intervallo temporale di esistenza,

|94, (v) — @5, (2)]|,, < lly —zll,, "

n —

IV.7.2 Differenziabilita del flusso

Consideriamo un campo di velocita C' di modo che valga la continuita del flusso nel dato
iniziale, oltre al teorema di Cauchy-Lipschitz in piccolo. Sia B = Qp x Jo € 2 x J un
compatto contenente (y,to) sul quale ¢ definito il flusso <I>§O (y). Consideriamo il seguente
sistema

% (1) = v (tx (1))

2 () = 240 (1)
x(to) =y

Z (to) =7y

Risolviamo il prblema di Cauchy per x, esso rispetta le condizioni del teorema di esistenza e
unicita in piccolo. Percio esiste ed & continua nel tempo la funzione x (t). Possiamo riformulare
il problema per z, si ha
ov (t,x(t
2(t) = %z t)=A{t)z(t)
X

che ha un campo di velocita A (t)z. Quest’ultima applicazione ¢ continua nel tempo come
composizione di applicazioni continue (si rammenti che v & C!) ed & lineare nello spazio. E
facile vedere che su Jy che ¢ compatto, usando il teorema di Weierstraf per || A (t)]|,

1A (#) 21 — A@) 22| < NA@] - ll21 — z2]| < max {JA@)]]} [lz1 — 2|l

Dunque,

posgl) w = (X(t)vy(t))’ Wo = (Y7Z0) e f(W,t) = (V(X(t)vt)’[av(x(t)at) /aX}Z(t))v il
problema

W (t) = F(w(t),1)
{ w (to) = wo
ammette soluzione in un intorno di (¢o, wo).
Vogliamo mostrare che la soluzione z (t) ¢ la derivata spaziale del flusso ®f (y) in direzione
zq, cioé vogliamo vedere che
i 125 & +70) — @4 () =2 (1)

=0
llzo | —0+ l|zo]|

Se cosi fosse, sostituendo a zg i versori della base standard otterremmo lo jacobiano di @ﬁo (y)
iny. Ne deriverebbe che tale jacobiano calcolato in y, risolve il seguente problema (simultaneo
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al problema di Cauchy dato) definito, come per I’esponenziale, su M (n,n, R):

{ X 3v(t§> (y))X
X (to) =1

In questa veste, equazione alle variazioni, si ha subito che il flusso & C'. Inoltre, le
componenti di X sono le derivate miste (tempo-spazio) del flusso: esse sono allora continue.
Per proseguire, ci occorre un lemma

Presa f : I — R una funzione integrabile non negativa per cui esistono o e 8 non negativi
tali che
t
0<fW)<B+a [f(s)ds totel
to

vale

f(t) < Be

Se a = 0 la tesi &€ immediata. Sia o > 0. Sia 8 > 0, allora
t
ut)=B+a | f(s)ds>0
to

u & derivabile e risulta
w=oaf(t) <ou(t)

da cui, u > 0, si ha

<«

ele

e integrando f (t) < u(t) < Be®. Sia B3 = 0. Presa 3, > 0 e 3, — 0, per ogni n si puod
definire u,, come u sopra, si ottiene percid

@) <un(t) <B,e* =0

Vogliamo applicare la disuguaglianza trovata alla

= ||}, (v +20) - ol
Dall’equazione di Volterra, abbiamo ®} (w) = w+ fto v (s, ) (w)) ds, percio
’ S S av S
@) = Hy +2y—y — 7 +/ {v (5,95, (y +20)) —v (5,9} (y)) — I (5,97 (y)) z (s)} ds
to

v s, 5 20) = v (5.5, ) - 5 (0%, () 29

ora, dal teorema di Taylor, ricaviamo che

IN

ds

v (532) = (5,30) = e (5,30) - (v2 — 3)

]=o<|y2—y1||>,y2 .

dalla continuita del flusso, per zg che tende a 0 si ha
S S av S S S
v (s, o (v + ZO)) -V (s, ;) (y)) I ( ¢ (y )) . ((I)to (y +2¢) — P}, (y)) H =
= o(®}, (y+zo) — 9} (y )<8H(I)t0 y +2p) — H
per ogni € > 0, scelto zg sufficientemente piccolo. Dal teorema di continuita del flusso, in B a

meno di riscalare ¢, il flusso e lipschitziano, per cui, ancora per ogni ¢ a patto di scegliere
zo piccolo a seconda di €,

v (5,6, O+ 20)) v (5,6, () = G (508, () (03, (v + 20) — 07, ) | < <l

<
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Se chiamiamo A (s,y) = % (s, ®;, (y)), abbiamo

f@) < t A (s,y) - (@F, (v +29) — ®F, (y) — A(s,y) -z (s)] ds+/t €|z ds <
< /t HA(s,y) . (<I>§O (y +29) — P} (y) = (s))H ds + Cae ||zo]]

preso, essendo B compatto

e |52

(X,t)eB ox

troviamo

~
—~
~
~—
N

t
o / @5, (y +20) — @5, (y) — z(s)|| ds + Cae |1 20]| =
to

t
01 f(s) d8+02€||Z0||
to

per il lemma di Gronwall
|@F, (v + 20) — @}, (v) — 2z (1)|| < Coe ||zoll €', t € T
per Parbitrarieta di €, si ha

L] e -, ) -2

=0
llzol|—0+ l|zo||

Si conclude finalmente con il

Se il campo di velocita nel problema di Cauchy é di classe C! in un intorno del punto (t,Xq)
allora esiste il flusso ®} (y) che & ivi univocamente definito, continuo e differenziabile con
continuita (di classe C). Esistono, poi, e sono continue le derivate miste del tipo

82@0 (y) _ 82@0 (y)
otdy dyot
Si ha inoltre che lo jacobiano del flusso risolve I'equazione alle variazioni

(X (00,0)-%
X (ty) =1

X (t) = 024, (y) /9y

Per induzione si trova che se il campo di velocita & C" allora il flusso ¢ di classe C".

Consideriamo un sistema autonomo. Sia xg un punto di equilibrio, cio¢, valga, v (xg) = 0,
allora @] (xo) = xo. Calcoliamo lo jacobiano del flusso in xg. Abbiamo

X =2 (9 (x0))-X X =2¥ (x0) - X
LR = R

da cui si ottiene
o0l ) (v
8X0 - 0x 0

Sia A = % (xp). Vogliamo approssimare linearmente il campo di velocita nelle vicinanze di
un punto di equilibrio, in modo da poter trovare esplicitamente la soluzione del problema (ne
& celebre esempio 'approssimazione delle piccole oscillazioni). Il campo diventa, posto

to = 0, xg = 0, preso un dato iniziale X in un intorno di 0

v(x) =v(0) + Ax =Ax

{Xo

sicche il problema

~—

Wi
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viene trasformato nel linearizzato

y =Ay
y(0) =x
quest’ultimo ha soluzione y (t) = exp (tA)x = %i. Sfruttiamo la differenziabilita del

campo in X per sviluppare, intorno a 0 la soluzione del problema completo:

92 g 1 o(%) = o+8§,—((0)>‘< +o(®) =y (t) +0(%)

Percio la soluzione del sistema linearizzato e quella del sistema completo differiranno per un
o-piccolo della distanza del dato iniziale dal punto di equilibrio. Fissati ora un € > 0 e un
tempo 7" > 0 si ha che, per ogni tempo ¢

1% () =y (B = o (%)
ma, nel compatto [0, 7] esiste ¢ per cui, per il teorema di Weierstraf}, risulta
Ix (&) =y @O < lx () -y @)
d’altra parte, fissato ora listante ¢, esiste § > 0 per cui se ||X|| < § allora
@) -y @I < elx]|<es
x@®) =y @I < [x® -y @I <eb

x (t) = & (%) = ! (0) +

da cui si ricava il

Sia 0 un punto di equilibrio per un campo di velocita autonomo C* v. Per ogni T > 0 e per
ogni € > 0 esiste un § > 0 per cui se ||X|| < J, la soluzione x (t) del problema di Cauchy al
dato x (0) = x differisce dalla soluzione del corrispondente prolema linearizzato y (t) secondo
la diseguaglianza

IIx(t) —y ()] <ed, V¢t €[0,T]

Il teorema afferma percio che per X sufficientemente piccoli, la differenza tra le soluzioni del
sistema linearizzato e di quello iniziale ¢ piccola rispetto al dato iniziale e percid durante un
intervallo di tempo lungo le soluzioni di entrambi i sistemi rimangono vicine. Questo teorema
giustifica 'utilita dello studio dei problemi linearizzati e percio dell’approssimazione delle
piccole oscillazioni.

IV.7.3 Il teorema di rettificazione

Lo studio delle equazioni differenziali pud essere interamente derivato dal teorema di
rettificazione o teorema fondamentale delle equazioni differenziali. Esso studia
l’azione di un diffeomorfismo su un’equazione differenziale.
Sia dato un problema di Cauchy, per semplicita autonomo,

x =v(x)

X (t()) = X
allora se f & un diffeomorfismo locale in xg, si pud equivalentemente studiare il problema nelle
coordinate y = f (x) introdotte dal diffeomorfismo,

{ y=df (/7 (y)v (I ()
y (to) = f (%0)

poiché, ¢ (t) risolve il primo se e solo se f o ¢ (¢) risolve il secondo:

dfod_f@) = df (6(1) b (1) = df (&(1)) v (6 (1))

ed essendo ¢ (t) = f~1(f o ¢) (t), si ha la tesi.
Si tratta allora di cercare diffeomorfismi convenienti, tali cioé da semplificare la soluzione del
problema di Cauchy. A questo scopo si dimostra il teorema di rettificazione.
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Il teorema di rettificazione si ottiene facilmente dai teoremi di differenziabilita del flusso di
cui alla sottosezione precedente. Consideriamo un sistema autonomo con campo di velocita di
classe C! (), Q C R" aperto

X (to) = Xy

con vo = v (xg) # 0. Presa la retta r individuata in R™ da v, condieriamo 'iperpiano 7
ortogonale ad essa, sicché

{xzwx)

Rt=ndr

Con una trasformazione lineare, fissiamo un nuovo sistema di coordinate cartesiane {e;},. ;
In
di modo che vg = Ae,, A # 0. Se V' ¢& un intorno di x¢ giacente sul piano 7 sottoinsieme di

Q, definiamo ’applicazione G : V' x I-W C R", I intervallo di R, talché (§,y) — @i’;—to (é),

E = (¢,0). Come funzione di y G & certamente C!, altrettanto per &, infatti, fissato y, &
composizione di funzioni C!

g E=(£,0) — o™ (©)

8_5 _ Infl
o€ 0
Calcoliamo allora lo jacobiano di G nel punto (0,0) che coincide con xg. Allora,
M (n,n;R) > ( % (x0) % (x0) )

calcoliamo il primo blocco: fissiamo y = 0 abbiamo, dall’equazione alle variazioni,

9 RACIERHG) -<I"1>—In-<]”1>—<]“>;

con

Xg) = ——%| = =
29 ) o€ 0& 0 0 0
X0 (x07t0)
calcoliamo il secondo blocco: fissato il dato iniziale si tratta di derivare in ¢y rispetto al tempo

la soluzione, otteniamo il campo all’istante iniziale; infine,

(s00 00 )=( "5 w )= (g %)

dal fatto che A & diverso da 0 si ha che lo jacobiano nel punto x( dell’applicazione G & diverso
da 0. Se ne conclude che G ¢ un diffeomorfismo locale, percio un buon cambiamento
di coordinate. Con interpretazione attiva, preso un punto x = CI’i’:'tU (&,0), immagine
del punto z = (&,y), esso & 'evoluto temporale del punto é dopo il tempo y. Se x(t) ¢
soluzione dell’equazione differenziale (x (t9) = X¢), mentre x si sposta sulla curva di fase,
esso rimane l'evoluto temporale di &, percio, scorre la componente n-esima di z, che diviene
y =t — tg, mentre restano invariate tutte le altre. In questo senso il sistema nelle coordinate
z ¢ rettificato, e fornisce n — 1 integrali primi del moto.

Rendiamo rigorosa l'osservazione. Sia x = G (2z), cioé z sia la parametrizzazione dell’intorno
di xg introdotta dal diffeomorfismo G. Consideriamo ’equazione differenziale

Z= €n

riscritta in termini delle x diventa

. 0G .
XZE(G (x))z-a(z)en

d’altra parte, come prima, z = (£, y)

aG In,—l n—
a—E(Z):A<0 >:A(e1 en_l):(Al oA 1)
con A opportuna matrice di colonne A!,... A", Inoltre,
oG 0 it

En (2) = 3y 2o (6,0) =v (21" (£,0) =v (G (2) = v (x)
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allora

k:g—f(z)en:(Al AT V(X)) e, =v(x)

Cioe il diffeomorfismo G manda ’equazione
z=-e,
nell’equazione di partenza. Se ne conclude che G~! manda il sistema differenziale di partenza
in quello rettificato, ove, xg = <I>§g+y (£,00=€=0,y=0:
zi = &=z o),1€ 1
2y = Y=2p(to) +(t—to) =t —to

L’ultima equazione fornisce il tempo di percorrenza della curva di fase x (t).
Questa ¢ la dimostrazione del fondamentale

Sia dato il campo vettoriale di classe C* (), Q aperto di R™, v non nullo nel punto xq. Esiste
allora un intorno V' di xq, tale che, dato il problema

{ % = v (x)

X(to):)_(ev

esiste un diffeomorfismo f (x) di classe C! (V') in xq tale che, posto y = f(x), trasforma
lequazione differenziale nella equivalente

{ y= €,
y (to) = f (%)
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Definizione V.1

Capitolo V

La misura di Lebesgue

In questo e nel prossimo capitolo ci occuperemo della teoria della misura e dell’integrazione
alla Lebesgue. Essa presenta notevoli vantaggi rispetto a quella pit rudimentale di Riemann,
soprattutto per quello che riguarda il passaggio sotto il segno di integrale di limite e derivata.
Inoltre, lintegrale di Lebesgue é una estensione di quello di Riemann, sicché restano validi
tutti i risultati ottenuti in Analisi L.

V.1 Misura di un insieme

V.1.1 Misura di plurirettangoli

Un intervallo n-dimensisonale I C R™ ¢ il prodotto cartesiano di n-intervalli
unidimensionali I;, ¢ € J,,, sicché

I=1 x...x1I,,
percio se I; = [a;, b;] si ha, se x = (21,...,2,)
IE{XGRn|aiSLE,‘Sb,‘,i€J”}

La misura di un intervallo n-dimensionale ¢ il volume di un “rettangolo” n-dimensionale,
percio si pone

m (7) EHIII(L') :H(bi_ai)

i=1 i=1

Su ciscun asse coordinato fissiamo un numero finito di punti: sull’asse i-esimo essi siano,

in ordine strettamente crescente, agi),...,agi) € R. Ciascun punto fissato individua un

iperpiano di equazione z; = agq’). L’unione dei ) k; iperpiani costituisce un reticolato

P in R”. P divide R™ in un numero finito di intervalli n-dimensionali (intervalli di P) e in
un certo numero di intervalli illimitati. Poniamo allora la seguente

Un insieme X si dice plurirettangolo (o plurintervallo) se esiste un reticolato P talché X sia

I'unione di un numero finito di intervalli di P.
Se, poi, I,...,1I,, sono gli intervalli di P per cui

X:Oh
1=1

allora si assegna alla misura di X la somma delle misura degli intervalli
m(X) =) m(l)
i=1

Dobbiamo assicurarci che la definizione data sia buona, cio¢ che la misura di un plurirettangolo
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sia univoca, visto che un plurirettangolo non individua in modo definitivo un reticolato. Ci
occorre introdurre la nozione di raffinamento P’ di P, si scrive P < P’ Banalmente, si dice
che P’ & piu fine di P se esso contiene tutti gli iperpiani appartenenti a P, ossia se P C P’.
Evidentemente, la misura di X non cambia se sostituiamo a P un suo raffinamento: infatti la
misura non cambia se aggiungiamo a P un solo iperpiano. Siano ora P; e Py due reticolati
tali che X si possa scrivere come unione di intervalli di P; o Ps. Allora X puo essere ottenuto
dall’unione di intervalli di Py U Ps. D’altra parte quest’ultimo ¢ un raffinamento di P; e Po,
percio la misura di X letta su P; o su Py & necessariamente la stessa.

Siano ora X e Y due plurirettangoli per cui X C Y. Come ogni coppia di plurirettangoli
essi sono definiti dal medesimo reticolato P (unione dei reticolati rispettivi). Inoltre, se
X =L, I, allora dal fatto che X & contenuto in Y’

I, CY
maYeY = Ule J;, percio
m l
i=1 i=1
da cui
4 m 4

ma Zfzﬂn(z]i) >0,dacuim(Y)>m(X

~—

Se X CY sono due plurirettangoli in R", allora risultam (X) <m(Y).
V.1.2 Misura di aperti e compatti

Poniamo immediatamente la seguente

Sia A un aperto in R™. Si definisce allora misura di A I'estremo superiore delle misure dei
plurirettangoli contenuti in A:

m (A) = sup {m (X)|X C A plurirettangolo } .

La definizione & ben posta poiché se A & aperto esso contiene palle aperte e percio rettangoli.
Si noti che m (A) ¢ un numero positivo e che puo valere +oco. Tuttavia, se A ¢ limitato, &
possibile trovare un rettangolo n-dimensionale che lo contenga, e percio, dalla proposizione
precedente, m (A4) € R.

Siano A e B due aperti e sia K C AU B un compatto. Esiste allora un numero § > 0 tale
che, per ogni x € K, la d-palla di centro x & tutta contenuta in A o in B:

B(x,0) CAoB(x,0)CB

Consideriamo le funzioni da K a valori in R,
fx) = dxR"A)
g(x) = d(x,R"\B)
in base alla proposizione 1.20 esse sono ben definite e continue. Si ha che, se x € K, allora
f(x)+g(x) > 0. Infatti, f (z)+g(z) =0seesolose f(x) =0eg(x) =0, essendo entrambe
non negative. Questo se e solo se
x € RM\A& x € R"\B,

ma siccome A e B sono aperti, cio & vero se e solo se z € R"\A e R"\B. Dalle leggi di de
Morgan,
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cio accade se e solo se z € R™\ (AU B), ma essendo € AU B questo ¢ assurdo.
Allora, f + g ¢ continua e positiva ed inoltre ¢ definita su un compatto. Per il teorema di
Weierstrafl essa assume un valore minimo positivo ¢. Posto § = ¢/2 > 0 si ha, per ogni x € K

fx) +g(x) =26

percio dovra essere f(x) > ¢ o g(x) > d. Nel primo caso si ha B (x,d) C A, nel secondo caso
(c.v.d.) B(x,0) C B, la tesi.

Lemma V.2 Siano A e B due aperti. Allora
m(AUB) <m(A)+m(B)

Dimostrazione Sia W un plurirettangolo contenuto in A U B. Poiché W & un compatto possiamo applicare
il lemma precedente, posto K = W. Esiste allora una costante § > 0 per cui ogni punto
di W ammette una palla di raggio ¢ tutta contenuta in A U B. Raffinando eventualmente
il reticolato possiamo supporre che ogni intervallo di W abbia diametro minore di §. Percio
ogni intervallo di W appartiene tutto ad A o B. Sia ora Y 'unione di tutti gli intervalli di W
contenuti in A e Z I'unione di tutti gli intervalli contenuti in B, risulta W =Y U Z e percio

m(W)<m((Y)+m(2)
Poiché Y C A e Z C B si ha, dalla definizione come sup della misura di una aperto,
m(Y) <m(4), m(Z) <m(B)

percido m (W) < m (A) +m (B), cio vale per ogni plurirettangolo contenuto in A U B, percio,
(c.v.d.) essendo il sup il minimo dei maggioranti, m (AU B) < m (A) +m (B).

Osservazione V.1  Se A e B sono aperti e tali che B C A, allora m(B) < m(A). Infatti, se X C B allora
XCA

m (B) =sup {m (X) |X C B plurirettangolo } < sup{m (X)|X C A plurirettangolo } = m (B)

Misura di

un compatto  p,niamo subito la seguente

Definizione V.3  Sia K un compatto di R™. Si definisce misura di K [Destremo inferiore delle misure dei
plurirettangoli che contengono K:

m (K) = inf {m (X)|X D K plurirettangolo }

Osserviamo che m (K') & un numero reale (i compatti sono limitati) non negativo.

Osservazione V.2 Siano I = [a,b] un intervallo e ¢ > 0 un reale. Allora esiste J intervallo per cui I C J e
m (J) <m(I)+e. Infatti, se ¢ e d sono gli estremi di J, dovra essere ¢ < a e b < d affinché I
sia contenuto nella parte interna di J che ¢ ], d|. Siccome m (I) =b—a, postoc=a—¢/d e
d=b+e¢/4siha

m(J)=b—a+e/2<b—a+e=m(I)+¢
La stessa cosa si estende facilmente a intervalli n-dimensionali, essendo la loro misura data
dal prodotto di misure unidimensionali.
Preso allora Y plurirettangolo, avremo Y = L U...UI,, definiti Jy,...,J,, tali che
m(J;) <m(;) +¢&/m, con I; C J;, avremo, se Z =Jy U... U J,
Y C Z
m(Z) < m(Y)+e
Detto questo, poniamo

m’ (K) = inf {m (X) ‘X plurirettangolo tale che X D K} ,
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Ora,se K C X C X, percio m’ (K) > m (K). D’altra parte, per ogni X O K e per ogni € >0
esiste Zpercui K CX CZem(Z) <m(X)+e. Allora
m' (K)<m(Z)<m(X)+e
per ogni X e . Ne deriva che m' (K) < m(X), per massimalita dell’inf si conclude
m' (K) <m(K) einfinem’ (K)=m(K) e
m (K) = inf {m (X) ‘X plurirettangolo tale che X D K}

Infine, possiamo sostituire a m (X) m (X ), poiché
m (X) = sup {m (X) ‘Y cX plurirettangolo} =m (X)

Dimostriamolo. Se X & il plurirettangolo X = J{" [; si ha X = Uy fi, e ogni plurirettangolo
Y contenuto in X & contenuto in X percio m (Y) < m (X), passando al sup m (X) <m(X).

Del resto, fissato € > 0, sara sempre possibile (tagliando di un opportuno § ogni intervallo
rettangolare) trovare un plurirettangolo strettamente contenuto in X e percio in X per cui

m(X)—e<m(2)
infine, avremo

m (K) = inf {m (X) ’X plurirettangolo tale che X D K}
Siano K e L due compatti disgiunti (K "L =0). Alloram (K UL) > m (K)+m (L)

Sia f(x) = d(x, L), allora (siccome i compatti contengono la loro frontiera) f(K) C RT.
D’altra parte f ammette minimo positivo § in K, per il teorema di Weierstraf}. Sia W un
plurirettangolo contenente K U L, raffinando il reticolato si pud sempre supporre che ciascun
intervallo di W abbia diametro minore di /2. Se si indica con Y I'unione degli intervalli di W
che hanno punti in comune con K e con Z 'unione degli intervalli che intersecano L, abbiamo

Yuz C W
Ynz = 0

dove 'ultima é dovuta al fatto che ogni intervalo che ha punti in comune con K ¢ totalmente
contenuto nel complementare di L. Inoltre, K CY e L C Z. Sicché

mW)>mYUZ)=m(Y)+m(Z)>m(K)+m(L)
sicché, dalla definizione di estremo inferiore come massimo dei minoranti,

m(KUL)>m(K)+m(L)

In realta nel lemma vale 'uguaglianza, ma questo lo stabiliremo in seguito.

V.1.3 Misura di sottoinsiemi di R™

Stabiliti i risultati per plurirettangoli, aperti e compatti, adesso definiamo la misura di insiemi
qualsiasi in R™:

Sia EE C R™, si chiam misura esterna di E Iestremo inferiore delle misure degli aperti che
contengono F:

m = inf {m (A) |E C A aperto}

Analogamente, si definisce misura interna di F I'estremo superiore delle misure dei compatti
contenuti in E':

m = sup {m (K) |K C F compatto}
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Lemma V.4 Sia K compatto contenuto in A aperto, allora esiste un plurirettangolo W tale che K C
W C A.

Dimostrazione Si procede esattamente come nei lemmi precedenti. Si considera allora la funzione f(x) =
d(x,R™\A). Siccome K C A per ogni x € K f(x) > 0, altrimenti x apparterrebbe alla
frontiera di A e percido non apparterrebbe ad A (in quanto aperto), il che ¢ assurdo. Allora
f(x) & una funzione continua e positiva definita sul compatto K, percio per il teorema di
Weierstral ammette minimo positivo in K, 6. Prendiamo un reticolato che abbia maglie piu
fini di 6/2 e sia Y un plurirettangolo di tale reticolato che contiene K. Sia W 'unione degli
intervalli di Y che hanno un punto in comune con K (cioé leviamo da Y gli intervalli che non

(c.v.d.) intersecano K). Allora K CW e W C A.

Proposizione V.2 Per ogni insieme E C R” risultam (F) > m (E).

Dimostrazione Prendiamo A aperto contenente F e K compatto contenuto in E. Per il lemma precedente
esiste un plurirettangolo W contenuto in A e contenente K. Essendo la misura di A il sup
delle misure dei plurirettangoli interni, m(A) > m (W), d’altra parte per motivi analoghi,
m (W) > m(K). Percid, per ogni coppia A, K il primo aperto, il secondo compatto con
K CFECA, vale

m (K) < m(A)
da cui, per minimalita del sup vale m (F) < m (A) e, per massimalita dell’inf,
(covodd) m (E) <m(E)
Se A ¢ aperto risulta evidentemente m (A) = m(A), d’altra parte i plurirettangoli sono

compatti,

m (A) =sup {m (X)|X C A, plurirettangolo } < sup {m (K)|K C A, compatto} = m (A4)
percido m (A) < m (A) e per la proposizione precedente m (4) = m (A) = m (4).
Se K & compatto si ha subito che m (K) = m (K). Inoltre, dall’osservazione V.2,

m (K) = inf {m (X) ‘K CX, X plurirettangolo} ,

ma X & un aperto, percio
m (K) = m(K) = inf {m (X) ’K CX, X plurirettangolo} > {m (A)|K C A aperto} = mm (K)
eancoram (K) =m (K) =m(K).

La misura

di Lebesgue g 1115 porre allora la

Definizione V.5 Un insieme E C R" si dice misurabile secondo Lebesgue se la misura esterna e la misura
interna di E coincidono e sono finite, in tal caso la quantita

m (B) = m (B) = 7 (E)

si chiama misura di Lebesgue n-dimensionale di E.

Per quanto detto si ha subito che aperti limitati e compatti sono misurabili.

Misura di
Peano-Jordan {75 teoria della misura precedente a quella di Lebesgue & quella di Peano e Jordan.
Misura esterna ed interna di un insieme qualsiasi E' sono definite direttamente mediante

approssimazione per plurirettangoli,
7(E) = inf{m(X)|F C X plurirettangolo }
w(E) = sup{m(X)|E D X plurirettangolo }
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Un insieme si dira misurabile secondo Peano-Jordan se 71 (E) = p(E) = pu(E). Abbiamo
allora che la misura di Lebesgue estende quella di Peano-Jordan, essendo

w(E) = inf{m(X)|F C X plurirettangolo } = inf {m (X) ‘E CX plurirettangolo} >
> inf{m(X)|E C X aperto} =m (FE)
e
m (E) =sup {m (K) |E D K compatto} > sup {m (X)|E 2 X plurirettangolo } = u (E)
sicché
p(E) <m(E) <m(E) <7u(E)

se u(E) =7 (F) allora m (F) =m (E).

Dalla definizione di misurabilitd, tornando a considerare la teoria di Lebesgue, troviamo che

Un insieme E ¢ misurabile se e solo se per ogni € > 0 esistono un aperto A e un compatto
K, con K C E C A tali che

Abbiamo che
>
<

ma, allora, per ogni € > 0 troviamo A e K per cui
mME)—m(E)<m(4)-m(K)<e
dall’arbitrarieta di ¢ si ha la tesi.

D’altra parte, sia E misurabile. Allora da m (F) = inf {m (A)} = sup{m (K)} = m(E) si
ha che per ogni € > 0, esistono un aperto contenente E e un compatto contenuto in F tali che

m(4) < m(E)+:

m(E) < m(K)+%:>—m(K) < -m(E)+

DO | M

percio m (A) —m(K) <e¢.

Poniamo ancora un

Siano F ed F due insiemi di R™; si ha
mEUF)<m(E)+m(F),
inoltre, se ENF = () si ha
m(EUF) >m(E)+mnm(F)

Se le misure esterne di E o F sono infinite la tesi della prima disuguaglianza é& verificata.
Siano percio reali le due misure esterne. Per € > 0 siano A e B due aperti, con £ C A e
F C B, tali che

m(A)<m(E)+e m(B)<m(F)+e
d’altra parte, per il lemma V.2,
MEUF)<m(AUB)<m(A)+m(B)<m(E)+m(F)+ 2,

dall’arbitrarieta di ¢, la tesi.
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In maniera analoga usando il lemma successivo a quello di cui sopra, si perviene alla seconda
diseguaglianza: fissato € > 0 esistono K e L compatti taliche K C Fe L C F

m(E)<m(K)+e m(F)<m(L)+e
da cui
m(EFUF)>m(KUL)>m(K)+m(L)>m(F)+m(F)— 2

per larbitrarieta di € la tesi.

Siano ora gli insiemi F ed F' misurabili e disgiunti, allora
MEUF)<m(E)+m(F)<m(FEUF)

mam(EUF)<m(EUF) percid
mMFEUF)=m(FUF)=m(E)+m(F)

In particolare se A ¢ un aperto e K & un compatto contenuto in A, AA\K = ANR"\K ¢ un
aperto e perciod ¢ misurabile, posto F = K ¢ F' = A\K si ricava

m(A)=m(FUF)=m(K)+m(A\K)
cioé¢ m (A\K) =m (A) — m (K). Ne deriva che:

Un insieme E ¢ misurabile se e solo se per ogni € > 0 esistono un aperto A e un compatto
K tali che

KCE C A
m(A\K) < e
Per induzione si prova il seguente
Sia dato un numero finito di insiemi misurabili a due a due disgiunti, F1, ..., E,,. Allora, la

loro unione ¢ misurabile e si ha

3

Dati due insiemi misurabili E ed F, anche EUF, ENF, E\F sono misurabili.

Vediamo anzitutto che E\F' & misurabile. Sia ¢ > 0 e siano A e A’ due aperti e K e K’ due
compatti, con

KCECA K CFCA
e tali che

m(A\K) <

m(A\K') <

[ ST RGN RO

Se si pone B = A\K' = AN (R"\K') e L = K\A' = KN (R™\A’) si ha subito che B & un
aperto, L & un compatto e inoltre & banale verificare che

LCE\FCB

(se x € L allora appartiene a K ma non ad A’, cioé appartiene a £ ma non a F; se x € E\F
allora appartiene ad A ma non a F cioé non a K’). D’altra parte B\L ¢ aperto e vale

B\L C (A\K) U (A\K")
poiché indicando il complementare di un insieme D con CD
B\L=(ANCK')NC(KNCA")=(ANCK')NC(C(CK)NCA)
per la legge di De Morgan si ha CDNCG =C (D UQG), percio
B\L = (ANCK'")N(CKUA")=An{CK'N(CKUA")} =
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= AN{(CK'NCK)U(CK'NA)}=(ANCK'NCK)U(ANA'NCK') C
C (ANCK)U(A'NCK') = (A\K) U (A"\K")
da cui, essendo (A\K), (A’\K') aperti,
m(B\L) <m(A\K) + (A\K') <¢

da cui E\F & misurabile.
Ora, E\ (E\F)=EN(C(ENCF))=EN(CEUF)=0UENF =ENF, in definitiva

ENF =E\ (E\F)

per cui, se E ed F sono misurabili, tale & E\F' e percio E\ (E\F) da cui la tesi.
Infine, (EN F)U(E\F)U(F\E) = EUF che percio ¢ misurabile per il corollario precedente,
(c.v.d.) essendo ENF, E\F e F\E misurabili e disgiunti a due a due.

Osservazione V.3 Nelle ipotesi del teorema precedente, si noti che dal corollario segue anche
m(EUF)=m(ENF)+m(E\F)+m(F\E)
d’altra parte E = (ENF)U(E\F)e F=(ENF)U (F\E) e ancora dal corollario

m(E) = m(ENF)+m(E\F)
m(F) = m(ENF)+m(F\E)

sommando

m(E)+m(F)=2m(ENF)+m(E\F)+m(F\E)
ricordando la relazione precedente si conclude, per ogni coppia di insiemi misurabili,

m(E)+m((F)=m(ENF)+m(EUF)

V.2 Additivita e subadditivita numerabile della misura di Lebesgue

V.2.1 Stime per la misura interna ed esterna di famiglie numerabili

Unione di

una famiglia : P : P . 5 . . .
numerabile Adesso vogliamo estendere i risultati delle sezioni precedenti a un’infinita numerabile di

di aperti sottoinsiemi di R™. Poniamo, dunque, il seguente

Lemma V.6  Sia data una famiglia numerabile di insiemi aperti F = {A; |i € Ny} e sia

A= GAZ
i=1

allora
m(4) <> m(4))
i=1

se poi si ha A; C A;y1 per ogni i € Ny allora
m(A) = lim m(4;).

1—00

Dimostrazione A ¢ un aperto ed ¢ percio misurabile. Sia Y un plurirettangolo contenuto in A, allora Y ¢ un
compatto e F un ricoprimento aperto di Y. Percio, teorema di caratterizzazione degli spazi
compatti, esiste una sottofamiglia finita di F che ricopre tutto Y, cio¢, a meno di rinominare
gli insiemi, esiste un intero j € N talché

=1
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allora

m(Y) <Y m(4) <) m(4)

i—1 i=1
essendo l'ultima una serie a termini non negativi. La disuguaglianza & valida per ogni
plurirettangolo contenuto in A, percio, per minimalita del sup si ha

m (A) <> m(4)
i=1

Sia ora A; C A; 41 per ogni i € Ny, si ha subito
Y CA;
da cui

m (V) <m(A4;) < sup m(4;)
1€Np

percio, essendo {m (A;)},y, una successione reale monotona crescente,
0

m(A) < supm(A;) = lim m(4;)
1€Ng e

Del resto, per ogni intero ¢ A; C A da cui m(A;) <m(A) passando al sup

m(A) > supm(A;) = lim m(4;)
1€Ng 1o

in definitiva,

m(A) = lim m (A;)

11— 00

Passiamo ora all’estensione per misura interna ed esterna

Sia data una famiglia numerabile di insiemi in R", F = {E;|i € Ny} e sia

i=1
allora
m(E) <) m(E).
Se gli insiemi sono a due a due disgiunti, vale

m(E) > Zm(Ei)-

Se il secondo membro della prima disuguaglianza ¢ infinito, non c’¢ nulla da dimostrare.
Supponiamo allora che ogni insieme F; sia limitato. Sia € > 0 e per ogni intero 7 € Ny sia A;
un aperto che contiene F; e tale che
€
2i
avendo posto & = 27%. Posto A = |7~ A4;, risulta E C A da cui m (E) < m(A). Dal lemma
precedente

m(4;) <™ (E;) +¢ =m(E;) +

cioe
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per larbitrarieta di € la prima disuguaglianza ¢ dimostrata.
Per cio che riguarda la seconda, si ha che, per ogni intero k € Ny

cio vale per ogni k, passando al limite per kK — oo, si ha la tesi.

Sia data una famiglia numerabile di insiemi in R", F = {E; |i € Ny } ove sia, per ogni intero
i, E; C E;41, allora, posto

i=1
si ha
m(F) = lim m (F;).

1—00

Fissato € > 0, per ogni intero ¢ € Ny sia A; un aperto che contiene F; e tale che

m (4;) <m(E;) + %

Per k € Ny, poniamo poi By = Ulf A;. Mostriamo per induzione che
k

m (By,) <m(Ek)+eZ%

La disuguaglianza é certo vera per k = 1. Veniamo al passo induttivo, sia cioé vera per k > 1.
Allora, poiché Bj4+1 = B U Ag41, si ham (Bk+1) =m (Bk) +m (Ak’+1) —m (Bk N Ak+1)

_ €
m(Bk_H) < m(Bk) +m(Egs1) + P ==t m(Bk N Aga1)
ma Ej, C A, C Bre E C Epp1 C Appidacui By € ByNAgp e —m (B N Apyq) < —m (Ey)
b 1 € i 1
m(3k+1)<ﬁ(Ek)+€Z§+ﬁ(Ek+1)+W— m (Ey) =m (Eyt1) + ZQ—
i=1 =

D’altra parte,
"1
m (By) < ™ (Ey) + 22— m (Ey) + ¢,
posto B = J;° B si hache EC B e
m(E) <m(B) = kli_)n(r)lom(Bk) < kli_)n;oﬁ(Ek) +e

per Varbitrarieta di € > 0 si ha m (F) < limy_,0o T (Ey).
Poi, Ey, C E, percio m (Ey) < m (F), passando al limite per k — oo (che ricordiamo esiste
in quanto si tratta di una successione crescente)

lim T (Ey) < (E)

infine, limy o W (Fy) = m (E).

V.2.2 | teoremi di additivita e subadditivita numerabile della misura

Nel caso in cui gli insiemi di cui al paragrafo precedente siano misurabili, si hanno i due
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seguenti teoremi fondamntali.

Il teorema
di additivita  gjy o1 la famiglia F di insiemi a due a due disgiunti di R” tale che per ogni E; € F E;
¢ misurabile. Sia E l'unione degli insiemi appartenenti a F. Sia E limitato di modo che

m(E) < +o0. Siha

=]
=
IA
NE
=]
E
|
2 1™
5
™

=]
El
vV
M2
IE

Zm
percid m(E) > m(FE), ma m(F) < m(E), sicché F & misurabile. Ma allora m(E) =
Yoo m(E;). Cioe si ha il

Teorema V-2 . . . . . . . . . . 7. . . .
(additivita ~ Sia F = {F; |i € Ng } una famiglia numerabile di insiemi misurabili a due a due disgiunti.

numerabile g;, P — Ui=, E; e si supponga m (E;) < +o0, allora E ¢ misurabile e

della misura)
oo
E)=) m(E;
i=1

Il teorema di

subadditivitd g yiene meno l'ipotesi della disgiunzione degli insiemi F;, sussiste comunque il seguente

Teorema V.3 oo
(subadditivita  Sia F = {E;|i € Ng} una famiglia numerabile di insiemi misurabili. Sia E = |J,_, E; e si
numerabile — N . N
supponga m (E;) < 400, allora E é misurabile e

della misura)
E) <Y m(E)
=1

Se poi, per ogni intero i, E; C F;1 si ha
m(E) = lim m(E;)

1—00

Dimostrazione Costruiamo la seguente famiglia numerabile di insiemi

Fi=F;
Fip1=Eia\F;, i>1

di modo che ciascun insieme ¢ misurabile e inoltre gli F; sono a due a due disgiunti. Inoltre
per ogni intero ¢ si ha F; C E;, m (F;) < m (F;), per cui

Zm <Zm

D’altra parte E = Ul i, sicché per il teorema di additivita

SDINIGE oY
Per la seconda parte, abbiamo come gia dlmostrato,
m(E) = lim m (E;)
mam(F;) =m(E;) em(F) =m(F) sicché

(cv.d)) m (E) - lllglo m (El)

Alcuni esempi

Esempio V.1 Una famiglia di insiemi misurabili di misura nulla & essa stessa misurabile con misura nulla.
In particolare ogni insieme numerabile & una famiglia numerabile di punti, ciascuno avente
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misura nulla. Allora ogni insieme misurabile ha misura nulla. @Q ha misura nulla secondo
Lebesgue.

L’insieme dei numeri irrazionali compresi tra [0, 1], IN[0, 1], & misurabile e ha misura unitaria,
infatti

n[o,1] = (R\Q)NJ0,1] =[0,1]\Q
e percio

m(IN[0,1]) =1—m(Q) = 1.

L’insieme di Cantor si ottiene nel seguente modo: si aprte dall’intervallo [0, 1], si divide in
tre parti uguali e si toglie 'intervallo aperto centrale £y = (1/3,2/3), Il secondo passo consiste
nel dividere ciascuno degli intervalli rimasti in tre parti uguali e toglierne le parti centrali, cioé

Ey =(1/9,2/9)U (7/9,8/9)
Proseguendo il procedimento, al k-esimo passo si divide ognuno dei 2¥~1 intervalli rimasti in

tre parti uguali e se ne scartano le 2°~1 parti centrali. Ognuna delle parti eliminate ha misura
3% al k — 1-esimo passo viene tolto un insieme Fj, che misura

2k 1 1 /2\F
mr =55 =5(3)

poiché gli intervalli sono aperti e a due a due disgiunti, posto E = (J{° E; si ha che

S5 (3 ()

L’insieme compatto K = [07 1] \E, detto insieme di Cantor, ha percid misura nulla. Percio
Iinsieme di Cantor non contiene alcun intervallo e si puo mostrare che ha la potenza del
continuo e percid non ¢ numerabile.

V.3 Estensione della misurabilita

V.3.1 Misurabilita di insiemi di misura infinita

Abbiamo definito misurabili insiemi per i quali misura interna e misura esterna coincidono e
sono finite. Risulta pero utile avere una definizione di misurabilitd per insieme aventi misura
infinita. Si pone allora la seguente

Un insieme E C R"™ si dice misurabile se per ogni r > 0 Iinsieme E N B (0,r) é misurabile.
cioé se per ogni r > 0 vale

m(ENB(0,r))=m(ENB(,r)).

La nuova definizione ¢ una estensione della precedente, definizione V.5. Sia, infatti, E
misurabile secondo la definizione V.5, B (0,r) & misurabile per ogni r essendo un aperto,
sicché, teorema V.1, E N B (0,r) & misurabile percio

M(ENB(0,r) =m (EN B (0,r))

dunque E & misurabile rispetto anche all’ultima definizione che abbiamo dato. Diversamente
un insieme misura infinita misurabile secondo questa definizione, non lo sara rispetto alla
prima, perché la misura esterna risultera infinita. Assumiamo come definizione definitiva
quella data adesso.

Se E é misurabile, risulta

m(E)=m(E)= lim m(ENB(0,r))

T—00
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Sia L = lim,_,.o m (E N B (0,7)), tale limite esiste perché r — m (E N B (0,r)) & una funzione
crescente. Per ogni r > 0, esiste un compatto K, C EN B (0,r) tale che
1
m(K,) >m(ENB(0,r)) — -
r
poiché K, C F, risulta pure
1
m(E) >m(K,) >m(ENB(0,r)) — -
r
da cui, passando al limite per » — o0, si ha
m(E)>L
D’altra parte possiamo scrivere

E=J(EnB(0,4))
ieN
percio, essendo E; C F;, 1,
m(E)= lim m(EFNB(0,i) =L

dove l'ultima eguaglianza segue dal teorema di collegamento, infine, avendo m (E) <m (E) =
L

m(E)=m(E)=L

Osserviamo che se un insieme & misurabile anche secondo la nuova definizione risulta m (F) =
m(F).

Il teorema V.1 continua a valere anche secondo la nuova definizione di misurabilita, si ha
infatti che

(EUF)NB(0,r) = (ENB(0,r)\(FnB(0,r)
(ENF)NB(0,r) = (ENB(0,r)n(FNB(0,7r)
(E\F)NB(0,r) = (ENB(0,7)\(FNB,r)

quindi se F ed F' sono misurabili lo saranno anche la loro unione, intersezione e differenza.
Anche i teoremi di additivita e subadditivita restano inalterati:

Sia F = {E; |i € No } una famiglia numerabile di insiemi misurabili e sia E = | J;-, E;.Allora
E é misurabile e

i=1
Se gli insiemi della famiglia sono a due a due disgiunti, allora
i=1
Se poi, per ogni intero i, F; C F;1 si ha
m(E) = lim m(E;).

11— 00

L’insieme E é misurabile. Per vederlo, scriviamo

EmB(o,r)zB(o,r)m[jEi:G(EmB(O,r)),

cioe EN B (0,r) & 'unione numerabile di insiemi limitati misurabili, percid & misurabile per
ogni r > 0, dunque

m(ENB(0,r)=m(ENB(0,r))

e anche E ¢ misurabile.
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Dalla proposizione precedente si ha che m (E) = m (F) = lim,_,,o m (E N B (0,7)), percio,
si ha subito dalla proposizione V.5

percio, usando la disuguaglianza precedente, si ha
oo

m(E) =Y m(E)
i=1

Resta da mostrare 'ultima eguaglianza, ma essa discende direttamente dalla proposizione V.6:

vt m (E) =m(E) = lim m(E;) = lim m (E;).

Osservazione V.4  Nella prossima sottosezione ci servira il seguente risultato. Sia F = {F; |i € Ny } una famiglia
decrescente di insiemi misurabili. Vogliamo studiare

i=1
notiamo che, posto E; = Fy — F; ed E = J;2, E; C Fy siha

P\E=FNCE=Fn()CE
i=1
ma CEl =C (Fl ﬂCFl) = CFl U Fi da cui

o0 o0 (o] o0
P\E=FRn()(CRUF)=FnN (CFluﬂE;> =0uRn(FE=(F
i=1 i=1 i=1 i=1
se mostriamo che E & misurabile abbiamo che F' ¢ misurabile. Notiamo che ciascun E; &
misurabile e

E; CEin
poiché se un punto non appartiene a F; non appartiene a F;y;. Ma allora F & misurabile e
m(E) = Zli)xgom(El) =m(F)— Zlggm(ﬂ) )
infine, poiché E C F7,
m(F)=m(F;) —m(F)= lim m(F};).

71— 00

V.3.2 La misura nei prodotti cartesiani

Il primo risultato di questo paragrafo sara ridimostrato nell’ambito del teorema di Fubini-

Tonelli di cui ¢ un caso particolare.
Approssi-
mazione di 0 qideriamo un aperto qualsiasi A in uno spazio euclideo m-dimensionale. Dividiamo ogni

un aperto con 1o i aperto araisiast 4 pazlo Cuceiceo - jace. vIdiato 08

una famiglia asse coordinato in intervalli di ampiezza 1, otteniamo infiniti quadrati m-dimensionali che
di rettangoli . o1i0hlano lo spazio, definiamo Yj il plurirettangolo ottenuto dall’'unione di tutti i quadrati
che sono contenuti in A. Ripetiamo I'operazione raffinando la partizione infinita, rendendola
di ampiezza 1/2; e chiamando Y; l'unione dei nuovi quadrati contenuti in A. I quadrati che
gia appartenevano ad A essendo di lato 1 continueranno a farlo ora che sono suddivisi in 2™
parti. Procediamo per induzione e costruiamo cosl una successione di plurirettangoli tali che
Yi C Yiy1. I quadrati in Yy avranno lato 1/2%. Evidentemente Y = | J;—, Y sara contenuto
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in A, d’altra parte vale anche il viceversa. Prendiamo x € A, esiste un reale € > 0, tale che la
e-palla di centro x & tutta contenuta in A. Ora, per qualsiasi k, per 1'i-esimo asse coordinato,
sara possibile determinare un intero n; per cui
n; — 1 T;
gk STiSgk

scegliamo ora k = k per cui 2’3 > y/m/e (proprieta di Archimede). In questo modo otteniamo
un quadrato del reticolato al k passo che é tutto contenuto nella sfera che contiene x e che &
tutta contenuta in A:

€ n; —1 n;
—%<2—ESLL’1S§ < z;+
Allora x € Y, e percid appartiene a Y.
Dato un aperto si costruisce una successione crescente di plurirettangoli inclusi nell’aperto, la
cui unione infinita da I'aperto stesso.

€Tr; —

T

Preso un compatto K, possiamo agire allo stesso modo generando una successione di
plurirettangoli Z; tali che Z;11 C Z;, ove includiamo in Z; i quadrati che all’t-esimo passo
hanno un punto in comune con K. Vogliamo mostrare che K = ﬂ;’io Z;. Cominciamo col
prendere X € ﬂzo Z;, allora Vi € N x € Z;, sicché per ogni ¢ esiste un elemento di K, x; tale
che

Vm

20

siccome {x;} & a valori in un compatto ammette una sottosuccessione convergente a x € K
mappata da k; monotona crescente k; > 1,

1% —xi]| <

1% — x| < Y0

S oR
passando al limite per ¢ — oo, per la continuita della norma, si ha
[x—x|[=0

da cui X € K. Se x € K allora a ogni passo si trova un quadrato che contiene x, appartenendo
questo a K, tale quadrato verra incluso in Z;, percio, x € Z; Vi € N, la tesi.

Dato un compatto K ¢& possibile trovare una successione decrescente di plurirettangoli
contenenti il compatto, la cui intersezione infinita & il compatto stesso

Servendoci dei risultati discussi nei due paragrafi precedenti dimostriamo per passi il seguente

Siano E C R™ e F C R* due insiemi misurabili (indicheremo con m,, (E) e my (F) le
rispettive misure), allora E x ' C R"** ¢ misurabile e si ha

m, x(ExF)=m, (E) my(F)

Siano E ed F dei rettangoli, e poniamo
EF = 1 x...x1I,
F = I, x...x Iy,
allora
ExXF=I1 x...xIy,xInp11X...X Itk
E x F & un rettangolo di R"*, percio
n+k n n+k
M,k (BEx F) = [[m@) = (Hmm) : ( 11 m(Ii)> =m, (E) -my(F)
i=1 i=1 i=n+1
Siano ora E ed F plurirettangoli, percio, se I;, i € J,, 4 sono rettangoli,

E = LU..UIL,
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F = Im+1U...UIm+p
allora E x F & I'unione di nk rettangoli in R"**, cioe
ExF = (Ii XImp1)U...U[1 X Lyyp) U o U Ly X I;pg1) U oo U (I, X )
P p
m(ExF) = my(h)Y mg(Ini) +-oAmp (o) Y mg (Ing) =mop, (B)-my (F)
=1 =1

Vediamo che il teorema continua a valere per insiemi aperti e compatti. Siano A C R",
B C RF aperti. Sia {P;},cy una successione di plurirettangoli con P; C Py e Usg P = A
(che abbiamo costruito al primo paragrafo). Allora

 (4) = Jim (P
Analogamente la successione {Q;},.y per I'aperto B, allora
my (B) = ili“&mk (Qi)
Posto R; = P; X ); si ha che R; C R;11 e che, come ¢ ovvio, U;ﬁo R; = A x B, percio
My (AX B) = lim my (B x Q) = lim (my, (F) -my (@) = lim m, (F) - lim my (Q;)
= my (A) -my(B)
Siano ora K C R™ e L C R¥ due compatti. Sia {P;},.y una successione di plurirettangoli

con Py C P, e (),2g P, = K (che abbiamo costruito al primo paragrafo). Allora, per
I’osservazione di cui alla chiusura della sottosezione precedente,

m, (K)= lim m, (P;)
11— 00
Analogamente la successione {Q;},y per il compatto L, allora
1—00
Posto R; = P; x @, esso & compatto e si ha che R;11 C R; e che ﬂfio R; = K x L, percio
My (KX L) = lim mop o (Ry) = lim (m, (B7) -my, (@) = my, (K) -my, (L)
Siano, infine, £ ed F' due insiemi misurabili. Dalla definizione di insieme misurabile segue

che ¢ possibile trovare una famiglia di aperti A4; le cui misure convergano alla misura (esterna)
di F (successione minimizzante) contenenti F e tale che

m, (4;) — m, (£),
analogamente per F' troviamo una famiglia di aperti B; contenenti F' per cui
my (B;) — my (F),
allora, siccome E' x F' C A; x B; si ha
Mk (EXF) <mpik (A; X B;) =m,, (4;) myg (B;)
per cui passando al limite
M, (E X F) <, (F)my (F)
ragionando allo stesso modo coi compatti (e usando successioni massimizzanti), si ricava
m, (B x F) > m, (E)m, (F)
nel caso F ed F' siano misurabili
Mk (Ex F) <m, (E)my (F) <m, . (ExF)
da cui, dovendo valere M, (E x F') > m, ,, (E x F), si ricava E x F' misurabile e
Mok (B X F)=m, (E) my (F)

Si osservi che se E ed F' non sono misurabili si & comunque trovato

My (E X F) < m,(E)mg(F)
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m,,, (ExF) > m,(E)m,(F)

La seconda ¢, in realta un’eguaglianza. Dimostriamolo. Consideriamo ¥ compatto contenuto
in £ x F. Sia H la proiezione di ¥ su R"”,

H = proj, (%) = {xeR"HyeRk,(xy) GZ}

sia inoltre K = proj (), proiezione di ¥ su R*. H e K sono compatti. Infatti, sia {x,} C H,
allora esiste {y,} tale che {(x,,y.)} C X, siccome X & compatto, esiste una sottosuccessione
mappata da k,, che converge al punto (x,y) € ¥, per cui, siccome per x €R" esiste y € R”
di modo che (x,y) € 3, si ha che x € H, e allora x;, — x € H, da cui la compattezza della
proiezione di un compatto. Ora, si ha H C EF e K C F e poiché ¥ C H x K si ottiene

My (8) Smop (H X K) =my, (H)my, (K) <m, (E)y, (F)
il che & valido per ogni compatto, passando al sup, per la sua minimalita,
m, (E) <m, (E)m, (F)
dalla disuguaglianza precedente, infine
m, ., (E) =m, (E)my;, (F)

Vale anche un’altra disuguaglianza che diverra poi utile:

Siano E C R™ e F C RF allora
m,, (B)my, (F) <My (B X F)

Se la misura esterna del prodotto cartesiano ¢ infinita, il problema non si pone. Allora,
supponiamo My, 1 (E X F) < 400. Prendiamo C' un compatto contenuto in F e fissato € > 0
sia A un aperto contenente ' x F' tale che

Moy (A) <M (B X F) +¢

Poniamo B = {x € R"|{x} x C C A}. Sia x € B, allora per ogni y € C, (x,y) € A. Se
x € E,perogniy € C, (x,y) € ExC C ExXxF C A, allora (x,y) € B x C e per ogni
z € C, (x,z) € A, dunque B x C C A. Ora, per ogni x € B il segmento {x} x C & compatto.
Consideriamo d (§,R™\A), con £ € {x} x C. Essa ¢ positiva e definita su un compatto percio
ammette minimo positivo 2dx. Preso di nuovo x, dx & tale che per ogni y, B ((x,y),dx) C A.
Dunque, se X € B (x,0x) per ogniy € C, (X,y) € B((x,y),0x) C A, percio X € Be B ¢
aperto.

Allora

M4k (A) > Mppp (B x C)=m, (B)my (C) >m(E)my (C)
Percio
My 4k (E X F) >E(E)mk(c) —€

dallarbitrarieta di ¢ > 0 si ha M, (E x F) > m(F)myg (C) che resta valida per ogni
compatto C' contenuto in F', per minimalita del sup si ha

My (B X F) >m (E) -m (F)

Evidentemente, nelle ipotesi della proposizione, dovra valere
m, (E) T (F) < o (E x F)

confrontando questa con le

W, (B)my (F) < Woex (B x F)
My x(ExF) < m,(E)m(F)
mn-{-k’ (E X F) = mn (E) mk’ (F)

si ha, se per esempio F' & misurabile, combinando la prima e la seconda disuguaglianza del
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secondo gruppo,
m, (E)myg (F) <M, (F x F) <m, (E)my (F)

cioé M4 (E x F) =1, (E) my (F).
Se F' = (a,b) allora, posto

si ricava

W (BY) = 0, (B) (b a) =W (BY)

Wy (Efi) = m,(E)(b—a)=m,, (Eg)
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VI.1 L’integrale di Lebesgue

VI.1.1 L'integrale delle funzioni semplici

Dato E C R™ si definisce funzione caratteristica di F, la funzione a valori reali

1 xeFk
w={ g Toh

Per definire I'integrale & necessario porre prima la seguente

Si dice funzione semplice in R™ una combinazione lineare di funzioni caratteristiche di insiemi
FE; misurabili e limitati di R"™ a due a due disgiunti,

m

0 (x) =) Aixp, (%)
i=1
Se ¢ ¢ una funzione semplice, la quantita
¢ (x) dx = \;m (E;
[ 060 tx =3 Am (@)

si definisce integrale di ¢.

Una funzione semplice si pud scrivere in pitt modi come combinazione lineare di funzioni
caratteristiche, percido dobbiamo mostrare che il valore dell’integrale ¢ indipendente dalla
decomposizione di ¢. Cominciamo con Iimporre che ogni coefficiente della combinazione
lineare sia diverso da 0, altrimenti togliamo 'insieme corrispondente e l'integrale non cambia.
Ora, valgano

m

p(x) = Z&‘XE,., (x)

p
> mixr, (%)
=1

con gli E; e gli F; limitati, misurabili e a due a due disgiunti. Fissiamo un punto x dello spazio
reale. Tale punto potra appartenere al piu a uno degli F; (essendo essi disgiunti). Se non
esiste alcun indice ¢ per cui x € E; allora ¢ (x) = 0, d’altra parte (ancora poiché gli insiemi
sono disgiunti e abbiamo imposto A; e p; diversi da 0) varra pure il viceversa e cosi x non
apparterra a nessuno degli F;. D’altra parte, se esiste (ed & in tal caso unico, si & detto) un
indice 7 per cui x € E, allora esiste pure un unico indice k tale che x € Fy. Percio x € E;N Fj,

<
N
I
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e a nessun altro degli E; e F. In tal caso vale anche \; = pj. Infine,

P

E; = U(Eka)
k=1
m

F, = (JEnF)

s
Il
_

e scriviamo FE; e F}, come unioni finite e disgiunte di misurabili. Per tutto quanto detto,

XE; (x) = ZXEka (%)
k=1

XFy, (x) = ZXEka (%)
i=1

si potra scrivere

Quindi,

)\ﬂll(Ez N Fk)

Sam(E) = 3ox Y mEn£) -3
i=1 k= i
IRICAE WIS WACLTARDS
k=1 i

ma non appena E; N Fy, # () e cioé m (E; N F}) # 0, come detto prima, \; = pu, percio le due
espressioni sono uguali e 'integrale non dipende dalla decomposizione.

pe (B O Fy)

Proprieta
dell’integrale . . .. . . ..
delle fun%ioni Siano ora ¢ e v due funzioni semplici, consideriamono la somma o = ¢ + . Cominciamo col

semplici vedere che o ¢ semplice. Siano

m

Z i Xg, (%)

v(x) = ZMkXFk (x)

<
LS
[

avremo, un po’ laboriosamente, analogamente per F; e F},

P p
E; = U (Ei N Fy) U U (Ei\Fk) = X, —Z(XEka‘f'XEi\Fk)
k=1 k=1 k=1
mp
o(x) = Z Z AiXgnr, (X) + Z Z iXE\Fy, (X)
i=1 k=1 i=1 k=1
p m
Y(x) = Z ZMkXE e, (%) + Z ZMkXFk\Ei (x)
k=11i=1 =11i=1

La famiglia di insiemi {E; N Fy; F;\Fy; Fi,\E;} & ovviamente formata da insiemi disgiunti
limitati e misurabili. Su tale famiglia si puo scrivere o che percio risultera semplice.

= Z Z (Ni + 1) X, (%) + Z Z AiXgap, (%) + Z ZMkXFk\E,- (x)

i=1 k=1 i=1 k=1 k=11i=1
percio Uintegrale di o varra

/no(x)dx = > > Nitm)m(BinF)+ > Y ANm(BAF) + > > mm(F\E;) =

i=1 k=1 i=1 k=1 k=11=1
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m P m

= ZZA (Bi NV Fy) +m (BA\FL)) + > >y (m (B N Fy) +m (F\E;)) =

=1 k=1 k=1 1i=1

m p
= Y x| (@0 F)U(E\R)) —l—z,ukm
i= k=1

6 (B N Fy) U (B:\Fy))

= ;)\im(Ei)-l-’;ﬂkm(Fk):/anﬁ(x) dx+ an/)(x) dx

Banale ¢ invece vedere che se ¥ & semplice e ¢ € R allora ci) & semplice e il suo integrale &
¢ volte l'integrale di 1. Abbiamo allora che 'insieme delle funzioni semplici che denoteremo
con S ¢ un R-spazio vettoriale.
Facilmente si ha che se ¢ & semplice, tale & |¢|. Inoltre, se anche ¢ & semplice e risulta ¢ < 9,
si trova
¢ (x)dx < [ 1(x)dx

]Rn ]Rn
Dimostriamolo. Adottiamo le scritture usate per la discussione della somma di funzioni
semplici, ed eliminiamo i domini su cui i coefficienti sono nulli. Ora, se x € E; e x ¢ F},
per qualche i e per tutti i k, allora deve essere \; = ¢ (x) < 0 poiché ¢ (x) = 0. Al contrario
se x ¢ incluso in un F}j, ma in nessuno degli F;, allora p;, > 0. Percio si ha

o(x) = ZZ)\zXEka ZZ)VXEAF;C

i=1 k=1 i=1 k=1
p m P m

Y(x) = ZZMkXE nF; "‘Z X\ E; (
k=1 i=1 k=1 i=1

dove i secondi addendi sono, rispettivamente, negativo e positivo.Inoltre, non appena F; N F,
Ai < iy Se ne ricava

m P

p(x)dx < D N ANm(ENF) <Y D mm(BENF) <Y > (m(ENF)+m(FB\E))

R i=1 k=1 k=1 i=1 k=1 i=1
= ¥ (x) dx
R’n,
Siccome ¢ < |¢@| si ha che

o ax< [ Jo)|ax

Procedendo a decomporre come prima, si mostra che se ¢ e ¢ sono semplici, allora sono
semplici anche max (¢,1)) e min (¢,). Da cui sono semplici ¢* e ¢ .

VI.1.2 Integrale per funzioni qualsiasi

Siamo finalmente in grado di passare alla definizione di integrale per funzioni reali qualsiasi
definite in R”. Sia f (x), x €R", una funzione limitata e nulla fuori da un compatto (o,
come si dice, a supporto compatto), allora indichiamo con S* (f) la famiglia delle funzioni
semplici che maggiorano la f e con S~ (f) la famiglia di funzioni semplici che sono inferiori
alla f, cioe

ST(f) {peSlop(x) = f(x),xeR"}
S (f) = {veSWPx) <f(x),xeR"}

I due insiemi sono chiaramente non vuoti, sia infatti K il compatto al di fuori del quale la
funzione si annulla. Siccome f ¢ limitata, sara |f (x)] < M € R, allora

—M xg (x) < f (%) < M xg (x)

Sia f : R™ — R limitata e nulla fuori da un compatto. Definiamo integrale superiore della f
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7fdxzinf{/¢dx\¢es+(f)}
[rax=s{ [vaxioes i}

La funzione f si dira sommabile secondo Lebesgue se il suo integrale superiore coincide con
quello inferiore. In tal caso il valore comune si chiama integrale della funzione

7fdx—1fdx_ Rnfdx

Vediamo che 'integrale superiore & maggiore o eguale di quello inferiore: & immediato che se
peST(f) et €S (f) allora ¢ > 1) e cio vale per gli integrali. Fissiamo ora & > 0, troviamo

6 € S* (f) per cui
7fdx+€>/qbdx2/wdx

per ogni ¥ € S~ (f), allora, per minimalita del sup si ha

7fdx+62/fdx
7fdx>/fdx

la quantita

e integrale inferiore

per larbitrarieta di € si conclude

Valgono le seguenti due

Condizione necessaria e sufficiente affinché la funzione f (x), limitata e a supporto compatto,
sia sommabile, ¢ che esistano due successioni di funzioni semplici {¢,} € ST (f) e {} C
S (f) tali che

lim [ (¢ —¢y) dx =0

k—oo

In tal caso esistono i limiti delle successioni degli integrali di ¢;, e 1;, e si ha

klim /¢kdx=klim /wkdXZ/fdx

Sia f integrabile allora esistono e coincidono

inf{/¢dx|¢es+(f)}:sup{/dfdxwes—(f)}

in ciascuno dei due insiemi ¢ allora possibile costruire una successione {ay}, rispettivamente
minimazzante e massimizzante, che converga, rispettivamente, a inf e sup. Siccome per ogni
k, ap appartiene, ad esempio, all’insieme { f pdx|p e ST( f)} esiste ¢, successione a valori

in ST tale che risulti [ ¢, dx = a, — Tf dx.

Veniamo al viceversa,
/ fdx < / @ dx

lfdx <~ [undx
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7fdx_1de§/(¢k—¢k)dX—>0

da cui si ha che f & sommabile. Ora, per ogni € > 0 esiste v per cui se k > v

’/(st — 1) dx :/¢kdx—/¢kdx<5
/¢kdx—/fdx§/d)kdx—/wkdx<s

da cui si perviene immediatamente alla tesi.

sicché

Condizione necessaria e sufficiente affinché la funzione f (x), limitata e a supporto compatto,
sia sommabile, & per ogni € > 0 esistano ¢ C ST (f) ety C S~ (f) tali che

[ ax<c

Si potrebbe utilizzare la proposizione precedente e concludere in fretta. Ma & istruttivo
ragionare daccapo. Sia f sommabile allora dalla coincidenza di sup e inf delle funzioni semplici
minoranti e maggioranti, si ha, fissato € > 0, per una maggiorante ¢ e una minorante

/f(x)+ > /d)dx
[1-5 < [vix

/gbdxf/qux:/(gzﬁ—q/)) dx < e

| D™

per cui

Viceversa, essendo

\
——
=
8 o
" »
IA IN

| —
\ \e\
s R
=y
»

si ricava

7fdx—1fdx§/(¢—¢) dx < ¢

per ogni € > 0. Dall’arbitrarieta di € si conclude.

Comiciamo col vedere che se f ¢ sommabile, tali sono anche f* = max{f,0} e f~ =
—min {f,0}. Notiamo che se ¢ < ¢ allora risulta

T =max{¢,0} < max{¢,0} =¢"
—¢~ =min{y,0} < min{¢,0} =—¢~
percid o7 — T >0e ¢ —9y <O.
Siccome f ¢ integrabile, siano {¢.} € ST (f) e {1} € S~ (f) come nella prima proposizione,
percio ¢, > 1, e, siccome ¢ = ¢t — ¢, siha
o —VF =+ by — U — Uy =¢k—¢k+(¢z—w;§)

essendo ’addendo tra parentesi negativo, si ha

oF — U < b — Yy,
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ne deriva che
/(sz__w:) dxﬁ/(fﬁk_?/’k) dx — 0

Essendo ¢ e 9" funzioni semplici, valendo f < ¢ € V¥, < f si ha, per quanto detto prima,
fr< ¢$ e 1/)2' < f7, si puo allora usare la proposizione VI.1 e concludere che f* & sommabile.
Analogamente si procede per f7, si ha f~ < ., ¢ < f7 e (;S;F > 1/1:,7 per cui
{pycst(f)elo S ()

Yy — O =k =V — by + b= b — Uy + (VF — b)) < — Uy

e, dalla proposizione VI.1 si ottiene la tesi essendo

[ @i =00y ax< [ (o= dx—o

Passiamo a vedere che se f e g sono integrabili, allora la loro somma ¢ integrabile. Siano

{64} S (f), {04} CS(F) e {v} €S (9), {64} C S~ (g), imoltre
/(m—m) ix — 0

[on-aax — o

Usiamo ancora le proprieta delle funzioni semplici e dei loro integrali, abbiamo che {¢;, + v, } C
ST (f+9), {¢p +0} CS (f +g), inoltre

/(¢k+’7k—¢k—5k) dXZ/(d)k—wk) dx—l—/(vk—ék) dx — 0

sicché dalla proposizione VI.1 si ha la tesi. D’altra parte, sempre in forza della detta
proposizione si ha

/(f—l—g) dx:klim /(¢k+fyk) dx:klim /¢kdx+klim /'yk,dX:/fdx—l—/gdx

Se f ¢ sommabile, tali sono f e f~ percio anche |f| = f* + f~ & sommabile.
Se ¢ € R e f & sommabile allora, usando di nuovo la proposizione VI.1, si trova che cf &

sommabile e che
/c~f(x) dx=c/fdx

da cui si ha che lo spazio delle funzioni sommabili ¢ uno spazio vettoriale e che 'operatore di
integrazione, definito in tale spazio, € lineare.

Se f & una funzione sommabile non negativa, allora il suo integrale & non negativo. Infatti,
sia {¢,} C ST (f) si ha ¢, > 0 e con cid

/qﬁkdeO

passando al limite, che esiste ed & 'integrale di f,

/fdx:klln;o/¢kdx20
) <g(

Da questo si ricava che se f (x) < g (x) allora

/fdxg/gdx

Percio, essendo — | f (x)| < f (x) < |f (x)] si ricava

‘/fdxs/fldx

Riassumendo

Siano f e g due funzioni limitate a supporto compatto e sommabili, allora f*, f~, |f], f+g
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e, se c € R, c¢f sono sommabili. Inoltre,

/(f+g)dx = /fdx+/gdx
/c'f(x)dx = c/fdx

se poi f < g allora

infine,

L’unica differenza che si ha nelle definizioni di integrale secondo Lebesgue e secondo Riemann
riguarda le funzioni semplici. Mentre per Lebesgue possiamo usare insiemi misurabili qualsiasi,
con Riemann siamo costretti a riferirci ai soli intervalli.

Indichiamo con S la classe delle funzioni semplici secondo Lebesgue, e con S’ la classe delle
funzioni semplici elementari, cioé aventi per base solo intervalli. Vale ovviamente

S'cCS
Percio se f & limitata e a supporto compatto
SL(HSST(),sL(Hcs ()

da cui

sup{/wdxweS'(f)}gsup{/wxww—(f)} ginf{/¢dx|¢es+(f)} ginf{/¢dx|¢e

da cui se una funzione ¢ integrabile secondo Riemann, ¢ sommabile per Lebesgue. In particolare
Iintegrale di Lebesgue & un’estensione dell’integrale di Riemann e tutti i risultati ottenuti nella
teoria di Lebesgue (integrabilita di funzioni monotone o continue e teorema fondamentale del
calcolo) restano validi.

V1.2 Funzioni misurabili

VI1.2.1 Definizione di funzione misurabile

Comiciamo a considerare funzioni f : R” — R= RU{+00, —o0} e poniamo la seguente

Sia f : R” — R, diremo che f ¢ misurabile se per ogni t € R I'insieme
Fo={xeR"|f(x) >t}
é misurabile.

Si vede subito che se f & continua allora & misurabile. Infatti, F} & la controimmagine secondo
f di un aperto e percio ¢ aperto e quindi misurabile.
La scelta di F; fatta nella definizione non & 'unica possibile, vale la seguente

Le seguenti proprieta sono equivalenti:
(i) F{ = {x e R"|f (x) <t} ¢ misurabile per ogni t € R;

(ii) F}' = {x e R"|f (x) < t} é misurabile per ogni t € R;
(iii) F/” = {x e R"|f (x) >t} é misurabile per ogni t € R;
)

(iv) f (x) é misurabile.
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Cominciamo col vedere che (iv) implica (i). Abbiamo che F} & misurabile e che
F/ =R™F,

ma lo spazio R™ & misurabile essendo ogni palla aperta e percio misurabile. Differenza di
misurabili & misurabile, percido F} & misurabile.
Adesso vediamo che (i) implica (ii). F}’' & misurabile come unione infinita di misurabili

Ft// = U Ftlfl/k:
k=1

Infine, (ii)=-(iii), infatti
Ft/// — R’IL\Ft//

(c.v.d.)
VI1.2.2 Proprieta delle funzioni misurabili
Osservazioni
Su“fnif;ﬁ‘rﬂgﬁ; Stabiliamo il seguente

Lemma VI.1  Se f(x) e g(x) sono due funzioni misurabili, I'insieme
E={xeR"[f(x)>g(x)}

¢ misurabile.

Dimostrazione  Sia x € F, allora risulta f (x) > ¢ (x) ed esistera un razionale r per cui
f)>r>g(x)
da cui
E=|JFnG)
reQ
(c.v.d.) poiché Q é numerabile, F,. e GI sono misurabili, £ ¢ misurabile.
Indichiamo con M la classe delle funzioni misurabili. Vale il seguente
Teorema VI.1

(proprietadelle  Valgono le seguenti proprieta
funzioni

misurabili) (i)sefeMeceRallora f+cecf e M;
(ii) se f,g € M allora f + g e fg sono misurabili;
(iii) se {fx}ren € M allora le funzioni

M (x) = sup fe(x), m (x) = inf fi (x)

sono misurabili;
(iv) se {fr}pen S M e fix (x) < fry1 (x) per ogni x, allora la funzione
f ) = Jim i (x)
& misurabile;

(v) se { fr}ren € M le funzioni

fe) = tmsup fi(x)
g0 = liminf fi (x)

sono misurabili.

Dimostrazione
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Vediamo la (i). Per ogni reale ¢ € R linsieme F;, = {x € R"|f(x) >t} ¢ misurabile,
percio ¢ misurabile I'insieme Fy/. = {x € R" |cf (x) > ¢} per ogni t. Da cui cf & misurabile.
Considerando F;_. si ottiene che f + ¢ ¢ misurabile.

Vediamo (ii). Si ha

{(xeR"[f(x)+g(x) >t} ={xeR"[f(x)>1-g(x)}

per (i) e per il lemma quest’ultimo & misurabile per cui f + g € M.
Ora mostriamo che f2 ¢ misurabile: se t > 0

{xeR"\fZ(x)>t}:{xeR” f(x)>\/1_f}U{x6R” f(x)<—\/7_f}

che ¢ un insieme misurabile. Se ¢ < 0 allora U'insieme diviene R™. In ogni caso si avra
misurabilita e percio f2 € M. D’altra parte per questo e per i punti precedenti fg & misurabile
essendo

fo=7(f 497 -~ 9

Veniamo a (iii). Per ogni ¢

o0
{xeR"|Mx)>t}= U {xeR"|fi(x) >t}
k=1
se un punto appartiene al primo insieme, per le proprieta del sup, dovra esistere un indice k
per cui fi (x) >t e allora il punto apparterra al secondo insieme. Se un punto appartiene al
secondo insieme, ovviamente apparterra al primo. Il secondo insieme ¢ I'unione numerabile di
insiemi misurabili, percio & misurabile. Usando I'insieme
{xeR"|Im(x) <t}

si deduce in modo del tutto analogo la misurabilita di m (x).
Adesso (iv). Essa discende subito da (iii), in quanto f (x) = sup,ey fx (X).
Per (v) si ha

My, (x) = sup f; (x)
jzk

& misurabile per ogni k, percio & misurabile anche

f(x) = élelg My, (x) = limsup fi (x)

k—oo

in modo completamente analogo si dimostra 1’asserzione per il minimo limite.

Una conseguenza immediata di (v) & che se una successione di funzioni misurabili converge
puntualmente alla funzione f, allora f (limite puntuale) & misurabile.

Prese ora due funzioni misurabili, f (x) e g (x), posto f1(x) = f (x) e fi (x) = g (x) per ogni
k > 1, allora

M (x) = sup fx (x) = max {f (x),9 (x)} = f (%) Vg (x)
keN

¢ misurabile, cosi come
m(x) = inf fi(x) = min (£ (), 9 ()} = £ () A g (x)

in particolare sono misurabili f* (x) e f~ (x). Viceversa se f™ e f~ sono misurabili allora
f=f"—f~ ¢ misurabile. Sara misurabile anche |f|.

A questo punto ¢ interessante vedere la correlazione tra le proprieta discusse e il sottografico di
una funzione misurabile. Se f (x) ¢ una funzione reale definita in R™ si definisce sottografico
di f(x) linsieme di R™ x R

G (N ={lxy eR" xRy < f(x)}

Vale allora il seguente

Una funzione é misurabile se e solo se il suo sottografico ¢ misurabile.
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Dimostrazione (<) Sia G~ (f) misurabile. Sia ¢ € R. Dobbiamo far vedere che 'insieme
F = {x €R"|f (x) > t}
¢ misurabile. Sia R > 0 e per h € N poniamo
G ={(xy) g™ (NllIxl <R t<y<t+h}

tale insieme comprende sicuramente le x tali che t < y < f (x), percio sara di certo sottoinsieme
di

(EHBMQRDXPJ+%{

D’altra parte, gﬁh, conterra x per cui f(x) >t + 1/h e, in definitiva, avremo

1 1
(Fy41/n N By (0, R)) x}t,t+%{gg5‘h C (F,NB,(0,R)) x}t,H—%{

inoltre, gfh & chiaramente limitato ed ¢ misurabile, poiché ¢ intersezione di misurabili
1
Gl = (B,,, (0,R) x ]t,tJr - D NG~ (f)
Posto F® = F, N B,, (0, R) e ricordando I'osservazione V.5 abbiamo

1
M, (gtl,%h)

m, (FtR) 7
my, (Ft}iuh) M1 (G/5)

vV

S =>
IN

cioé
m,, (Ft{%H/h) < hW,4 (G75) < m, (F)

per ogni h € N si ha
— R R
mp (Ft+1/h) =m, (Ft )
la successione h +— T, (Ftl«%kl / h) ¢ monotona decrescente percid ammette limite e vale

R R R
s (2,) < ()

oo
R R
Fi = U Ft+1/h
h=1

ieché R R
sicche, essendo FyY, ) © FiYy 1)

i () = Jim 7 () <

da cui F; N B (0, R) & misurabile per ogni R > 0, percio F} & misurabile.

per quanto visto nella proposizione V.14,

(=) Sia f misurabile. Per ogni r € Q P'insieme

F,. x ]—oo,7[

¢ misurabile. Se (x,y) € G~ (f), cioe y < f (x), esistera r € Q tale che
y<r<f(x)

per cui

G~ (f) = | F. x]—c0,r]
r€Q
(c.v.d.) da cui, essendo Q numerabile, G~ (f) ¢ misurabile.

Misurabilita

e sommabilita . . . . Coqe . N . N
Veniamo ora a mettere in relazione i concetti di misurabilitd e di sommabilita



Teorema VI.3

Dimostrazione

(c.v.d.)

V1.2 Funzioni misurabili 141

Sia f (x) una funzione misurabile, limitata e a supporto compatto K. Allora f é sommabile.

Supponiamo, intanto, che f sia a valori non negativi. Sia P € N per cui f(x) < P. Sia
h € Ne per j € J,p definiamo l'insieme

GjE{XER"

1 )
jT <f(x)< %} =Fi—1ym\Fjm

allora gli insiemi G; saranno misurabili e disgiunti a due a due. Poniamo

hP .
0.0 = Y 3xa, ()
j=1

hP i1
ba(x) = Y X, (%)

ne avremo {¢,} C ST (f) e {¢,} €S~ (f). Inoltre

siccome f (x) > 0 in K allora 'unione dei G sara contenuta in K e

1hP 1 hP 1
[ ix =3 Y m@E) = gm (U6 )| < gm) —0
j=1 j=1

da cui per la proposizione VI.1, la tesi.

Se ora f ¢ misurabile e di segno variabile, saranno misurabili fTe f~ che ricadranno nelle
ipotesi restrittiva per cui il teorema ¢ dimostrato. Ne deriva che f™ e f~ sono sommabili e
f=ft— f~ &sommabile.

Consideriamo ora una funzione f (x) sommabile, limitata, non negativa, e nulla fuori da un
compatto. Consideriamo i due insiemi

9o (/) = {(xy eR"xR|0<y < [f(x)}
9o () = {(xy eR"xR0<y<f(x)}

Prese le successioni {¢,} C ST (f) e {¢,,} € S~ (f) definite come nella proposizione VI.1,
poniamo

¢, = {(xy eR"xRI0<y<¢, (%)}
Up = {(xy) eR" xR0 <y <9y, (x)}
si ha
Un C Gy (f) €65 (f) €O
d’altra parte

Uy = J B x (0,4 (E))
i=1
per cui, ¥, e ®; sono misurabili. Per il teorema V.19 e la proposizione VI.1 si ha

m, (V) = Zmn(Ei) ¥y, (B3) Z/de—’/fdx

M (@7) = Yom(F) gbh(Fi):/¢hdx—>/fdx

per cui, dato che m 1 (V) =m 4 (@i) e che sussistono le seguenti disuguaglianze

My, () < Mg (Gy () <Tpa (Go () Smopy ()
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My (Uh) < my,y (Go (f) Smy40 (G5 () < maps (Pr)
si conclude che G, (f) e G5 (f) sono misurabili e inoltre hanno misura pari all’integrale della

funzione. Riassumendo si ha il seguente fondamentale

Sia f (x) sommabile, limitata, a supporto compatto e non negativa, allora gli insiemi
Go (/) = {(xy) eR"xRI0<y < f(x)}
Go (f) {(xy) eR" xR0 <y < f(x)}

sono misurabili e risulta

W1 (G () = M (G5 (F)) = / fdx

Possiamo usare subito il teorema per invertire il teorema precedente. Sia f (x) limitata, a
supporto compatto e sommabile. Sia, intanto, f (x) non negativa. Allora Gy (f) ¢ misurabile.
Ma, essendo f positiva,

G~ (f) =Gy (f)UR" x ]—o0,0])

il quale come unione di misurabili & misurabile. Per cui f & misurabile. Sia ora f una funzione
qualsiasi, allora f* e f~ sono positive limitate e a supporto compatto, inoltre sono sommabili.
Percio fT e f~ sono sommabili e infine f = f+ — f~ & misurabile.

Riassumendo si ha il seguente

Una funzione f (x) definita in R™, limitata e a supporto compatto ¢ sommabile se e solo se
é misurabile.

Sia, ancora f non negativa, e sia Gy (f) misurabile, in questo caso la funzione ha sottografico
misurabile

G~ (f) =Gy (f)UR" x ]—o0,0])

e percio € essa stessa misurabile. Dunque, la funzione f & sommabile:

Sia f (x) limitata, a supporto compatto e non negativa, allora gli insiemi

G (f) = {xy eR"xR0<y < [f(x)}
9o (f) = {(xy) eR"xRI0<y<[f(x)}

sono misurabili se e solo se f é sommabile. In tal caso,

W1 (G5 () = M (G5 (F)) = / fdx

VI.3 Estensioni dell’integrale

VI.3.1 Estensione di sommabilita e misurabilita

Come per l'integrale di Riemann, procediamo ad allargare la nozione di integrazione, definendo
I'integrale esteso a un insieme e 'integrale di funzioni non limitate.

Sia F un insieme limitato di R", sia f (x) una funzione limitata definita sull’insieme E.
Diremo che f é sommabile in E se la funzione

N _ [ fx) x€eFE
f(X)—{O X¢E

¢ sommabile. Quando cio avviene la quantita [ f*dx si chiama integrale della funzione f
esteso all’insieme F, e si indica con il simbolo

/Efdx
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Si noti che la definizione é ben posta poiché f* ¢ limitata e nulla fuori dal compatto E chiusura
di E, essendo E C F, percio R"\E C R"\E da cui se x ¢ F allora x ¢ E e dunque f (x) = 0.
Siccome f & sommabile in F se e solo se f* & sommabile in R™ vale la seguente

Siano f e g due funzioni limitate definite in E C R™ e ivi sommabili, allora f*, f=,|f], f+g¢
e, se c € R, c¢f sono sommabili in E. Inoltre,

/(f+g) dx = fdx+/gdx
E E E
/c-f(x) dx = c¢| fdx
E E
se poi f < g allora
fdxg/gdx
E E

infine,

Inoltre sia f (x) > 0, allora

[ rax= [ rax= m (@ ()

ma G, (f*) = Gy (f) = {(x,y) e ExR|0 <y < f(x)}, infatti se esistesse x € R"\E e
(x,y) € Gy (f) per qualche y si avrebbe

O<y<f"(x)=0=0<0
assurdo. Ora, f & sommabile se e solo se f* & sommabile, ma cio si verifica se e solo se, teorema
VL6, G, (f*) & misurabile, da cui, se e solo se Gy (f) ¢ misurabile.

Sia f (x) definita in F, limitata e non negativa, gli insiemi
Go (f) = {(xy) e ExRI0O<y<[f(x)}
Go (f) = {xy) e ExRI0<y<f(x)}

sono misurabili se e solo se f ¢ sommabile in E. In tal caso risulta
w1 (G (7)) =i G5 (£) = [ Fax

Sia ancora f non negativa sommabile su F. Sia D C F e sia f sommabile su D, allora

Go (flp) < Gy (f)
m,1 (G (fIp) < mupa (Gy ()

/Dfdxg/Efdx

D’altra parte, sia ancora f non negativa, e sia D C E. Sia f sommabile in F, allora esistono
{¢} S ST (f5) e {vr,} €S (f}) che possiamo supporre positive e tali che le successioni dei
loro integrali tendono all'integrale di f su E. Siano ora ¢, = (¢;)}, € ¥, = (¥;,)],, troviamo
che {¢.} CST(fp) e {¥r} €S (f). Per quanto detto

/D(ng_{bk)dxz/D(d)k_wk)dXS/(¢k_d)k)dx_’0

E

percio

da cui f non negativa &€ sommabile anche su D C E.

Nel caso in cui f sia di segno variabile, f* e f~ saranno sommabili su E e percio, essendo
non negative, su D, dunque f sard sommabile in D.

Sia ancora f non negativa. Siano ANB =0 e AUB = F, con f. Allora

9o (fla)VGs (flB) =Gy (/)
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inoltre Gy (fla) NGy (flB) = 0. Ambedue gli insiemi che partiscono il sottografico di E sono
misurabili se e solo se f|4, g sommabile. Se f ¢ sommabile in E allora lo ¢ su A ¢ B e i due
sottografici sono misurabili. Viceversa, i due sottografici sono misurabili, e allora & misurabile
anche il sottografico su E, percio f ¢ sommabile su E. In ogni caso si ricava

/fdx—l—/ fdx:/ fdx
A B E
se f & di segno variabile

/Afdx—i—/dex:/Af+dx+/Bf+dx—/Af_dx—/Bf_dx:/Ef+dx—/Ef_dx:/Efdx

In conclusione

Sia f definita sull’insieme E. Se (A, B) é una partizione dell’insieme FE, f ¢ sommabile in E
se e solo se é sommabile su A e B. In tal caso,

/Afdx—l-/dex:/Efdx

Supponiamo ora che il dominio F della funzione f sia misurabile. In questo caso si ha

Sia f : R® O E — R con E misurabile. Allora si dice che f é misurabile in E se per ogni
t € R risulta misurabile I'insieme

FE={xcE|f(x)>t}

Vale, come per la sommabilita in un insieme, la seguente

Sia E misurabile e sia f : R™ O E — R. Allora f é misurabile in E se e solo se f*:R" — R
(che vale 0 sul complementare di E e vale f (x) in E) é misurabile in R™.

Comiciamo col notare che
FF=FnNE
infatti, se x € F¥ allorax € Fe f(x) = f*(x) >t percio x € ;N E. Se poi x € F;NE
allora x € F da cui t < f*(x) = f(x) e allora x € FF. Ne deriva che se f* ¢ misurabile,
essendo E misurabile, F}, intersezione di due misurabili, & misurabile.
Sia ora FF misurabile per ogni ¢. Sia t < 0, allora per ogni x € R"\E vale f*(x) > 0 > t,
da cui

Fi = FF U (R™"\E)

percio, per ogni t < 0, siccome R™\ E & misurabile, F} & misurabile. Vediamo ora il caso t > 0.
Sia ha direttamente

F,=FF

infatti, sia x € F;. Sono dati due casi, x € R"\F e x € E. Nel secondo caso t < f* (x) = f (x)
percid x € FF. Per il primo caso, 0 <t < f*(x) = 0 cioé¢ 0 < 0 il che ¢ assurdo e x € E. La
tesi & dimostrata.

Indichiamo con Mg linsieme delle funzioni misurabili in E. In forza della proposizione
appena dimostrata ¢ facile vedere che continuano a valere le asserzioni dimostrate nel caso di
misurabilita su R™:
Le seguenti proprieta sono equivalenti:
(i) FP' = {x € E|f (x) <t} é misurabile per ogni t € R;
(ii) FF" = {x € E|f (x) <t} é misurabile per ogni t € R;
(iii) FE" = {x € E|f (x) >t} ¢ misurabile per ogni t € R;
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(iv) f (x) é misurabile in E.

f (x) & misurabile se e solo se f* (x) ¢ misurabile. Cio vale se e solo se F; & misurabile, ossia
se e solo se F}, F/', F}"" sono misurabili.

Se mostriamo che tali insiemi sono misurabili se e solo se sono misurabili le loro intersezioni
con E, cioe FF', FF" FFE" abbiamo finito. Un’implicazione & ovvia. Vediamo P’altra. Siccome
FF' = E\FF, se questo & misurabile allora & misurabile F}¥ percio & misurabile F} e dunque
& misurabile F}. Sia ora F” misurabile. Sia t <0, sia x € R"\ E, allora

0=f"(x)<t<0
assurdo, percio, se t < 0
F// _ FE//
t =Ly
sepoit >0
FY' = FP" U (R™\E)
da cui F}’ & misurabile. Infine, sia FF"’ misurabile, si ha
E\FE/// _ FE//
t =L

percio F£” ¢ misurabile, ma allora F}’ & misurabile e percid anche F}”.

Valgono le seguenti proprieta
(i)se fe Mg eceRallora f+cecf € Mg;
(ii) se f,g € Mg allora f 4+ g e fg sono misurabili;
(iii) se {fx}ren € Mg allora le funzioni

M(x) = sup fe(x), m(x) = inf fi (x)

sono misurabili;
(iv) se {fi}pen € ME e fi (X) < fry1 (X) per ogni x, allora la funzione
£ ) = lim fi ()
¢ misurabile;

(v) se {fx}ren € Mg le funzioni

f(x) = limsup fi (x)
g(x) = liminf fi (x)

sono misurabili.

(cf) =cf*, (f+9)" =f"+9g* (fg)" = f*g*. Allora se f e g sono misurabili, tali sono f*
e g*, tali sono cf*, f* 4+ g* e f*g*, per quanto scritto sopra, tali sono, infine, cf, f + g e fg.
(i) e (ii) restano dimostrate.

Vediamo (iii),(iv) e (v). Si ha M (x) = suppey fx (x), x € E. Consideriamo la funzione
definita in R™ da

sup f; (x)

keN
allora, se x € F tale funzione coincide con M (x), mentre se x ¢ E, tale funzione ¢ nulla
essendo per ogni k f; (x) = 0. Allora

M™ (x) = sup fi (x)
keN

Ma quest’ultima ¢ misurabile, essendo misurabili le fi e percio le f;. Analogamente si fa per
Pinf, il lim, il limsup e il lim inf.
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Infine, vale il seguente

Una funzione f limitata definita in un insieme E misurabile e limitato é misurabile in E se
e solo se ¢ sommabile in E.

f & sommabile in F se e solo se f* ¢ sommabile in R", se e solo f* & misurabile in R", se e
solo se f & misurabile in F.

Vediamo adesso la definizione piu generale possibile di integrale di una funzione (anche
illimitata) definita su un insieme arbitrario (anche non limitato). Cominciamo pero dal caso in
cui f sia non negativa, come abbiamo fatto per 'integrale di Riemann in senso generalizzato,
nel corso di Analisi I.

Sia E un insieme di R™ e sia f (x) una funzione definita in E e non negativa. Diremo che f
é sommabile in E se

(1) per ogni t > 0 la funzione troncata

ft (x) =min{f (x),t}
é sommabile in EN B (0,t);

(ii) risulta

lim fir (%) dx < 400
=0 JEnB(0,t)

In tal caso il limite di cui sopra si indica ancora come integrale della funzione f esteso a E.

Si deve notare come il limite adoperato nella definizione esiste sicuramente. Cid perché,

nell’ipotesi (i)
F(t)= / fi (%) dx
ENB(0,1)

¢ monotona crescente. Infatti, sia t1 < t3 allora fi, (x) = min{f (x),¢1} < min{f (x),t2} =
ft, (x) da cui

/ fo (%) dx < / fun (%) dx < / fur (%) dx
ENB(0,t1) ENB(0,t1) ENB(0,t2)
F(tl) < F(tg) set; < to

Dunque, il limite esiste sempre in R. Per abuso di linguaggio diremo che l'integrale di f su E

& +oo quando, verificata (i), risulti

lim fr (x) dx = +0.
t—o0 JENB(0,¢t)

Ovviamente la definizione appena data ¢ un’estensione della precedente. Se infatti f ed F
sono limitati, esiste ¢y € R tale che

fio(®) = f(x)
ENB(0,ty) = E

in tal caso, per ¢t > to, F (t) = [, fdx.

Sia ancora f non negativa, sommabile in F. Risulta allora

/ fdx= lim lim fs (x) dx = lim lim fs (x) dx
E

700 5= JEAB(0,r) 500100 JpAB(0,r)
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Comiciamo con il definire la funzione di due variabili reali positive

G(r,s) = / fsdx
ENB(0,r)

essa € crescente in r fissata s ed é crescente in s fissata r. Ne deriva che se s1 < so, essendo

per ogni r
[ s [ g dx
ENB(0,r) ENB(0,r)

passando al limite per r — oo (il quale esiste per monotonia)

lim fsy (x) dx < lim fso (%) dx
= JENB(0,r) =0 JENB(0,r)
da cui, la funzione
s — lim fs (x) dx

"= JENB(0,r)

¢ monotona e ammette limite. Un ragionamento analogo varra per la

r— lim fs (x) dx
r—o JEnB(0,r)

Sia ora € > 0 e sia tg tale che

/f Ydx —e < F(t /f

per ogni t > ty. Siano ora t > 1,5 > g
/f@Mwﬂ<F%%%WM@§G%@§Gm@<G@t /f
E

ciog, per ogni ¢, fuori da una palla la cui ampiezza dipende da ¢,

/Ef(X) dx—e<G<ns>s/Ef<x> dx

Passando al limite per r — oo

| reax—e< im G < [ £ ax

passando al limite per s — oo

/f(x) dx —e < lim lim G (r,s) /f
E §—00 T—00

per larbitrarieta di € si conclude

lim lim G (r,s) /f
§—00 "—00

Passando al limite prima per s e poi per r si dimostra anche 1’altra eguaglianza.

Teorema VI.10 Una funzione f non negativa, definita in un insieme E C R", ha troncate sommabili su E se
e solo se gli insiemi

o (f) {(xy) e ExRI0 <y < f(x)}
9o (f) {(xy) € ExRI0<y < f(x)}

sono misurabili in R*T1. f ¢ sommabile in E se e solo se gli insiemi definiti sono misurabili e
hanno misura finita. In tal caso risulta

[E fdx =m0 (G5 () = mnir (G5 ()

Dimostrazione Definiamo per ogni reale positivo ¢

G, (f) = {(x,y) e ExRx|<t,0<y< fi(x)}={(x,9) € (ENB(0,t)) xRI0<y< fr (x)}
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g () = Ay e ExR|x[<t,0<y < fi(x)} ={(xy) € (ENB(0,1) xR[0 <y < fi(x)}
f+ & sommabile in E NB (0,t) se e solo se i due insiemi sono misurabili (teorema VI.7).
D’altra parte

G () = Ua &
k=1

G = Uarw
k=1

Dimostriamo la prima uguaglianza, sia (x,y) nell’insieme a secondo membro, allora esiste un
intero k tale che 0 < y < fi (x) < f(x); sia (x,y) € Gy (f) allora 0 < y < f(x), ma, per la
proprieta di Archimede, esiste k € N, per cui 0 < y < k, allora y < min{k, f (x)} = fx (x).

Ora, se per ogni t € R G, '~ (f) sono misurabili, allora sono misurabili per t = k € N e
risultano misurabili anche G~ (f). Vale pure il viceversa. Infatti, siano G, '~ (f) misurabili,
si ha subito che

G (/) = Gy (/)N (B(0,t) x]0,2)
G- () = G5 ()N (B0, x]0,1)
da cui, per ogni ¢, G, *~ (f) sono misurabili.

Dunque, se & f sommabile allora per ogni t le troncate sono sommabili, percio gli insiemi
G, (f) e G (f) sono misurabili con misura finita. In questo caso ciascun G, '~ (f), k € N,
¢ misurabile e dunque sono misurabili G, (f) e G5 (f). Viceversa, siano Gy (f) e G5 (f)
misurabili, allora ciascuno dei G; '~ (f) & misurabile e, infine, le troncate sono sommabili.

In ogni caso, abbiamo che vale (i) della definizione di sommabilita se e solo se G, (f) (o
Gy (f)) ¢ misurabile. Allora, sempre dal teorema VI.7,

/ frdx =m 41 (G () = Mo (G ()
ENB(0,t)

Consideriamo i tre membri dell’eguaglianza scritta come funzioni di ¢. La prima funzione, e
cosi allora le altre due, é crescente, percio € lecito passare al limite per ¢ — oo:

/ de = tlim ft dx = thm my41 (gt_ (f)) = thm my,41 (g,: (f))
E © JENB(0,t) e e
Notiamo ora che

G, (f) € G (f)

Ge (f) S G ()

allora, per il teorema di collegamento e per il teorema di subadditivita della misura (usati,
ordinatamente, nella prima e nella seconda eguaglianza),

Jim e (67 (5) = Jim ma (G (1) = mas (G ()
Jm g (67 () = Jm m g (G5 () = w65 ()

per cui

/E fdx = Jim frdx =m i1 Gy () = mnss (G5 (F)

t—o0 JENB(0,t)

ne consegue che se f & sommabile (vale (ii) nella definizione) i due insiemi sono misurabili
(per quanto detto sopra), ma hanno anche misura finita. Se, invece, hanno misura finita, f ¢
sommabile, poiché vale (i) (per quanto detto sopra), ma vale anche (ii).

Veniamo al caso generale di funzioni di segno variabile.

Una funzione f ¢ sommabile su E se sono sommabili su E ambedue le funzioni non negative
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fT ed f~. In questo caso porremo

| reix= [ 1o ax= [ £ 0 ax

In realta considereremo l'integrale di f anche con valori infiniti. Sia E un insieme misurabile
e sia f misurabile su E. Allora, dal teorema sulle proprieta delle funzioni misurabili in un
insieme, si evince che le funzioni f™ e f~ sono misurabili, e che lo sono anche le loro troncate
(f;77 =min{f"™7,t}). Le troncate saranno allora sommabili (poiché¢ sono limitate e definite
in un insieme limitato e misurabile). Ne deriva che per f = varra la parte (i) della definizione
di sommabilita ed esistera, per monotonia, il limite

/ 77 (x) dx = lim 77 (x) dx €R
E t—o0 JENB(0,t)

Se ambedue i limiti (per f™ e f~) sono finiti, allora la funzione ¢ sommabile, se invece uno
solo dei due limiti & finito la funzione si dice integrabile su E. Il suo integrale sara +oo se
I’integrale finito sara quello di f—, viceversa sara —oo.

Percio se E ¢ misurabile abbiamo su esso tre classi di funzioni

(i) funzioni misurabili, secondo la definizione posta dalla proposizione VI.8;

(ii) funzioni integrabili, se una almeno tra f* e f~ (che hanno troncate sommabili) ha
integrale finito;

(iii) funzioni sommabili, se entrambe f* e f~ sono sommabili.

Sopra abbiamo dimostrato che se una funzione & misurabile, allora ha parte positiva e parte
negativa che ammettono troncate sommabili. Viceversa, se f*e f~ hanno troncate sommabili,
allora hanno troncate misurabili (essendo esse limitate e definite su un insieme misurabile e
limitato). Ma se una funzione f ha troncate misurabili allora ¢ misurabile(se f™ e f~ sono
misurabili tale ¢ f). Infatti, per ogni ¢,r € R, 'insieme

F.,={xe€ ENB(0,t) min{f(x),t} >r}

¢ misurabile. Allora, se dimostriamo ’eguaglianza

o0
F.={xeE|f(x)>r}= UFr,k
k=1
abbiamo che f & misurabile, come unione di misurabili. Dimostriamo l’eguaglianza. Sia x nel
primo insieme. Prendiamo &k > ||x|| per cui x € EN B (0, k) e prendiamo k > f (x) sicché

min {f (x),k} = f (x) > r
da cui x € F,.j. Sia ora x nel secondo insieme, allora esiste k € N per cui min{f (x),k} > r
ex e FE. Ma

£ () > min{f (x),k} > r

da cui x € F,.. Infine, troviamo il seguente

Una funzione f definita su un insieme misurabile E é ivi misurabile se e solo se f* e f~
ammettono troncate sommabili per ogni reale t.
In particolare, se f é sommabile su E misurabile, allora é ivi misurabile.

La proposizione VI.6 diventa

Sia f definita sull’insieme E. Sia (A, B) una partizione dell’insieme E, allora f é integrabile
in E se e solo se f é integrabile in A e in B. In tal caso,

/Afidx+/Bfidx:/Efidx
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In particolare, f ¢ sommabile in E se e solo se é sommabile in A e in B.

Comiciamo dalle funzioni non negative. Per ogni ¢ € R (AN B(0,¢),BNB(0,t)) & una
partizione di £ N B (0,t), percio le troncate della funzione ristrette ad A e B sono sommabili
se e solo se lo sono quelle della funzione in F, per la proposizione VI.6. Cid varra passando a
funzioni di segno variabile, ove si considerino parte positiva e negativa. Inoltre,

/ frdx = / fidx+/ fdx
ENB(0,t) ANB(0,t) BNB(0,t)

passando ai limiti per ¢ — oo, i tre limiti esistono per monotonia, si ha la tesi, essendo il primo
limite (considerando parte positiva o negativa) finito se e solo se sono finiti gli altri due limiti
(poiché hanno lo stesso segno).

Le funzioni considerate sono a valori in R, d’altra parte se f € sommabile & ragionevole pensare
che assumera i valori infiniti in regioni non troppo estese. Piu precisamente si ha il seguente

Sia f una funzione sommabile su un insieme misurabile FE. Posto
Fiw = {x€E|f(x)=+oc}
F.o = {x€eE|f(x)=—-x}
risultam (Fyo) =m (F_) =0

Consideriamo F. . Si ha
Fioo=[)F’
k=1

Infatti, @ ovvio che Fly oo C (Npe; FF. D’altra parte, sia x € (=, F{¥, alloraVk € N f (x) > k,
percio (illimitatezza di N) f (x) = +00 e X € Fi 0.
Ora, f ¢ sommabile in E, percio, teorema VI.11, f ¢ misurabile su F e ciascuna FF @&
misurabile, inoltre F; 1<]:3+1 CF ,f per cui, per 'osservazione V.4, l'insieme F. ., & misurabile.
Per r > 0, indichiamo con Yy, la funzione caratteristica dell’insieme F;. N B (0,r), allora,
per ogni k € N vale

FH(x) = kx, (x)
Siccome ¥, € non negativa, si ha
9o () ={(xy) e R" XR|0 <y <X, (x)} = (Froo N B(0,7)) x 0,1

da cui
m(go_ (Xr)) :/erxzm(F-i-ooﬂB(O,r))

percio

1
m(Feo 1B O0) = [xeix< g [ fhdx
E
per ogni k. Passando, allora, al limite per £ — oo
m(Fioe N B(0,7)) =0
per ogni r > 0, dalla proposizione V.17
m(Fi) = lim m(Fy . NB(0,r) =0,

la tesi.
Il caso F_,, & del tutto analogo. Per completezza riportiamo la dimostrazione. Si ha, in
primo luogo,
o0
E
Fooo=)F"
k=1
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infatti, x appartenga al primo insieme, allora per ogni k, —oco = f (x) < —k. Sia x nel secondo
insieme, allora per ogni k € N, risultera f (x) < —k, percio f (x) = —oc.

Se f & sommabile su F, dal teorema VI.11, si ha che & ivi misurabile. Ne deriva che ciascun
F” ,;E ¢ misurabile. Vediamo che la successione degli F” {f & decrescente:

F'loy CFE

infatti, se x ¢ nel primo insieme, allora f (x) < —k — 1 < —k, percid x appartiene al secondo
insieme. In virtu dell’osservazione V.4 abbiamo che F_ ., & misurabile. Per r > 0, indichiamo
con Y, la funzione caratteristica dell’insieme F_, N B (0,r), allora, per ogni k € N vale

f7(x) =2 kx, (%)
Siccome ¥, € non negativa, si ha
Go (xr) ={(x,y) ER" xR0 <y < x, (x)} = (F-oc N B(0,7)) x ]0, 1

da cui
m(g(; (Xr)) :/XTdX:m(FioomB(O’T))

percio

1
m(F_o NB(0,r)) = /erx < E/ fodx
E
per ogni k. Passando, allora, al limite per k — oo
m(F_,NB(0,r)=0
per ogni r > 0, dalla proposizione V.17
m(F_ )= lim m(F_,NB(0,r)) =0,

T —00

la tesi.

Se una proprieta ¢ verificata per tutti gli x € F tranne al piu per quelli contenuti in un insieme
di misura nulla, si dice che la proprieta sussiste quasi per ogni x € F, o quasi ovunque
in E. Il teorema precedente afferma allora che una funzione sommabile su un insieme é quasi
ovunque finita in esso.

Sia data una funzione misurabile su un insieme a misura nulla. Siano, intanto, f limitata e
il dominio a misura nulla limitato, ne consegue che f & sommabile. D’altra parte le funzioni
semplici maggioranti (che devono annullarsi fuori dal dominio £) hanno tutte integrale nullo,
percio la successione in tale insieme, che tende all’integrale di f tende a 0. Percio f ha integrale
nullo su £ a misura nulla. Siano ora f ed E qualsiasi. Siccome f & misurabile, le troncate di
f (parte positiva e negativa) saranno ancora misurabili e ricadendo nelle ipotesi di cui sopra,
avranno integrale nullo, infatti

m(ENB(0,t) <m(E)=0

passando al limite per t — oo, si trova che f ha integrale di parte positiva e negativa nulli. Si
conclude percio la

Sia f una funzione definita su E a misura nulla. Allora f ¢ sommabile in E e ha integrale
nullo.

Per quanto detto sopra ci basta dimostrare che una qualunque funzione definita su un insieme
a misura nulla & ivi misurabile. Sia la funzione non negativa. Cosideriamo

Fr={xeF|f(x)>t}
per t <0 F, = E e percio & misurabile. Per ¢t > 0, resta comunque F; C E, allora

0<m(F)<m(f)<m(E)=0
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percio F; & misurabile per ogni t. Se f & di segno qualunque, comunque f™ e f~ sono
(c.v.d.) misurabili, percio f & misurabile.

Proposizione VI.11 Sia f (x) = 0 quasi ovunque in E qualsiasi. Allora, si ha
/ f(x)dx=0
E

Dimostrazione  Sia A il sottoinsieme di E su cui f(x) = 0. Allora se B = E\A, si ha che (4, B) & una
partizione di E, e che m(B) = 0. Per la proposizione precedente f & sommabile in B e ha
ivi integrale nullo. D’altra parte, avendo troncate tutte nulle f ¢ sommabile in A ¢ ha ivi
integrale nullo. Per la proposizione VI.6, ciascuna troncata sull’insieme F, & sommabile e vale

= [ gFax [ g ax

fEdx=0
A,B

ma come detto,

(c.v.d.) da cui f & sommabile in E e ha integrale nullo.

In particolare se f (x) = g (x) quasi ovunque, allora la loro differenza ¢ sommabile; inoltre, se
una delle due ¢ sommabile, anche l'altra ¢ sommabile e ha lo stesso integrale.
La proposizione precedente si puo invertire. Lo facciamo col seguente

Teorema VL.13  Se f(x) > 01in E ese [}, f(x) dx =0, allora f (x) = 0 quasi ovunque in E.

Dimostrazione Si ha
Fo={xeE|f(x)>0}= UFl/k
k=1
poiché f (x) > 1/k in Fy, avremo, per ogni intero k

1
0= . (X) dXZ . (X) dX:mn+1 (QO_ (f|F1/k)) Zmn+1 (Fl/kX]O,l/k’D :Emn_H (Fl/k)
1/k 1/k

ne consegue che
0 < my41 (Fl/k;) < 0
(c.v.d.) sicché m (Fy) = 0.

Riportiamo infine il seguente criterio

Teorema VI.14
(criterio del  Gja g (x) una funzione non negativa sommabile su E. Se f (x) ¢ misurabile su E, e risulta

confronto)
[f )] <g(x) qo. inE,

f(x) & sommabile su E.

Dimostrazione Cominciamo dal caso |f| < g su tutto E. Abbiamo che parte positiva e negativa di f hanno
troncate sommabili. Basta ora vedere che hanno integrale finito. Risulta

A <If®)|<g(x)

percio, per ogni t

/ ti(x)dxg/ gt (x) dx <4 o0
ENB(0,1) ENB(0,1)
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Lemma VI.2

Dimostrazione
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passando al limite per ¢ — oo, si ha la tesi
lim fE (x) dx < lim gt (x) dx <+ 0.
=0 JEnB(0,t) t—o0 JENB(0,t)

Sia ora A l'insieme in E delle x per cui |f (x)| > g (x). Sia B = E\A, allora f & sommabile
su A (che ha misura nulla), ed & sommabile su B per quanto detto prima (g ¢ sommabile su
B C E). Dalla proposizione V1.9 si ricava che f ¢ sommabile su E.

V1.4 Teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale

VI.4.1 Il teorema di Beppo Levi

Consideriamo una successione di funzioni { f1. }, <y, ci chiediamo se la successione degli integrali
di ciascuna f, converge all'integrale del limite puntuale, se esiste, della { fx } ¢y, cioe se si puo
scrivere

/ lim f (x) dx= lim [ f(x)dx
E k—oo k—oo /g

Nel caso di funzioni di una variabile definite su un intervallo, per 'integrale di Riemann, si
ha una tale proprietd se la convergenza & uniforme (si veda il paragrafo 2, della sottosezione
1.2.5). Come vedremo 'integrale di Lebesgue consente di fare di meglio.

Sia { fi }1en una successione di funzioni integrabili in E, con
0< fr(x) < fip1(x),Vx € E,Vk €N
oppure
fr (%) < fr1 (x) £0,Vx € E,VkeN

e sia f (x) = limg_, o fx (X), per ogni x € E, allora

/ f(x)dx= lim [ fi(x)dx
k—oo | B

Poniamo

Gy (fr) = {(xy) eEXRI0O<y < fu(x)}
Go (f) = {(xy) eExXRI0<y<f(x)}

allora, per ogni intero k

Go (fr) € Gy (fr+1)

inoltre,
UG (h) =G5 (1)
k=1

infatti, f(x) = sup,ecy fr (X), percio & ovvia l'inclusione del primo insieme nel secondo. Sia
ora (x,y) nel secondo insieme, allora esiste un intero k tale che y < fi (x) < f(x), per le
proprieta del sup.

Per il teorema VI.10, ogni insieme G, (fx) ¢ misurabile e ha misura pari all’integrale di fi,
poiché fi & non negativa e integrabile, cioé ha troncate sommabili. Allora, per il teorema di
subadditivitd numerabile, si ha che G, (f) & msiurabile e f ha integrale pari alla sua misura
in R7*!

lim [ fi(x) dx= lim m,41 (G5 (fi)) = mnq1 (Gy (f / f(x
k—oo /g k—o0
Veniamo alla seconda parte, definiamo gp = — fi essa converge a g = —f percio

lim [ gr(x)dx = /Eg(x) dx

k—o0 E
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Teorema VI.15
(di Beppo Levi)

Lemma VI.3

Dimostrazione
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dm [ peeax = [ re x

L’asserto continua a valere se invece di imporre che tutte le funzioni siano positive ci si limita
a chiedere che per qualche h € N, risulti [ 5 fn(X) dx > —o0, se la successione & crescente;
viceversa, si impone che l'integrale sia < +o0o. In tal caso, buttiamo via i primi termini e
poniamo h = 1, ora, basta considerare la successione g = fr — f1, essa & a termini non
negativi, percio, essendo g = f — f1

Jn [aeoax = [ g6 dx

hm fkdx /fldx = /Efdxf/Efldx

Si conclude allora con il

Sia { fr } ey una successione di funzioni integrabili in E, monotona crescente (rispettivamente
decrescente) per ogni x € E. Se risulta, per qualche h

/ frn (x) dx > —o0,
E

(rispettivamente [, fx (x) dx < 400)
Sia f (x) = limg_,o0 fx (X), per ogni x € E, allora

[ re ax=im [ 5 ax

VI1.4.2 1l lemma di Fatou
Vale il seguente

Sia { fx }1,cny una successione di funzioni non negative, e integrabili su un insieme misurabile
E. Allora, posto

f (%) = liminf fi (x)

éf@st%gféﬁ@o@

Anzitutto f(x) ¢ misurabile in F misurabile, (dal teorema sulle proprieta delle misurabili
in un insieme, notando che le fi sono misurabili). Dunque, essendo non negativa e avendo
troncate sommabili (poiché & misurabile, VI.11) f & integrabile.

Per k € Ny, poniamo

vale

g (%) = inf fi (x)

i>k
siccome f; (x) > 0 allora g > 0, inoltre g (x) < gi+1 (X). Se poi k < i, gx (x) < f; (x). Allora

[ovax< [ paxu<i
E E
/gk.dxgliminf/ fidx
E i Jg

Applichiamo alla successione g, il teorema di Beppo Levi, avremo

/ lim g, dx = hm gr dx < lim inf/ fidx
E E

k—o0 E 1—00

da cui

d’altra parte
hm gr = supg;C = hm 1nf fe=1rf
ke

k—oo
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Lemma VI.4
(di Fatou)
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(@3

e infine,
/ fdx < li_minf/ fidx
E 11— 00 E

Nel lemma ¢ possibile sostituire U'ipostesi fi (x) > 0 per ogni x € E, con la piu debole
fe(x) > ¢ (x),qo. in E

dove ¢ (x) & una funzione sommabile su E. Inoltre & possibile suppore che f (x) valga il minimo
limite solo quasi ovunque. Per vedere questo, intanto mostriamo la tesi se poniamo ¢ (x) = 0.
Sia A C FE l'insieme delle x per cui fi (x) < 0, per ogni k, cioé

A:D{X€E|fk(x)<0}U{X€E

k=1

imint £ () # £ (x) |

allora, come unione numerabile di insiemi a misura nulla, per il teorema di subadditivita
numerabile A ¢ misurabile ¢ m (4) = 0. Allora l'insieme B = E\A ¢ misurabile (come
differenza di due misurabili). La coppia (4, B) ¢ una partizione di E. Su B vale il lemma
nella versione di sopra. Su A la funzione f ¢ sommabile (avendo A misura nulla, proposizione
VI.10). Percio, essendo integrabile su A e su B, la funzione f ¢ integrabile su F, proposizione
VI.9. Per il lemma
fdx <lim inf/ fidx
B = JB

d’altra parte, per la proposizione VI.10

/Afdx:/qu;dx:O

fdx <lim inf/ fidx
E

E 11— 00
essendo, dalla VI.9,

/f*dx+/f+dx [Eﬁdx;»/deXZ/Eﬁdx
A i /Ef*dx;»/Af*dXZOZ[Ef*dx

= | fdx = /dex

il che vale anche per gli f;.
Tl caso in cui ¢ (x) sia una funzione sommabile qualsiasi, si ha dal lemma e dalle considerazioni
precedenti, ove si passi a considerare la successione g; = f; (x) — ¢ (x), in tal caso

/]gfdxf/15¢dxgliiniiogf/ fidx— /quX

Analogamente varra il teorema per il massimo limite se la successione sara dominata da una
funzione sommabile. La dimostrazione ¢ immediata, essendo

percio

—
K,‘
;L
»
_|_
&h
&
»
|

liminf z;, = — limsup (—zx)
k—oo k— 00

Sia { fx }1,cn una successione di funzioni integrabili sull’insieme misurabile E, tali che

fr(x) 2 ¢ (x)

quasi ovunque in E, con ¢ sommabile su E. Allora, se

f(x)= likm inf fx (x), qo. in E

/E f (x) dx < lim inf /E fr (x) dx

vale
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Se invece

fr (x) <9 (x)

quasi ovunque in E, con ¢ sommabile su E. Allora, se
f(x) =limsup fx (x) q.o0. in E
k—o0
vale

/ f(x) dx > lim sup/ fr (x) dx
E E

k—o0

VI1.4.3 Il teorema di Lebesgue

L’ultimo risultato fondamentale che presentiamo ¢ il

Teorema

Leb VI.1?1 (1(111 Sia 1) (x) una funzione non negativa e sommabile su un insieme misurabile E, e sia {fk}keN
ebesgue o ella . . . .. e .
convergenza Una successione di funzioni integrabili su E tali che

dominata) lfr X)| <9 (x) qo. inE

klingo fe(x) = f(x) qo. in E

allora
lim/fkdx:/fdx
k}—>OO E E

Dimostrazione Anzitutto abbiamo, per ogni intero k,
=¥ (x) < fir (x) <9 (x)
quasi ovunque in E. D’altra parte, quasi ovunque
f(x) =limsup fi (x) = likm inf fi (x)
k—o0 —00
applicando il lemma di Fatou
/ f(x)dx < liminf/ fr (%) dx Slimsup/ I (x) dx §/ f(x)dx
E k—oo Jg k—oo JE E
da cui esiste
lim / fr (x) dx =lim inf/ fr (x) dx =lim sup/ fr (x) dx :/ f(x) dx
k—oo /g k—oo Jg k—o00 E E

(c.v.d.) la tesi.

Se invece di successioni, si considerano serie di funzioni, possiamo riformulare i risultati
ottenuti per la successione delle somme parziali.

Caso notevole ¢ quello di serie di funzioni non negative integrabili (o misurabili, che per
funzioni non negative & lo stesso) sull’insieme E. Allora, la successione delle somme parziali,
ricade nelle ipotesi del teorema di Beppo Levi, sicché

/Eifk(X)dXZki:O/fk(X)dx

k=1
e, percio, per serie di funzioni non negative é sempre possibile scambiare tra loro somma e
integrazione.
Nel caso generale, quanto scritto non é valido in generale, ma resta vero se risulta

/E; i ()] dx = ;/E i ()] dx < +oo
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Lemma VI.5

Dimostrazione
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Dimostriamolo. Tanto per cominciare risulta

[E fi ()] dx < ;/E i ()] dx < 400

dunque le fi sono sommabili, percio la successione delle somme parziali € sommabile e ha
senso considerarne l'integrale. Consideriamo la funzione data dalla serie a termini non negativi
(percio convergente o divergente)

v(x) =Y [fi )|
k=0

poiché [v(x) dx < 400 la serie v (x) converge quasi ovunque per il teorema VI.12, dunque,
convergendo assolutamente, la serie Z:O:o fr (x) converge quasi ovunque. Posto

Sm (X) Eka(X)7 5 (x) Eka(X)
k=0 k=0

si ha che
mlignOo Sm (x) =s(x) q.0. in E
inoltre
[sm| < v (x)
per il teorema di Lebesgue
m )
[ st ax= tim_ [ 5.0 dx=7ggnm§[Efkdx=§/lgfkdx

Riassumendo

Sia { fi } yen una successione di funzioni integrabili su E. Se fi (x) > 0 per ogni k e x, allora

ifk (x) dx = i fr (x) dx
El=1 k=0"E

Se, invece, fi ¢ di segno qualsiasi, allora integrale e somma continuano a scambiarsi se E ¢é
misurabile e risulta

[0l ax =3 [ 1o lax < o

V1.5 Derivazione sotto il segno di integrale

Sia E un insieme misurabile in R™, sia A un aperto di R*, consideriamone il prodotto cartesiano
E x A che conterra le coppie (x,t). Sia f (x,t) una funzione definita in E x A, integrabile in
x per ogni fissato t € A. Poniamo allora

F(t) E/ f(x,t) dx
E
Intendiamo in questa sezione indagare la continuita e la differenziabilita di f.

Comiciamo dal seguente

Sia f (x,t) una funzione integrabile in x per ogni t € A e continua in t per quasi ogni x € E.
Se esiste una funzione sommabile in E, g (x) talché

[f (x,8)[ < g(x)

per ogni t € A e per quasi ogni x € A, allora la funzione F (t) é continua in A.
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Teorema VI.18
(di derivazione
sotto il segno
di integrale)

Dimostrazione
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Sia to € A esia {ts}),y C A una successione a valori in A, convergente a to. Poiché f (x,t)
é continua in t per quasi tutti gli x, varra, dal teorema di collegamento,

hlim f(x,t,) = f(x,t,) qo. in E.

Ma quasi ovunque,

[f ()] < 9 (%)

percio, applicando il teorema di Lebesgue

hm fxth dx-/fxto
percio
F(th) - F(tO)

valendo per ogni t;, — tg, cio significa che F' é continua in tg.

Vale il fondamentale

Sia f (x,t) una funzione integrabile in E per ogni t € A, di classe C' (A) per quasi ogni
x € E. Supponiamo che esistano k + 1 funzioni sommabili in E, tali che, per ogni t € A e per
quasi ogni x € F, risulti

|f (X t)‘ < 9o (X) )

of
<
2Lt < 060, he
Allora F (t) = [, f (x,t) dx & di classe C* (A), e risulta
oF . [ Of

Dalle disuguaglianze e dal teorema del confronto si ha che la funzione, come le derivate sono
sommabili in x su E.

Sia, intanto A C R, sicché F' ¢ funzione di una sola variabile. Fissato tg € A, esiste > 0
per cui B (tg,7) C A. Sia {tx} C B (to,r) una successione convergente a ty. Abbiamo

F(th to / f X, th (X, to) dx

th — to th —to
Definiamo la successione di funzioni
o () — £00 1) = T (oot
th — o
per il teorema del valor medio, quasi ovunque in F, essa varra
of

U () = S (x,7)

con T € B (to,r), percio, quasi ovunque,

d’altra parte, per quasi ogni x, la successione converge
of
I
Jm iy, (x) = o (
Siamo allora nelle ipotesi del teorema di Lebesgue, percio
0 tn) t F(tp) — F (&
f(xto dx—hm/th (X’O):lim—(h) (o)
g Ot
ma cio vale per ogni successione convergente a tg, sicché dal teorema di collegamento
8f ) F(t)fF(to)idF( )
5 Ot tto t—ty  dt

X to)

tn —to h—o0 tn —to
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Lemma VI.6

Dimostrazione
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dalla disuguaglianza e dal lemma si ha la continuita.
Il caso di piu variabili si riconduce a questo una volta fissate tutte le ¢; con j # <.

Consideriamo il caso in cui E = [a,b] C R. Siano allora f (z,t) e 0f/0t; continue in [a, b] x A.
Fissato t € A, la funzione f (x,t) come le df/0t; (x,t) sono continue e definite su un compatto,
percio ovunque dominate da una costante per il teorema di Weierstral. Siamo allora nelle
ipotesi del teorema di derivazione sotto il segno di integrale.

Nelle ipotesi di cui sopra, siano anche u, w € [a, b, la funzione

F (t,u,w) /fx,

essa risultera definita in A x [a,b] X [a,b] e sard C' nel dominio per il teorema di cui sopra e
per il teorema fondamentale del calcolo. Inoltre,

oF v of

o, ~— ), o @vE
oF

o —f (u,t)

oF

T f(w,t)

percio se u = « (t) e w = 8 (t) con o, 3 € C* (4;]a,b]), posto

B(t)
Gt) = /(t) f(t) da

dal teorema di derivazione composta,

0G _OF 9B _OF da  OF _ B dax B o
5= o T e o =/ B0 ©-I@®) 05 O+ [ e
In particolare, se A C R, vale

d B B dB do B(t) of

i, (@0a=sE00F0- TGO [ Feow

V1.6 Il teorema di Fubini

VI1.6.1 Misura di insiemi tramite sezioni
In questa sezione stabiliamo dei risultati preliminari in vista della dimostrazione del teorema
di Fubini.
Sia D un insieme in R"**, posto per ogni x € R" Dy = {y € R*|(x,y) € D}, si ha che
m (D) = my (Dy) dx

RTL
se D é un intervallo, un plurirettangolo, un aperto o un compatto.

I= (@ [ai,bi}> X (@ [Ci7di]>

k
b= @ levdi} = mi (b = [ ] @
€y

=1

Sia I un intervallo,

allora
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da cui
k k n
mk dX— (H ) ( ai,bi]> = <H (dl —Ci)> (H (bz —ai)> :IH(I)
R i=1 iedn i=1 i=1
Sia Y un plurirettangolo, Y = .U 1,,. Allora

:;Xj;m( ; :i/rg ix dx_/imk(fi7x)dx:/m(Qliyx> dx

d’altra parte

infine,

m(Y):/m(Y)dx

Sia A aperto. Come visto nel capitolo V, ¢ possibile determinare una successione crescente
di plurirettangoli Y}, contenuti in A tali che

A= U Ya
h=1
poi,
m(A) = hlim m(Yy,) = hlim m (Ynx) dx

ora, Y, x formano una successione crescente di insiemi tale che

Ax = D Yh,x
h=1

infatti, sia y € Yy, allora (x,y) € ¥}, C Yp41, da cui y € Yii1x. Per eguaglianza degli
insiemi di cui sopra, si ha se y € Ay, allora (x,y) € A = J,—, Y3, da cui esiste un k per cui
(x,y) €Yy, da cui y € Y}, x. Viceversa, siccome Y, C A si ricava che y € Ax.

Questo implica che la successione di funzioni non negative sommabili my, (Y}, x) & crescente,
fissato x, e ammette limite puntuale (teorema di subadditivitd numerabile)

m g (Ax) = hlLH;O m g (Yh,x)

dal teorema di Beppo Levi

h—o0 h—o0

/mk dx_hm my (Y x) dx = lim m(Y}) =m(A)

Infine, eseguiamo la dimostrazione per i compatti. Sia K compatto. Come visto nel capitolo
V, é possibile definire una successione decrescente di plurirettangoli contenenti K e tali che

o0
K=()Yy=m(K)= lim m(¥;)= lim [ m, (Y),) dx
h—oo h—
h=1
Procedendo come sopra si ha che m ;, (Y3, x) & una successione di funzioni sommabili, decrescenti
fissata la x, essendo Y 41x C Yy x. Inoltre,

o0
Ky =] Yhx = m(Ky) = lim m (¥)
h—o0

h=1
infatti, sia y nel primo insieme, allora (x,y) € K, percio per ogni h € N, (x,y) € Y}, dunque,
Yy € Y3 x. Viceversa, y € Y}, x per ogni h, allora (x,y) appartiene a Y}, per ogni A, infine (x,y)
appartiene a K ey € K.

Dunque, siamo nelle ipotesi del teorema di Beppo Levi, allora

h—oo h—o0

/mk (Ky) dx = lim [ my (Vi) dx = lim m (Y}) = m (K)
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Siamo ora in grado di dimostrare il seguente, complicato (!)

Sia E C R™"** misurabile. Allora my, (Ey) ¢ misurabile quasi per ogni x €R". Inoltre,

m(E) = my (Ey) dx
Rn

Sia intanto m (E) < +o0o. Siccome E ¢ misurabile, & possibile definire due successioni: una
decrescente di aperti contenenti F e una crescente di compatti contenuti in F, tali che

lim m (A,) :jh—{gom(Kj) =m(FE)

j—oo
Da K; C E C Aj, abbiamo che K x C Ex C Aj « percio
m (Kjjx) <m(Ex) < (Ex) <m(4;x)
inoltre, dal limite scritto sopra e dal lemma
713{3() m(Kjx) dx = jli}rgo m(Ajx) dx =m(F)
Da questa troviamo che
Jim [ (m (40 = m (K)) dx =0

allora g; (x) = m (A; x) —m (K «) & decrescente, non negativa e ha limite nullo, per il teorema

di Beppo Levi,
/ lim g;dx =0
J—00

ne deriva che la funzione g; ¢ quasi ovunque nulla, percio si ha

lim m(A4;x) = lim m (K, x) quasi per ogni x
j—oo J—oo ’

Considerando la disuguaglianza di sopra, avremo, passando al limite per j — oo, che Fy &
quasi ovunque misurabile. Percio, quasi ovunque, per ogni j
m (K x ) <m(Ex) <m(A4,x)

da cui, per il criterio del confronto m (Fy) ¢ sommabile e vale, ancora per ogni intero,

/m jxdx</m dx</m jx)

passando ora al limite
m(FE) = my (Fx) dx.
RTL
Consideriamo infine il caso in cui m (E) = +o00. Posto E” = EN B (0,r) esso ¢ misurabile.
D’altra parte EJ ¢ misurabile per quanto detto prima, quasi ovunque in R™. Ancora, quasi
ovunque,
m (Ey) = supm (EY)
r>0
e, ancora per quanto visto sopra,
m(E") = /m(E;) dx <supm (E}) = lim m(E})

,,,>0 T—00

D’altra parte

m(F)= lim m(E") = lim [ m(E}) dx

T—00 T—00
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dal teorema di collegamento

m(E)= lim [ m(EY)dx= lim / m (EY) dx

r—00 h—o0, heN

Abbiamo poi che

Ey © BT
UEj; = By
lim m(Eh) = m(Fy)

h—o0

dal teorema di Beppo Levi

m(E) = }Hloiomh6 /m (ER) dx :/m(Ex) dx.

VI1.6.2 |l teorema di Fubini

Sia f (x,y) una funzione sommabile in R"T*  allora

(i) quasi per ogni x €R™, la funzione y — f (x,y) é sommabile;
ka (x,y) dy & sommabile in R";

(111) si ha

/ f(X,y)d(X,Y)=/ dx | f(xy)dy,
Rntk n R¥

analogamente, invertendo x e'y.

Sia intanto f (x,y) > 0, allora
G () = {(x3.9) € BP0 < = < Fx,3))

¢ misurabile e
mn+k+1 (g(; (f)) = /]R e f (X,Y) d(X, y)
dal teorema precedente

Gox (f) ={(y,2) eR*|(x,5,2) €Gy (f)} = {(y.2) eRFF 0 < 2 < f(x,y)}

¢ misurabile quasi ovunque in R™ e

m, ki1 (Gy (f)) = s (Gox (f)) dx
Siccome G, (f) ¢ misurabile quasi ovunque, allora, fissata x, la funzione y — f (x y), di cui
Gox (f) & sottografico positivo, ¢ sommabile. Inoltre, m 4 (ng ) Jgr £ (x,y) dy quasi
ovunque in R™. D’altra parte, il primo membro ¢ sommabile in x, per quanto detto prima;
sicché, essendo i due membri uguali quasi ovunque, anche il secondo membro sard sommabile
e 'integrale sara lo stesso:

/]RnJrk f(X7Y) d(X, Y) Moy 4kt1 gO / mpgiq ng )) dx :/n dx - f(Xa Y) d

Il caso di funzioni di segno variabile si dimostra usando, come al solito, parte positiva e
negativa.

Il teorema di Fubini si usa per calcolare I'integrale di funzioni sommabili su insiemi normali.
Limitiamoci, per semplicita a funzioni di due variabili. E C R? si dice normale se le sezioni a
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x fissata del dominio E sono intervalli in y. Cioé
E={(z,y) eR’la<z<b a(z)<y<pB(z)}

Sia f integrabile su F, allora considerata f* abbiamo

/fxy (z,y) /f z,y) d(z,y) /dx/dyf z,y)

d’altra parte se = ¢ Ja, b f* (x,y) =0

/fxy (z,y) /dx/dyf x,y)

fissata =, f* (z,y) =0sey ¢ |a(x), S (z)[ percio

B(x)
/dyf*(m,y)=/ dy f (z,y)
R a(z)

[Ef(%y)d(x,y):/abdx /j:)dyf(%y%

VL.7 Lunghezze, aree e volumi

infine,

In questa sezione ci occuperemo del calcolo della lunghezza di una curva, dell’area di una
superficie (dopo averla opportunamente definita) e del volume di figure di rotazione (teorema
di Pappo-Guldino). Avvertiamo che saremo molto sbrigativi e questo a causa di mancanza di
spazio e tempo.

VI.7.1 Cambiamento di variabile negli integrali

Tanto per cominciare enunciamo subito un teorema la cui dimostrazione richiederebbe pagine
e pagine di conti, percio la omettiamo. Il teorema & tuttavia di fondamentale importanza.

Siano A e B due aperti di R" e sia g un diffeomorfismo tra A e B. Sia E un insieme
misurabile contenuto in B e sia f(y) una funzione integrabile in E. La funzione composta
F (x) = f(g9(x)) ¢ integrabile in g~* (E) e si ha

/ f(y) dy = / £ (g () |det T, (x)] dx
E g~ HE)

VI.7.2 Lunghezza di una curva

In apertura al capitolo III, abbiamo definito la nozione di curva. Essa ¢ una funzione continua
dall’intervallo reale I = [a,b] in R™. L’immagine in R™ della curva si dice sostegno della curva.
Due curve ¢ e ¢ sono equivalenti se esiste un diffeomorfismo ¢ (t) da I a J = [¢,d], J insieme
di definizione di v, tale che

o (t) =v (A1)
Due curve equivalenti hanno lo stesso sostegno

Definiamo lunghezza della curva ¢ regolare a tratti (cioé C! e con derivata mai nulla a
tratti) la quantita

L(¢) =

t)|| dt.

Vogliamo vedere che la lunghezza ¢ una caratteristica del sostegno, cioé & eguale per curve
equivalenti. Siano allora ¢ e ¢ equivalenti, sia A il diffeomorfismo tra I e J. A dovra essere
monotona. Per fissare le idee sia crescente, sicché A > 0. Allora

dy

d
ds y

L(¢) =

C
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b
at— [

cambiando variabile, s = A (t) sihac=A(a) <d= A(D)
b
A7H(e) n a

ds
VI.7.3 Superfici. Area di una superficie

||
2| d=L(9)

n

Definizione VI.8 Una superficie in R3 é una coppia (K, ¢) costituita da un compatto K non vuoto in R,
avente parte interna aperta e connessa. ¢ é un’applicazione da K in R? tale che

(i) ¢ € C*(K), (cioé ¢ = ®|k, con ® € Ct (), XD K)
(ii) ¢|x € iniettiva
(iii) lo jacobiano di ¢ ha rango massimo.
Dalla (iii) si ha che

8(¢1a ¢27 ¢3)

det 3w, 0)

#0
ne deriva che I'applicazione
Y= ¢2 (ua U)

¢ un diffeomorfismo locale, sicché nell’intorno di ogni punto della parte interna di K si puo
invertire e trovare

{ x = ¢y (u,v)

[vzulen

da cui la superficie si scrive localmente come

z = Qj)g (U($>y)7v(x7y))

Si definisce curva sulla superfcie (K, @), la curva v (¢) tale che per ogni ¢ v (t) appartiene al
sostegno della superficie. Data una superficie si chiamano linee coordinate u le curve

T = ¢1 (uv UO)

y= ¢2 (U, UO)

z = ¢3 (u> UO)
al variare di vg. Analogamente si pone la definizione per le linee coordinate v.

Dalla (iii) si ha ancora che i vettori d¢/0u e d¢/dv sono linearmente indipendenti, percio i
vettori tangenti in un punto alla linea coordinata u e alla linea coordinata v sono non tangenti.
Risulta allora ben posta la definizione di versore normale alla superficie come

(9(;5 99 / (9(;5 99
8u v 8u v
Si definisce area della superficie ¥ = (K, ¢) la quantita

12+ e

Ancora, tramite la nozione di diffeomorfismo, & posmbﬂe definire superfici equivalenti. Esse
hanno la stessa area. Sia

¢(ua U) =9 (7T (U,’U)) =9 (T (U,U) ) S ('LL, U))

3

allora
19J0) oY or Oy Os
ou or du ' Bs ou
19J0) oY or Oy Os
B or v ds v
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da cui, con un minimo di algebra,

2 00 _0v 0
a0 90 " ar < s detn

Quindi,
LIS - Ll o
3 3
_ 3(25 3¢>
- B'U 3 (U,U)

VI.7.4 Area e volume delle figure di rotazione in R3

Sia f (2) € C! ([a,b] ; RT) e consideriamo la superficie ottenuta ruotando il grafico di z = f (2)
attorno all’asse z. In coordinate cilindriche, la superficie ha equazione

0=f(2)
da cui,
x = f(z)cosp
y=f(z)sing ,z€lab],pel0,2n]
z=2z
allora
” 7' ()cos
5% = f (z)lsingp
o —[f(z)singp
9o f(z)cos
¥ 0
percid i due vettori sono ortogonali e il modulo del prodotto vettoriale ¢ dato dal prodotto dei
moduli
9 99| _ s 2
2x g —Jsrer)re

infine, dal teorema di Fubini

A:/O%dga/abdz\/(l—i—[f’( f2(z —27r/ \/ 1+ [f (2 fz()

Veniamo infine al calcolo del volume. Qui si procede tramite il teorema VI.19. Il volume
considerato & dato dalla misura in R3 di un insieme E che pud essere sezionato a z costante

V—/abm(Ez) dz

dove E, ¢ la circonferenza di raggio f (z), infine,

b
V:’ZT/ 2 (2) dz

Torniamo a considerare ora la sezione a y = 0, |z| < f (2). Consideriamo solo I'insieme

A={(z,2)]x = f(2)}

definiamo baricentro di tale insieme il punto (Z,%):
Jozd(z,z)  [yzd(z,z2)

[id(@2) — my(A)
[yzd(z,2) :fAzd( ,
Jid(z,2) mo (A)

0
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Abbiamo che, per il teorema di Fubini

mo (A) nc:/balz/f(Z)(Jlgcnc:l bfg(z) dz = Y
o 0 2 /. 2r
da cui il teorema di Pappo-Guldino
V=2rmy(A)Z

Per cui il volume della figura ottenuta dalla rotazione di A & dato dalla lunghezza della

circonferenza avente la distanza del baricentro dall’asse come raggio, moltiplicata per I’area
di A.

V1.8 Cenni di calcolo delle variazioni

VI.8.1 Equazioni di Eulero-Lagrange

Alla conclusione di questo capitolo, riportiamo un argomento di carattere complementare, ma
che riveste grande importanza in Fisica: il calcolo delle variazioni. Com spesso in questa
trattazione, ci limiteremo a lambire I’argomento, vedendone solo i tratti essenziali.
Fissiamo I = [a,b] C R, e consideriamo la funzione

L:IxRExRE R

definiamo adesso

b
S@= [ £itaw).a)
essendo F definito sull’insieme
X={qeC" (R |q(a) =R’ q(b) =B €eR"}
11 nostro problema sara trovare, se esiste, la funzione q € X, tale che S(q) assuma valore
minimo in X:

S(q) = inf S(u)

ueX
Con terminologia derivante dalla Meccanica Classica, £ si dice lagrangiana, S si dice
integrale d’azione associato alla tale lagrangiana, q si dice equazione del moto.

In primo luogo, ma nel seguito non faremo molto di piti, determineremo una condizione
necessaria, affinché q sia il minimo dell’integrale d’azione.

A questo scopo consideriamo la funzione ¢ € C* (I ; RZ) per cui

¢(a) =¢(b) =0.
Allora, per ogni u € X, la funzione u + A\¢ € X. Fissata dunque ¢, & naturale introdurre la
funzione

g(N) =S (u+rg)

Cominciamo col notare che se g & derivabile, una condizione necessaria affinché u sia minimo
dell’integrale d’azione & che dg/d) (0) = 0, infatti

g(0)=8S(u)<S((v),WweX
dunque
g(0)=8Su)<Su+ip)=g(\),VAeER
percio, ¢ (0) & un minimo per g (\), dal teorema di Fermat ricaviamo

dg
dA
Si tratta di mostrare se, e sotto quali ipotesi (!), la funzione g & derivabile. In tal caso,
dobbiamo cercare di semplificare I’espressione per la derivata. Stiamo tentando di eseguire la

(0) = 0.
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seguente operazione

d [? :
) C(t,u(t)—i—)\gb,ﬁ(t)—i-)\d)) dt

ove si & convenuto di riguardare la lagrangiana come funzione di ¢ e A, avendo fissato ¢ e u. E
chiaro che dobbiamo ricorrere al teorema di derivazione sotto il segno di integrale. Anzitutto
la nostra funzione lagrangiana dovra essere integrabile per ogni valore di A, e q.p.o. istante,
dovra essere C' in A. Inoltre, per ogni valore di A, la lagrangiana deve essere dominata nel
tempo da una funzione positiva sommabile e cosi la derivata in A. In tal caso S sara C! in
A e potremo scambiare derivazione e integrazione. Siccome la lagrangiana & definita su un
insieme chiuso e limitato, le ipotesi risulteranno tutte verificate se essa risultera C' in tutte le
variabili:

(i) se £ & C° in t, £ sara sommabile per ogni \ (essendo il dominio chiuso e limitato);

(ii) se £ & C! rispetto alle derivazioni in q, p lo sara per la derivazione in \:

oL oL
A¢ ¢%

(iil) dalla continuita di lagrangiana e sue derivate, per il teorema di WeierstraB, si ha che
esse sono dominate da una costante che su [a,b] & una funzione sommabile.

Abbiamo dunque,

%_/baﬁ)\ﬁ( w(t) + Ag, 1 (1) + A8) di = /¢—dt+/¢—dt

supposta la derivata nel tempo della derivata di £ in p continua, possiamo integrare per parti

il secondo integrale

b b b

[ L[ [0 8],
o Ja dtoOp a

ricordiamo che se u ¢ soluzione del nostro problema dg/d\ deve essere risultare nullo in A = 0,
per ogni ¢ (t) a estremi nulli sull’intervallo. D’altra parte vale il seguente

Sia F' € C° (I) tale che per ogni ¢ € C° (I), ¢ (a) = ¢ (b) = 0, risulti

b
/F(t)qﬁ(t) dt = 0
Allora F (t) =0,t € I.

Sia per assurdo F'(t) diversa da 0 all’istante o € I. Per fissare le idee, sia F' (tg) = h > 0,
allora, per la permanenza del segno esiste un intorno |tg — §;tg + 6 all’interno del quale F' &
positiva. Scegliamo allora ¢ tale che sia nulla fuori dall’intorno considerato, 0 agli estremi,
positiva nell’intorno detto in cui F' & positiva. Allora la funzione F'¢ & non negativa, ha
integrale nullo, & continua. Se ne ricava che F¢ = 0 identicamente. Assurdo.

Dunque, se q (t) & ’equazione del moto associato alla lagrangiana £, si ha che

i p (b4~ 5o a0, a@) =0

le £ equazioni determinate prendono il nome di equazioni di Eulero-Lagrange.
Si noti che

doL 00L 0oL, oL,

diop  9iop oqopoprd
percio le equazioni di Eulero e Lagrange sono equazioni differenziali del secondo ordine. 11
problema di risolvere le equazioni di Eulero-Lagrange non & pero di Cauchy, non sono infatti
forniti i dati iniziali, ma le condizioni al contorno, cio¢ i valori della soluzione eventuale nei
punti di partenza e arrivo.
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Supponiamo che la lagrangiana sia indipendente dalla ¢;, allora la i-esima equazione diviene
d oL
dtog
allora la variabile g; si dice ciclica e si ha
oL
9q;
La quantita 0L/0q; si dice impulso della coordinata lagrangiana i-esima. Si deduce percio
che I'impulso associato a una coordinata ciclica si conserva.

=C

Supponiamo che la lagrangiana sia inpendente esplicitamente dal tempo, risulti cioé

L(t,a,p) =L(q,p)
in tal caso le equazioni di Eulero-Lagrange diventano

0oL, oL, 0L

ga0a o9 T 0
d oL
(o5 -0
moltiplichiamo ambo i membri per ¢,
5, 8/_‘, oL .. oL,
q=0

dq 94 +6—(’12qq_0_q
notiamo che

0 0L . OL . d(&ﬁ,)_aﬁ,_

9q 04 1 0—612qq:£ 2q1) ~ ag
da cui
d (0L, oL, oL,
i (769) ~ o ggd = ¢
d (0L, d
7 (759) - -
infine,

d (0L, .\ _
a(a—q ‘£>—0

la funzione entro parentesi si dice hamiltoniana, e si indica col simbolo H. Si & percio
trovato che I’hamiltoniana di un sistema lagrangiano indipendente esplicitamente dal tempo
si conserva.

Un noto problema variazionale ¢ quello di determinare le curve su una superficie (in generale
una varieta riemanniana) data che unendo due punti sulla superficie misurano la minore
lunghezza possibile. A questo scopo sia la curva ¢ (t) e la superficie f (u,v). Allora,

5) = flult) v
- \/(ai{@ (“’”))t (50 @) =

o _of
_ WW(agfv))t(agfv))“"“’):(“’W(“(“’”“” (i)

= (1, 0) =
di 9 (u,v) H H H

dove la funzione g (u,v) prende il nome di metrica riemanniana della superficie f. Si
trattera di minimizzare la quantita

b
L= / (i, 9)" g (u () 0 (1)) (60) dt
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con (u,v) (a) e (u,v) (b) fissati.
Il problema si risolve con le tecniche descritte.

VI1.8.2 Funzionali convessi ed equazioni di Eulero-Lagrange

Esiste un caso in cui le equazioni di Eulero-Lagrange esprimono condizione anche sufficiente,
per cui un’equazione del moto renda minimo 'integrale d’azione. Richiamiamo la ben nota

Sia X un sottoinsieme di un R-spazio vettoriale, X si dice convesso se per ogni coppia di
vettori u,v € X, il segmento che collega u a v ¢é tutto contenuto in X. Cioé se per ogni
A € [0, 1] risulta

Aut(1-AN)vexX

Si noti che uno spazio convesso & connesso per segmenti, percio & connesso per archi e quindi
€ connesso.

L’insieme X delle funzioni C' dall’intervallo I allo spazio R? con estremi fiissati ¢ convesso.
Infatti, prendiamo le leggi orarie q; e q2 € X, per ogni X € [0, 1]

M+ (1 =N gec (1)
inoltre,
A1 (@) +(1-=X)q(a) = dat+a—-Ida=«a
A (b)) +(1=2)d®d) = AB+B-AB=p

Diventa sensato allora definire la nozione di convessita per i funzionali in X essendo esso
CONVesso:

Dato X uno spazio convesso, si dice che F' : X — R é un funzionale convesso se per ogni
coppia di vettori u,v € X e per ogni A € [0, 1] risulta

FAut (1= N v] <AF (0)+ (1— X\ F (v)

Vogliamo dimostrare che se l'integrale d’azione & convesso allora la condizione necessaria di
minimo espressa dalle equazioni di Eulero-Lagrange, diventa sufficiente.

Cominciamo col notare che l'integrale d’azione ¢ convesso se la lagrangiana & convessa nelle
variabile (q,p) € RY x R’: poniamo x = (q,p) € R*

b b
SO+ (1= N)xa) = /E(t,)\x1+(1—)\)xQ) dtg/ L (6 x1) + (1= N) £ (8, %2)] dt <

< )\/bﬁ(t,xl)dt—i—(l—)\)/bﬁ(uxz) dt =S (x1) + (1 - ) S (x2)

Proviamo ora l’asserzione fatta sopra

Se q € X soddisfa le equazioni di Eulero-Lagrange con lagrangiana £ convessa in (q,p) €
R xR e £ € C? (I x R x Rz), allora q é un minimo dell’integrale d’azione.

L’integrale d’azione & convesso. Scriviamo ancora g (\), essa risultera una funzione convessa

g(A) = S(q+r9)
g(1) = S(a+9)
9(0) = S(a),o
la nostra tesi & che S (q) < & (u), per ogni u € X, cioé che g (0) < S (u), per ogni u € X.
Sia u € X, prendiamo ¢ =u — q:
gA) = Sla+A(u—q)=SAu+(1-XAq) <AS(u)+(1-A1)S(q) =
= A+ (1=2)g(0)=Ag(1)+(1=X)g(0)
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per A #0
al limite per A — 0T, si ha
ma per ipotesi

e infine

VI1.8.3 La trasformazione di Legendre e le equazioni di Hamilton-Jacobi

Sia f una funzione C? (R™;R) convessa. Consideriamo la funzione

F(&p =¢p—f(&,peR”

A p fissato la F' & concava, percio esiste ed & unico £ tale che I’ sia massima. Risulta ben
definita la funzione ¢ (p)

F(&(p),p) =max (p-§— f(§))

£€Rn

Si chiama trasformata di Legendre di f (£) la funzione

g(p)=F(&(p),p)=p-&(p) — (&)

Ora, siccome il massimo ¢ unico e non visono minimi, esso, per il teorema di Fermat, si trovera
in corrispondenza di uno zero del differenziale di F’:

oF _ _9f _,
og "o
percio il vettore & (p) cercato ¢ tale che
of
P= %
Se la lagrangina £ & convessa nella terza variabile, q, la sua trasformata di Legendre rispetto
alla terza variabile si dice hamiltoniana, H (¢,q,p). Si noti che
oL
P~ 94
¢ il vettore dei momenti coniugati alle coordinate lagrangiane. Dalla definizione di trasformata
di Legendre si ha subito
H(t,q,q(t,q,p)) =P -4-L(t,q,q)
cioe
H(t,q,p)=p-4(t.q,p) - L(tq,4(t,q,p))

deriviamo ambo i membri in py

OH qk+p_8<i(t7q,p)_3_£3<i(t7q,p):qk+p3_61_p@:qk
Op, Op oq  Opy Opk Opi
oH 04 0L 9L 94 _ 0L _ .

D P 4. "0 04 0gn  0gn  *

In definitiva, le equazioni di Eulero-Lagrange si trasformano nelle ben note equazioni di
Hamilton-Jacobi:

qr = OH/Opy,

P = —0H/Opy,
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Capitolo VII

La serie di Fourier

In questo capitolo lambiremo le serie di Fourier. Per mancanza di tempo, la trattazione é un
po’ affrettata, ma abbastanza completa. L’introduzione alle serie non € storica e risultera di
certo molto astratta. A ben pensarci pero é sufficientemente naturale e consente di raggiungere
subito risultati peraltro generali.

VII.1 Somme di segnali sinusoidali

VII.1.1 Polinomi trigonometrici

Una funzione reale si dice T-periodica se per ogni reale ¢ risulta f (¢t +7) = f (). Se due
funzioni sono periodiche e hanno lo stesso periodo, periodiche con lo stesso periodo risultano
anche somma e prodotto.
Se f & T-periodica e derivabile, si ha che

df . f@+T+h)—f+T) . f@+h)—f@) df

prACE h = h = u
anche la derivata & periodica.

Sia ora f generalmente continua, sia F' la primitiva

F(t)z/otf(T) dr

poniamo M = F (T'). Notiamo che, per ogni a

/aTMf(T) dr /an(T) dT+/TT+af(T) ClT:/an(’T) dT—l—/Oaf(o'—T) do

/an(T) dr+/0af(r) dT_/OTf(T) dr
allora

t+T t t+T t
F(t-l—T):/O f(T)dTZ/Of(T)dT+/ f(T)dTZ/Of(T)dT+M=F(t)+M

t

percio la primitiva & periodica se e solo se la funzione ha media nulla su un periodo. Siccome,
Iintegrale su un periodo non dipende dagli estremi di integrazione, per quanto visto sopra,

indicheremo
a+T
dt = d
| @[ rea

Poniamo la seguente definizione

Un polinomio trigonometrico di grado n e periodo T' é una funzione a valori reali T-periodica,
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del tipo
P(t)= % 4 En a, cos 2lkt + by sin Q—Wkt
2 k=1 ' T ’ T

con t,ar,br € R. Ogni addendo prende il nome di componente. L’addendo costante ag/2,
si dice componente continua; la quantita w = 27 /T si dice pulsazione del segnale; mentre la
funzione

t +— ay cos (wt) + by sin (wt)
si dice armonica fondamentale.

Utilizzando le formule di Eulero, procediamo a riscrivere il polinomio trigonometrico in
notazione complessa,

P(t) = —a20 + kg 1 [ax, cos (wkt) + by, sin (wkt)] —|— E {ak iwkt _Wkt) + —2]; (ewm - e_“"kt)
— @0 - ak — Zbk iwkt ag + Zbk 7zwkt iwkt
- 7+k_1 [Te T kz_, ere

dove si ¢ posto

o= ugt k>0
C_k Ck k>0

— a
C()_J2l

1l vettore P = (¢;),__, , si dice spettro complesso del polinomio trigonometrico P (t).
Fissato un vettore in C2"*1!, si determina univocamente un polinomio trigonometrico, avente
il vettore per spettro. D’altra parte, vale anche il viceversa, sicché lo spazio dei polinomi
trigonometrici di grado n & un C-spazio vettoriale avente dimensione 2n + 1. Vale infatti il
seguente

Lemma VII.1 Sia k € Z, allora

1 iwht
— [ ™" dt =g
T / 0,k

Dimostrazione  La media su un periodo vale se k # 0

—/ Wkt dt = piwht e 1 cos(2mk) +isin(27k) —1 1401
T zwk

= = = O
d’altra parte se k =0,

o 2mki 2rki 2rki
1 T
7 [ a=
(c.v.d.) T Jo

Proposizione VII.1 Sia P (t) un polinomio trigonometrico, allora per ogni k da —n a n, il suo spettro ¢ dato da

1 ,
k= /TP (t) e~ "kt gt

Dimostrazione Infatti,

1 . - 1 .
- P —iwht - - zwkt —iwht _/ iw(k—h)t —
T/T (t)e dt / E cpe dt = E o | 7 Te dt

k=—n k=—n

g CkOn ik = Ch

(c.v.d.) k=—n
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Allora, abbiamo stabilito un isomorfismo dallo spazio dei polinomi trigonometrici in C2"+1,
resta quindi dimostrato che lo spazio dei polinomi trigonometrici ha in C dimensione pari a
2n + 1.

Dal lemma di cui sopra, si deduce che

/7T cos(ht) cos (kt) =

—T

woni (h?+ K> #0)

/W cos(ht)sin (kt) = 0

—T
™

/ sin(ht) sin (kt) =

7T5h,k

Data una funzione f periodica a quadrato sommabile su un periodo, si dice energia della

funzione la quantita
1 2
= t)|” dt
7 [1ro)

si ha la seguente

Sia P (t) un polinomio trigonometrico di spettro complesso (cy)
polinomio vale

ke—n. n> allora I'energia del

1 n
7 [1POF a=3 jaf

k=—n

Si ha
|P (t)|2 _p (t) P_(t) _ Z Ckeiwkt Z Ehe—iwht _ Z Ckéheiw(k—h)t
k=—n h=—n k,h=—n
percio
?/|P(t)\2 dt = Z Ckéhf/ew(k*h)t dt = Z CrChOnk = Z CkCr = Z [
k,h=—n k,h=—n k=—n k=—n

VIIL.2 La serie di Fourier nello spazio L2

VII1.2.1 Alcune considerazioni sugli spazi prehilbertiani

Consideriamo uno K-spazio di prodotto scalare (o hermitiano) (H, (-|-)). Abbiamo subito la
seguente

In uno spazio di prodotto scalare, una famiglia di vettori ortogonali non nulli é un sistema
linearmente indipendente.

La famiglia di vettori ortogonali sia {ux},c,, allora (ux |u,) = 0. Prendiamo un numero
finito arbitrario m di vettori in A, vediamo che essi sono indipenenti:

Zaiu,\(i) =0, a; € K
=1

moltiplichiamo scalarmente ambo i membri per uy )

0= (uA(k) ZO@UA@))

=1

= 5" o (uagy [uacy) = o [uagy |
=1
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ripetendo per k € J,,, notando che ‘u)\(k.)|2 # 0, la tesi.
Vale il fondamentale

Sia H uno spazio di prodotto scalare e {u;} una famiglia finita di vettori ortogonali.

Allora

1€Jm

lug + .o+ um]? =l + -

Si ha

m m m

2
22w | = D (fuy) = 3 (usfus) = 3 Ju
i=1 j=1 i=1

ij=1 i=1

S

12
> ui| =
i=1

Stabiliamo in primo luogo la seguente

Sia H uno spazio di prodotto scalare.

(i) Siaxz € H, e siar = {c+ M|\ € K}, la retta affine per ¢ parallela a v # 0, entrambi
in H. Allora esiste ed é unico a € r, tale che |xt — a| = d(x,r), tale punto é tale che
r—a€Vt

(ii) V C H, sottospazio vettoriale. Sia x € H, allora
lz—y|l=d(= H),ycV e |lx—yl eVt

se esiste y € unico e si dice proiezione ortogonale di x su V.

Vediamo (i). Siaa € r

0 = (z—app)e0=@E—-—c—Mv)0=(2—clv)—A|v?
NICETT)
|v]

da cui 'unicita di a. I fatto che d (z, a) < d (z,w) per ogni w € r si ha notando che w = a+aw
d(z,w)=|z—a—av]’ =|(z—a)—av]’ = |z —a]* + |av|]* > d (z,a)

Vediamo (ii). Sia (z —y) € V* allora per ogni v € V,  — y & ortogonale a v, usando ancora
Pitagora

e = (y +0)I” = (2 —y) +o” =& —y[* + |0

questa ¢ minima se e solo se |v|2 = 0, cioé se e solo se v = 0. Viceversa risulti y € V e
d(z,y) = d(x,V). Se y realizza la minima distanza da V, realizza la minima distanza da
ogni sottoinsieme di V' contenente y, ad esempio ciascuna retta affine per y parallela a v € V,
allora per quanto detto sopra = — y ¢ ortogonale a v. Dunque, z —y € V.

Sia allora V' un sottospazio di dimensione finita m, preso un sistema ortonormale di m vettori
di V, allora la proiezione di x su V vale

m
projy (z) =) (« |ur) u

k=1

infatti (z — projy (z)) € V1. Per vedere questo ¢ sufficiente che il vettore  meno la sua
proiezione & ortogonale a ciascun wuy (infatti il sistema & una base di V: & linearmente
indipendente, si veda la prima proposizione di questa sottosezione, e ha cardinalita eguale
alla dimensione di V). Abbiamo
m
(2 — projy (@) [ur) = () = 3 (@ fur) (ws ug ) = (& i) — (2 fus) = 0
k=1
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Consideriamo ora una famiglia numerabile di vettori ortonormali, {u;} Per ogni m € N,

definiamo

1€EN"

Vin = Span (u;)

1€EJm
allora
m
prO.]Vm Z luk ) ur = pm ()
k=1
vale anche
& —pm (@)]F = (d(z,Vm))?
|:C|2 = |JJ *pm|2 + |pm‘2

da cui si ottiene |pm|2 < |a:2| e

j2|* > |pml” Z| )|

passando al limite per m — o0, si ottiene la dlsuguaghanza di Bessel

oo
> @) < Jaf?
k=1

Adesso mostreremo quando vale 'eguaglianza (identita di Parseval). Per far questo ci
occorrono alcuni risultati preliminari.

Sia z un punto qualsiasi e siano W C V due sottoinsiemi di uno spazio metrico con distanza
d, tali che W sia denso in V. Valga cioé che per ogni v fissato e per ogni € > 0, esista
w tale che d(v,w) < e. Vogliamo dimostrare che d(x,W) = d(x,V), laddove certo & che
d(z,W)>d(z,V). Si ha

d(z,W) < w) < d(z,v)+d(v,w)
d(z,W) < v) +¢
d(SL’, W) - < d(il',”U)

da cui, per la massimalita dell’inf,

d(z, W) <d(z,V)
infine,

d(z,V)=d(z,W).

Sia ora V = W, allora vogliamo vedere che W ¢ denso in V. Fissiamo allora z € V, se x € W
la tesi & ovvia preso z stesso d(xz,z) = 0 < € per ogni . Sia allora z € DW. Esiste una
successione di punti x,, contenuti in W tali che d(z,z,) — 0, per cid per ogni fissato € > 0,
esiste v € N talché

d(z,z,) <e

ex, €eW.
Riassumendo

Sia x € (X, d) spazio metrico. Siano W C V tali che W ¢é denso in V, allora
d(z,V)=d(z,W)
Sia W C X spazio metrico nella distanza d. Allora V ¢ denso nella sua chiusura W. In
particolare, se x € X

d(z, W) =d(z,W)

Sia W chiuso. Allora x € W se e solo se d(z, W) =0



Dimostrazione

(cv.d))

176 VIl La serie di Fourier

Se x € W la tesi & ovvia. Sia, allora, d (z, W) = 0, allora per ogni € > 0, troviamo un punto
y di W tale che

d(z,y) <d(z,W)+e=¢

preso € = 1/n per n € Ny, troviamo una successione y,, di punti di W, convergente a x, percio
rzeW.

Torniamo ai problemi lasciati in sospeso. Sia allora W lo spazio generato da una famiglia
numerabile di vettori ortogonali in H. Allora, definiti gli spazi V,,, come gli spazi generati dai
primi m vettori della famiglia, si ha

W = Span <ui>ieN = U Vi
i=1

abbiamo che nella disuguaglianza di Bessel vale I'uguaglianza se e solo se x appartiene alla
chiusura di W. Dalla disuguaglianza di Bessel si ha che la serie & limitata e a termini positivi,
percid convergente.

Altre considerazioni. V;,, C Vi, 41, percio la successione {d (x,V;,)},,cn € decrescente percio
ammette limite nel suo estremo inferiore che & maggiore o eguale a 0. Vediamo che

E=infd(z,V,,) =d(x, W),

infatti, per ogni m d(z,V,,) < d(x,W) per cui £ < d(z,W). Ora, fissiamo £ > 0, troviamo
un m per cui

€
per cui esiste v € V7, € W per cui

d(@,Vn) > d(2,0) - 5

infine, per ogni € si trova v € W talché
E+e>d(z,v)
la tesi. Si ha percio che

d(z, W) =d(z,W) = lim d(z, V)

m— o0

Maz € W se e solose d (z, W) = 0 (essendo W chiuso), xio¢ se e s0lo se lim, .o d (z, Vi) = 0,
se € 5010 se limy, o0 (d (2, Vin))? = 0, se e solo se

lim |z — pm (2)]* =0

m— 00
ma |z — pm (2)]? = |2|° = [pm ()]?, percio, il tutto vale se e solo se
o = Tim_|py, (2)* =0
m—00

infine, essendo
(o]
Tim_[p, (2))° = ; (s )|

x € W se e solo se

o0

jo* = | fur) |

k=1
In questo caso, allora
lim |z —p, (x)|=0
m— 00

da cui p,, (x) — z, cioé

m:Z(x|uk)uk

k=1
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Abbiamo quindi dimostrato i seguenti

Sia {“k}keN un sistema ortonormale nello spazio prehilbertiano H, allora vale la
disuguaglianza di Bessel

oo
Yo l@lug)l” < |z

k=1

Sia {ug };,cy un sistema ortonormale nello spazio prehilbertiano H. Vale I'identita di Parseval
se e solo se x appartiene alla chiusura dello spazio generato dal sistema ortonormale:

> (@ ur)|* = |2f* < = € Span (ux) ey
In tal caso

o0
=3 el

k=1
VII.2.2 Lo spazio L2

Siano f,g a valori complessi T-periodiche, a quadrato sommabile, si scrivera f,g € L3

Poniamo allora
1
(Fo=7 [ 050

La forma introdotta & un prodotto hermitiano, sicché¢ lo spazio delle funzioni L% &
prehilbertiano. Infatti

(M) o = 7 [ 5@OT0d+ 7 [ HOTOd = (R0)e + A 9)se
(- + o)) = T/Tfu)gl—(t)mf/f2<t>ga—(t>dt=(f-g1>m+n<f-gz>m

(o = 7 [f0s@a=7 [s0r0a=% [ (0 T0)a=7[ s07D
(9 g2

1 2
(G0 = g [ @F@=0.(0),: =0 | O] =0ao
T
Per quanto visto nella prima sezione, troviamo subito un sistema ortonormale per il prodotto
hermitiano definito,
e, =e“t ke

presa una funzione f € L2 consideriamo le sue componenti rispetto al sistema ortonormale
trovato

(e =7 | 1O a=ah)
dove ciascun ¢ (f) si definisce coefficiente di Fourier della funzione f.
Dunque, lo spettro di un polinomio trigonometrico ¢ dato da
ek =(P-ex)p,

per un polinomio trigonometrico, per quanto visto nella proposizione di eguaglianza
dell’energia, vale anche

|P|‘;:/| DPdt =20 3 Jef = 3 1P en)al?

k=—n k=—n
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Ci proponiamo adesso di sfruttare il lavoro svolto nella precedente sottosezione. Percio
consideriamo lo spazio prehilbertiano L2 e la famiglia numerabile di vettori ortonormali

{ek}kez

Sia x (t) € L%, allora possiamo considerare il polinomio trigonometrico dato dalla proiezione
di x sugli spazi V,,, generati dai primi 2m + 1 vettori del sistema

m m

S (£) = projy, @ (t) = Y (z-ex)ex= Y cx(x)es

k=—m k=—m

Il limite per m — oo si dice serie di Fourier di z (¢f). Troviamo subito che vale la
diseguaglianza di Bessel per le serie dei polinomi trigonometrici generati dalla proiezione
di z(t). In questo contesto la diseguaglianza di Bessel prende il nome di diseguaglianza
dell’energia:

Sia x (t) una funzione in L2. Allora i coefficienti di Fourier della z (t) sono tali che
> low @) < falfs = [ o) at

Inoltre vale

|z — p ()7 = [2]* — |pm (@)

Sia x (t) una funzione in L%. Allora la proiezione di x

m m

Sm (t) = projy, = (t) = Z (x-ey)2er= Z ck (x) ey

k=—m k=—m

e tale che
|2 (8) = S (8)[72 = [2]72 — |Sm (8)]72

Il problema adesso é quello di stabilire quando vale I'identita di Parseval, che chiameremo ora
eguaglianza dell’energia, ci chiediamo cioé¢ quando valga

Yol (O = lalza
z(t) = W}i_r)noosm (t)

Con un po’ di fatica vedremo che in realta questo risultato vale sempre. Cioé la serie di Fourier
di ogni funzione di L2 converge alla funzione stessa, in norma L?.

Intanto supponiamo di avere gia dimostrato quello che vedremo in seguito, per cui funzioni
T-periodiche continue C! a tratti hanno serie di Fourier convergenti uniformemente ad esse
stesse. Siccome la convergenza uniforme implica la convergenza in norma, L?, abbiamo trovato
una sottoclasse A di funzioni a quadrato sommabile per cui la serie di Fourier converge alla
funzione.

Dalla disuguaglianza di Schwartz, applicata a |f| e 1, si ha

dt
2 > —
ez [ 1010 F
da cui si deduce che

[l < 1fle

e, dunque, f € L% = f € LL. Vedremo che le funzioni a scalino (costanti a tratti) estese per
periodicita sono dense in L3..

Le funzioni a scalino possono essere approssimate in norma L? con funzioni continue C' a
tratti. B sufficiente unire i salti con segmenti aventi pendenza sufficientemente alta sicché la
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differenza integrale tra le funzioni sia piccola a piacere. Da questo si deduce infine che A &
denso in L. D’altra parte, per quanto detto e dal teorema sull’identita di Parseval

A € Span (eg),.cy,

dimostriamo che cosi vale anche per L2.. Sia x € L%, allora z € P = Span (ey,) rez S e solo se
d(z,P)=0: stapeP

d(z,P) < d(x,p) <d(z, f)+d(f,p)
dove f € A. D’altra parte, per massimalita dell’inf
d(z,P)<d(z, f)+d(f,P)
dunque, siccome d (f,P) =0
d(z,p) < d(z, f)=d(=,P)<d(zf)
ora, per ogni € > 0 si trova f € A, per cui
d(z,P)<d(z, f) <e

infine, per 'arbitrarieta di € > 0 si ha la tesi.
Modulo dimostrare che le serie delle funzioni in A convergono uniformemente alle rispettive
funzioni e che le funzioni a scalino sono dense in L2, abbiamo trovato il seguente

La serie di Fourier di una qualsiasi funzione x € L% converge in norma L* a

o0

L2
Z(x-ek)Lz e, — I,
— 00
vale I'eguaglianza dell’energia
o] o]
2 2 2

D ol@-en) o’ =D ler (NI = lalze -
— 00 — 00

Prima di proseguire & giusto dimostrare la densita delle funzioni a scalino a supporto compatto
nell’insieme delle funzioni sommabili in R™ (dal quale discende uno dei risultati di cui avevamo
bisogno):

Per ogni f € L' a dominio limitato in R e per ogni € > 0 esiste una funzione a scalino e a
supporto compatto a valori in R tale che

|f—g|L1=/\f—g|dX<€

Basta limitarsi a f positiva e reale, usando poi fT, f~, parte reale e parte immaginaria,
determiniamo la tesi nel caso generale.
Se f >0, fissato e > 0, esiste 0 < p < f, p=> 1", CkX g, con cg > 0, semplice per cui

/f—mk<g

&
/\9—¢| dX<§

prendiamo per ciascun Fj un plurirettangolo Ay C EY, tale che
m(Ey A Ag) < ae
ove a = min {1/2mey, |k € J,, }, posto

basta ora trovare g a scalini per cui

m
= ciXa,
k=1
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essa avra supporto compatto e inoltre

Ora, manca da mostrare la densita delle funzioni a scalino in L?, a questo scopo premettiamo
la dimostrazione del seguente

Le funzioni L? possono essere approssimate in norma L? mediante funzioni limitate.

Consideriamo f € L? non limitata (altrimenti la tesi & ovvia) e positiva (se f non & positiva
si ragiona prendendo parte positiva e negativa e usando poi la diseguaglianza triangolare), e
sia fn la troncata N-esima della funzione f, cioé valga

_Jfx), sef(x)<N
I (x) = { N, altrimenti.

Adesso consideriamo 'integrale

/ = P dx:/ | — NI X, dx
S S

dove xp, ¢ la funzione caratteristica dell’insieme Ry dei punti sui quali f (x) > N. Abbiamo
dunque una successione di funzioni definite in S,

. 2

Fy (%) = [f (%) = NI" Xgy (%)
la successione & certamente puntualmente decrescente perché gli insiemi Ry sono incapsulati
e perché f & positiva. Ciasuna funzione Fy & sommabile come prodotto di sommabili (f

N

¢ L? percio ¢ misurabile, tale & allora l'insieme Ry: la ua funzione caratteristica & allora
sommabile). Inoltre,

lf(x)=N[<|f®)|+N
ma sugli insiemi Ry, si ha N < |f (z)| da cui

|f () = NI < 4|f (x)*

e percio vale il teorema di Beppo Levi

. 2 . 2
Jdim [0 plax= [ g (17 = NP ) dx
Calcoliamo il limite (puntuale) entro integrale: sia x € S se f (x) € R allora x € S\Ry, ne
deriva che il limite per N — oo di Fiy (x) ¢ nullo. Si conclude percio che l'insieme sul quale
la funzione limite & certamente nulla ¢ il complementare dell’insieme su cui f assume valore

infinito. Ma tale insieme ¢ a misura nulla. La funzione limite &¢ dunque nulla su S tranne al piu
un insieme di misura nulla, essendo una funzione pari a 0 quasi ovunque essa avra integrale 0:

Jim |f = fla =0

Fissato un ¢ esiste sempre un N tale che || f — fn|l ;2 <&, la tesi.

Per ogni f € L? a dominio limitato in R™ e per ogni ¢ > 0 esiste una funzione ¢ a scalino e
a supporto compatto a valori in C tale che

1/2
T ( [ir-of dX) -

Le funzioni a scalino sono dense in L?.

Data f € L? e fissato € > 0 troviamo una funzione limitata g tale che
€

17 =gl < 5
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ma se g & limitata allora & sommabile, cioé¢ L', percié troviamo una funzione a scalino tale che

E‘ 2
lg =l < (m)
D’altra parte (g — ¢) ¢ una funzione limitata
2 2
lo =l = [ lo= ol dx <suplo =l [ 19— ¢l dx =suplg = ¢l g = ¢l
/2 §i ha

1f = @lle <If =gliz +llg =@l <e

posto M = (sup |g — ¢|)

VIl.3 Teoremi di convergenza puntuale

VI1.3.1 Il lemma di Riemann-Lebesgue

Premettiamo un risultato molto importante, il

Sia p : R — C, limitata localmente sommabile T-periodica. Per ogni f € L' (R), si ha allora

Jim [rwpona=([v0F)([ro)

Posto u = [p(t) %7 a meno di porre p — p— p, si pud supporre la media di p nulla. Con un
cambio di segno il limite per A — —oo si riconduce al limite per A — 4o00. Percio ci limitiamo
a quest’ultimo.

Vediamo intanto che il lemma ¢ vero per f = x| Supposto A > 0, con il cambiamento di

variabile A\t = s,

a,b]*

b 1 Ab
[xwap0dt= [ o0 de=3 [ o) ds
R a A

a

se m ¢ il massimo intero per cui Aa + m7 < Ab, allora 'ultimo integrale si spezza come

/:bp(s) ds:i/:ﬁ”p(s) ds+/:b p(s) ds

a a a+mT

la sommatoria ¢ banalmente nulla, dunque, posto ¢ = Aa + m7 e d = b, si ottiene

/abp()\t) dt = %/Cdp(s) ds

[ronal =2 ["pe <3 [ as

ma siccome |p (s)| & positiva, per monotonia nel dominio

1/d|p<s>| ds<1/C+T p)ds =3 [ )l as
AJe A e A Jo

il quale tende ovviamente a 0, per A — oo.

da cui

Per linearita di limiti ed integrali, il lemma & vero per funzioni a scalino che sono combinazioni
lineari di funzioni caratteristiche di intervalli limitati. Ma le funzioni a scalino sono dense in
L' (R) per quanto visto nella sezione precedente. Presa percio f € L' (R) e fissato ¢ > 0, si

trova g a scalino per cui
[1r-glar<e
R
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Allora
[ramooal = |[(0-a0+90)p00 o <
< | [¢w-g@wona+|[s0pon dt‘g
< /|f |pAtdt+\/ Y
< [1r0-s0lbl. | [ a0 ‘g
<

e llpll. + \ / o (09 () dt‘

I'ultimo addendo tende a 0 per A che tende a 0, cioé esiste A., per cui per A > A, I’addendo
¢ definitivamente minore di €, ne deriva che per ogni €, esiste A tale che se A > A,

p(At) dt| <e([pllo +1)

(c.v.d.) da cui la tesi.

Corollario VII.1  Sia p: R — C come nel lemma; se [a,b] C R, f € L' ([a,b]), allora
b T dt b
Jdim [rapona= ([0 %) ([ 1o

Dimosti(aziods  Basta applicare il lemma a f[*;.b].

Presa una funzione f T-periodica useremo il lemma di Riemann-Lebesgue, per studiare il
comportamento dei coefficienti di Fourier per k — oo, in particolare abbiamo che

iwore At
lim f(t) ekt =

=0.
k—ztoo Jp T

Questo fatto puo essere dimostrato direttamente per funzioni in L2, senza ricorrere al lemma
di Riemann-Lebesgue. Se f ¢ a quadrato sommabile la serie dei moduli quadrati dei coefficienti
di Fourier & convergente, perché limitata, sussiste la diseguaglianza dell’energia, allora anche
i coefficienti di Fourier devono andare a 0.

VI1.3.2 Il teorema di convergenza puntuale

Vogliamo scrivere in modo pit semplice la somma parziale m-esima della serie di Fourier di

una funzione f € Li.. Abbiamo
; do
zkw(tf(r)_ _
2. (frereeog)

Sm (t) = i ok (f) e =y (/ f (o) =k @ >ez‘kwt

k=—m k=—m

(8~ )s

k=—m

k=—m

Nucleo di

Dirichlet  p,niamo ora la seguente

Definizione VIIL.2 Sia m > 0 intero, si definisce m-esimo nucleo di Dirichlet la funzione D,,, : C — C, talché
m
Z eikz
k=—m

La funzione D,, é la somma di 2m + 1 in progressione geometrica di ragione e'*, percid se
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e? # 1, cioé se z # 277, risulta

m 2m i(2m+1)z imz+iz —imz

D (Z) _ e*imz ei(ker)Z — e*“nz eijz — efimze ( - 1 = € —¢

m = E - E 0: - etz — 1 -
j=

k=—m

etz — 1

moltiplicando numeratore e denominatore per e ~%*/2

im+1/2)z _ g=i(m+1/2)z gin ((m +1/2) 2)

e e sin ((m z
} ‘ _ — Dy, (2), 217
612/2 _ 671’2/2 sin (2/2) (Z) 2e C\ "

negli altri punti D,, (z) vale 2m + 1. Inoltre,

m o ikz T e—ik’z

e m
Dm(z):1+QZT=1+2Zcos(kz)
k=1 k=1

Si noti come D, (z) & pari. Sulla retta reale, dall’ultima eguaglianza, avendo cos (kwt) periodo
T/k,

dt
D, (wt) = =1
[ P

Tornando al calcolo di cui sopra, ricordando che D,, & pari, con due successivi cambi di
variabile

T/2 mo o T/2 o —T/2+t
Sut) = [ 1@ ( > e”““‘”) T t@Duet-F=[ " ra-9Da

—T/2 i —T/2 T/24t

7t+T/2 d0
- / S (t+6) Dy (w6) 2
—t—T/2 T
de
Sm (t) = f(t+0)Dy (wh) =
T T
Dall’'ultima eguaglianza della prima riga si trova, del resto

T/2+t d d

Sm(t):/ f(t—s)Dm(ws)—S:/f(t—s)Dm(ws)—s
T /24t T Jr T

facciamo la media aritmetica, con l'altra espressione ricavata di S, (t)

Su) =5 [ 1t +9)+7 (=9 D) T

Ora, sia f una funzione sommabile e fissiamo a € R, per la quale valga la condizione di
Dini, cioé risulti sommabile in un intorno di s = 0, la quantita

flats)+fla—s)—2f(t)

S

essa sard sommabile anche lontano da s = 0, perché poi sara prodotto di una somma di
sommabili con una continua (1/2). Valendo la condizione di Dini la serie di Fourier di f
convergerd a f (a), che & appunto un risultato di convergenza puntuale.

Abbiamo, ricordando che Uintegrale di D,,, (ws) ¢ nullo su un periodo

T/2
f(a) = / £ (a) Dy (w3) ds

~7/2
dunque,
_ (" flats)+ fla—s)—2f(a) ds
Sulo) 1@ = [ x Dy (w3) B =
_ T/2f(a+s)+f(a—s)—2f(a) ) ds
a /T/2 2sin (s/2) sin ((m +1/2) 5) T
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del resto
flats)+fla—s)—2f(a) flats)+fla—s)—2f(a) s
2sin (s/2) s 2sin (s/2)
il primo fattore ¢ sommabile, il secondo ¢ continuo, dunque, sommabile, la funzione &
sommabile, inoltre sin ((m + 1/2)s) & periodica e ha media nulla, applicando il lemma di
Riemann-Lebsgue, passando al limite per m — oo, si ottiene la tesi.
Si ha la seguente

Sia f sommabile e T-periodica, se per un punto a € R, in un intorno di s = 0, risulta
sommabile la quantita

flats)+fla—s)—2f(t)

S

allora la serie di Fourier di f converge in a a f (a).

Sia f : R — C, una funzione T-periodica sommabile. Sia a € R, tale che i limiti destro e
sinistro di f esistano finiti in a

fla™) = elir(r)1+f(a—9)€C
f(at) = eli%l+f(a+0)€([f

Supponiamo, inoltre, che le quantita
fla£0)— f(a*)
+60
siano sommabili in un intorno qualsiasi di @ = 0. Allora la serie di Fourier di f converge in a
alla media aritmetica dei limiti destro e sinistro si a:

D76 s ()

2 m—00

Sia g eguale a f, tranne in a, dove

allora,
flats)—fla)+fla—s)—fa”) glats)+gla—s)—2g(a)

S S

¢ sommabile, percio g & nelle ipotesi del test del Dini. ¢ (g) = ¢k (f) perché gli integrali di
funzioni uguali tranne in un insieme a misura nulla (un punto) sono uguali.

Allora se in un intorno qualsiasi di § = 0, la funzione ¢ lipschitziana, i rapporti incrementali
sono limitati e vale la condizione di Dini, se mostriamo che f lipschitziana a tratti implica
lesistenza di limiti destro e sinistro abbiamo un nuovo risultato per la convergenza puntuale.
Stabiliamo quindi il

Sia f una funzione lipschitziana a tratti, allora f ammette finiti, limiti destri e sinistri in
ogni punto.

Sia per x < xg e ¥ > xo f lipschitziana, allora, per x 2 xo f & continua e si ha la tesi.
Vediamo pero che esistono

tn 40

Vediamo il limite sinistro. Se esiste esso ¢ finito perché la funzione ¢ localmente limitata. Sia
la, o[ Vintervallo in cui f & lipschitziana, allora esiste M per cui

[f (@) = f )l < Mz —y|, 2,y €la, x|
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xo ¢ il sup dei punti dell’intervallo considerato, prendiamo allora {z,} C ]a, x|, tale che z,
converge a zg. In quanto convergente essa & di Cauchy. Per ogni m,n € N, si ha

|f (.’L‘m) - f (.’L‘n)‘ <M |xm - xn|

fissato € > 0, esiste v € N, per cui se n > m > v, si ha
|f(xm) - f(xn)| < M‘xm 7xn| < Me

ma allora anche f(x,) & di Cauchy, allora f (z,) — b € R. Per la tesi ci basta vedere che
per ogni € > 0 esiste v tale che z, < © < xg implica |f () —b| < e. Fissiamo v tale che
|z, —xo| < e/2M e |f (x,) — b| < £/2, se vediamo che |f (z,) — f (z)| < £/2 abbiamo finito.
Ma

|f(951/)_f(95)|§M|xy—x|§Mﬁ:§

Sia f : R — C T-periodica e lipschitziana a tratti, allora la sua serie di Fourier converge in
ogni punto alla media del limite destro e sinistro della funzione.

In particolare, il teorema si applica alle funzioni C' a tratti.

VIl.4 Teoremi di convergenza uniforme

Finalmente, siamo in grado di dimostrare il risultato che ci occorreva nella discussione
sull’identita di Parseval, nello spazio delle funzioni a quadrato sommabile. Dimostreremo
cioé che le funzioni continue, C' a tratti, periodiche hanno serie di Fourier che convergono
uniformemente ad esse.

Sia f T-periodica continua e C' a tratti. Allora la serie di Fourier converge totalmente (e
percio uniformemente) a f su ogni intervallo limitato.

Dal teorema precedente, essendo f continua, si ricava la convergenza puntuale. Per ottenere
la convergenza totale notiamo che

ller (F) ™o, < llew (Flloe = ler ()]

per la disuguaglianza dell’energia, (valida per ogni funzione in L2.) sabbiamo gia che la serie
dei moduli dei quadrati dei ¢, € convergente, vediamo adesso che cid & vero per la serie dei
moduli.

Siccome f € C! a tratti, & possibile integrare per parti (f sara continua a tratti). Per n # 0,
troviamo

e (f) = / L F e dr = [f (t) r - / R0 v)

—inw —inw nw

La funzione f, essendo continua a tratti ¢ a quadrato sommabile.  Applichiamo la

diseguaglianza dell’energia ai ¢, ( f) Abbiamo

n NE .
5 e (1) <1
applichiamo la diseguaglianza di Cauchy-Schwartz alle m-uple

(oo (D), ().,
“ () h (L) )

n=1

2
L2

si ha

S len ()] < (z
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Passando al limite per m — oo

2
L2

> len (£l < M|f
n=1

analogamente

2
L2

> len (NI <M |f

n=1

Infine, la convergenza totale discende dalla
oo 12
> len (D < leo (f)l+2M ||

(c.v.d.) Ma allora la serie converge uniformemente al suo limite puntuale, cioé alla funzione stessa.

Esempio VII.1 Consideriamo, in primo luogo, la funzione ¢ : R — C, avente grafico a dente di sega:
t — 2t t e :| —Z z[
T 272
T
2 7Y
estesa per T-periodicita sulla retta reale. Calcoliamone la serie di Fourier che sappiamo
convergera puntualmente ovunque alla funzione. Abbiamo, per n > 0

T/2 2 . T/2 2 d —inwt 2 o T/2 T/2 9 e—inwt
Ten(f) = / —teTldt = / —t— (e . ) dt = {—.—te‘m%t} +/ 2L
72 T _ppp T dt \ —inw 2inm —1/2 v T inw
_ 1 T —inm 4 r inmT \ __ T . ( )
= — 3¢ 7€ = —;—cos(nm
infine
o = 7@ o, =0, b, = _2cos(nm) 2 (—1)"+!
inm nmw nmw
Ora, calcoliamo
t 9 M ()Rt giwkt _ p—iwkt giwt/2 —iwt /2
(S — Sn) cos “oo 2 Z (=D " e ‘ c te =
2 T k 21 2
k=n+1

(_1)k+1 elwt(k+1/2) + etwt(k—=1/2) _ o—iwt(k—1/2) _ —iwt(k+1/2)

S _
o, k 2 a
k+§>t+— Z B sin k—§ t=

T
k=n-+1

(_1)h+2

1 1 1
k+=)t+=S 2 sin(h+=)t=
+2> +ﬂ_}§1 ol sm( +2>

k

(_1)n+2 . 1 1(_1)m+1 ' 1

——sin|{n+=|t+ ——"——sin|{m+ =]t
2 T m 2

= A s R A 1
_|_; E ( p + 1 s1n<k+§>t

k=n+1

vediamo quanto fa 1'ultima sommatoria

m—1 k+1 k+2 m—1 k+2 k+1 k+2
(-1 (=1 _ E-D""+k(=D"" +(=1) _
> ( K ThRtd ) = 2 ( CE) >_

k=n-+1 k=n+1
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Teorema VII.10
(integrazione
termine a
termine)
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Wo k(k+1) Wo k(k+1)

se ne ricava che, passando ai moduli

m—1
| S — S |cos(‘u—t§l L ll 1
7rn+1 Tm Trk:n-{-lk k+1
poiché, per ogni [t| < p < T/2
wt>0 wit <ﬂ:ﬁﬂ<T
cOoS — — —
2 e 2 2

d’altra parte

b ST
k k+1 B

m—1
Zkk-l—l

k=n+1
sicché
wt 2 1
Sm — Sn <=
| leos 5 < T
per |t| <p < T/2, cos(wt/2) < cos (wp/2)
1 2 1

sup |S;, — Sn| < —
\t|§€;| = cos (wp/2) mn+1

da cui, sul dominio scelto le sommeparziali formano una successione di Cauchy e quindi si ha
convergenza uniforme.

Sfruttando la convergenza uniforme sui compatti in cui f & continua della funzione dell’esempio
precedente si giunge alla seguente importante generalizzazione.

Sia f : R — C, T-periodica e C* a tratti. La serie di Fourier converge uniformemente ad f
su ogni compatto che non contenga punti di salto di f.

Sia f discontinua (discontinuita che abbiamo gia visto sono a salto) nei punti ¢, . . ., ¢y, in un
intervallo-periodo, allora sia ¢ dell’esempio precedente, ogni periodo essa ha salto 1. Passiamo
a considerare la funzione

h
F(t)=f(t) +Z%k¢(t7tk +T/2)
k=1

essa € continua e regolare a tratti, percio la sua serie di Fourier convergera uniformemente a
F'. Ma la serie di Fourier di f si ottiene dalla somma di un numero finito di serie, quella della
F' che converge uniformemente e quella delle h

Ottt 1)),

percio sara uniformemente convergente negli intervalli in cui esse convergono uniformemente,
cioé nei compatti che non contengono i t.

Per I'integrazione delle serie di Fourier, si ha il seguente

Sia f continua a tratti T-periodica e sia F (t ft ) ds. Allora presi due punti t,ty in

un intervallo-periodo
()G@t)=F(t) —co(f)(t—tog) & T-periodica e

cr (G) _ Ck (f)

iwk

k#0
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(ii) La serie

+oo )
Z/ Cr (f) eiwks gg
—oo Yto

converge totalmente sul periodo alla F (t).

Dimostrazione
Per (i) si noti che G (¢) ¢ la funzione integrale nulla in tg della funzione f () — ¢o (f), essa
ha media nulla su un periodo ed ¢ periodica, ne consegue che G (t) & T-periodica:

T T T 1 T
| ro-awa= [ roa-ram = [ roa-rz [ o a-

Abbiamo che G (t) ¢ T-periodica e continua. Inoltre ha per derivata f (t) — co (f), percio &
C' a tratti. Ricade nelle ipotesi del teorema di convergenza uniforme. Sfruttiamo ora il fatto
che f(t) =dG/dt + co (f) e che dG/dt & continua a tratti, per n > 1

T T
Cn (f) = _/ < + CO )) e—inwt dt = l/ Ee—inwtdt + Coéf) / e—inwt dt =
0

T
= [TG(t) e_m“’t} mw/ G (t)e ™t dt = inwec, (G)
0

se ne ricava che

Veniamo a (ii):

+oo At +oo +o0o
S / a(f)eds = co()(t—to)+ 3 g -5 ok _ o) (6 t0) 4 G (1) -

iwk
—00

(c.v.d.) uniformemente.

VI1.4.1 |l teorema di Féjer

Data f € L., consideriamo per ogni m > 1, la quantita
do db
omf (1 ——ZSkf /ft—|-0 (ZDk >T=/Tf(t+9)¢m(9)T
dove si ¢ definito 11 nucleo di Fejer
Dy (s),seC
Come media di quantita aventi media integrale 1, la media integrale del nucleo di Fejer & 1.

Diamone adesso un’espressione piu concisa. Ricordando che
eikseis/Q _ e—ikse—is/Q

Dy (s) = 0is/2 _ g—is/2
supponiamo ora s ¢ 27Z, cosi
1 613/2 Z ezks _ 6—13/2 Z e—zks . s
Dils) = E=0 E=0 _ 1 €is/26 -1 eﬂ-s/Qe -1\
Zf k - 0is/2 _ g—is/2 T gis/2 _ g—is/2 cis — 1 eis 1 )

1 eims _ N e—ims _ q B eims + e~tms _ 9 _ 2 cos (ms) -2
0is/2 _o—i5/2 \ gis/2 _g—is/2 | gis/2 _g—i5/2 ) (eis/2 — e—is/2>2 ~ sin®(s/2)
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2(1 —cos(ms))  sin® (ms/2)

sin?(s/2)  sin®(s/2)

percio, per I'm~esimo nucleo di Fejer

o L (ms/2)
P (8) = m 51112 (s/2)

da cui il nucleo di Fejer ¢ sempre positivo.

Lemma VIL9  SiaT > 0, se 0 < § < T/2, la successione di funzioni ®,, (wt) converge uniformemente a 0
in [6,T — 0]+ TZ.

Dimostrazione Abbiamo
1 1

msin® (wt/2)
ma in [§, T — §], sin (wt/2) > sin? (6w/2), percid
1 1 1 1
m sin? (wt/2) — m sin? (wd/2)
la tesi si ha passando al limite per m — oo. La periodicita fa seguire la proposizione per gli
(c.v.d.) insiemi traslati di un numero intero di periodi.

0< @ (wt) <

0<®,, (wit) <

Infine, a conclusione dell’intera nostra trattazione sulla serie di Fourier,

Teorema VIIL.11 ) . . . . o
(di Fejer) Sia f € Li; se f é continua in a € R, la successione o, della media delle somme parziali

della serie di Fourier di f converge in a ad f (a). Se f é continua si ha convergenza uniforme
in ogni compatto di R.

Dimostrazione Si ha
Umf / f a+ 0 ®,, d0 / f m = /1“ [f (a + 0) - f (a)] b, (0) d?e

da cui

lomf (a) = f(a)] <

)

T/2
<[ a0 -f@l e, 0F

T2

T/2
[ aro-r@ie.0F

—T/2

Fissato € > 0, esiste > 0 tale che sia |f (a +6) — f (a)| < ¢, se |8] < J, posto allora

Cm = max{P,, (wt)|t€[6,T -6 +TZ}:
8 -6
@t @ < [ @n@F [ 170 - r@lean o) -

T/2 do
[T er0 - r@le.0)F

) -0
[ cen@F+ [ f@ro-r@le®F+

-5 —T/2

IN

T/ do
+ [0 = f@len @) F

4 T/2

poiché per m — oo, per il lemma precedente, ¢, (§) — 0, la tesi.
Se f & continua, su un intervallo-periodo, sara uniformemente continua, dunque troviamo
und che va bene simultaneamente per tutti gli a nell’intervallo considerato, sicché

lomf(a) = f(a)] < et+em@)[flp+1f(a)ll, Va
lomf (@) = fla)l < etem @) [Ifp +1f ()]
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(c.v.d.) la conclusione.
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Definizione VIII.1

Integrale lungo
una curva

Definizione VIII.2

Capitolo VIII

Forme differenziali

In questo capitolo studieremo in dettaglio le applicazioni dagli aperti di R™ a valort nel suo
duale. Queste si chiamano forme differenziali e comprendono i differenziali delle funzioni reali
definite su R™.

VIIl.1 Definizione e prime proprieta

VIII.1.1 Forme differenziali

Poniamo subito la seguente

Sia A un aperto di R™. Una forma differenziale w in A é un’applicazione di A in (R™)*:
w:A— (R")”

Dunque, preso x €A si ha che w(x) ¢ un omomorfismo definito su R™ a valori in R. Se
introduciamo nel duale di R™ la base canonica, {dx; |i € J,, } esisteranno, unici, n reali tali che

w(x) = Z a; (x) dz;

Sono percio definite univocamente n funzioni a; (x) definite da A in R. A seconda che esse
siano continue oppure C*, la forma differenziale si dira continua o C*.

VIII.1.2 Integrazione delle forme differenziali

Un’altra fondamentale definizione ¢ la seguente

Sia A C R"™ aperto, sia w = Y a;dx; una forma differenziale continua in A. Sia
@ : [a,b] — R™ una curva regolare a tratti, con sostegno contenuto in A. Si definisce integrale
di w lungo la curva ¢ la quantita

® @ =1
Vediamo cosa accade se a ¢ sostituiamo la curva equivalente 1 : [¢,d] — R™ essendo
p:[a,b] = [c,d]

il diffeomorfismo tale che

allora
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nel caso in cui p sia crescente, percio il sostegno sia percorso nello stesso verso nelle due
parametrizzazioni. In caso contrario, si devono invertire gli estremi di integrazione e con cio

[e= ]

Riassumendo

Siano ¢ e v due curve equivalenti e sia w una forma differenziale continua in un intorno del

IOIO SOSlfegnO. stu_h a
/ /
%] ’l/)

[#= ]

se e ¥ hanno lo stesso verso, e
se hanno verso opposto.

Da quanto detto emerge che ’aspetto importante nell’integrazione non & tanto la curva, ma il
suo sostegno. Nell’insieme delle curve la relazione essere equivalenti &, appunto, di equivalenza.
Ogni classe di equivalenza (che & rappresentata, appunto dal sostegno comune a tutte le curve
della classe) si dice cammino. All’interno di una classe di equivalenza, scelto un orientamento,
la sottoclasse di curve avente quello stesso orientamento si dice cammino orientato.

Si puo percio definire l'integrale di w lungo un cammino orientato  come 'integrale lungo
una qualsiasi curva avente v come sostegno percorso nel verso specificato

Aw

Poi, se 7T e v~ sono due cammini equivalenti e di verso opposto, risulta
/ W= / w
vt v

Sia A C R" e sia F(x) = (F; (x), F» (x), F3(x)) un campo di forze in A. Allora la forma
differenziale

w(x) = Fy (x)dzy 4+ Fy (x) dzs + F5 (x) dos

¢ il lavoro elementare della forza in x. Scelto un cammino tutto contenuto in A il lavoro
compiuto sul cammino & I'integrale della forma.

Sia f : A — R una funzione C* (A), e sia ¢ : [a,b] — A una curva regolare a tratti. Si ha
b n
of .
[a=[Sicmana
® a =1 "

Ora, posto F' (t) = f (¢ (t)),t € [a, b], funzione continua a tratti, risulta

LIOE 3p-AEOEA0
da cui
b .
/df:/ F(t)ydt=F@b) — Fa)=f(p®) — f (¢(a))

dal teorema fondamentale del calcolo.

Ora, preso un cammino orientato v nell’insieme delle curve regolari a tratti, avente estremi



Definizione VIII.3

Lemma VIII.1

Dimostrazione

(cv.d.)

Teorema VIII.1

VIII.2 Forme differenziali esatte 193

X1, X9 risulta
/df: f(x2) = f(x1)
~

che ¢ il teorema fondamentale del calcolo a piu variabili. L’integrale del differenziale di
una funzione lungo una curva non dipende dalla curva stessa, ma solo dai suoi estremi.

VIIl.2 Forme differenziali esatte

Poniamo la seguente

Sia A un aperto di R" e sia w una forma differenziale continua in A. La forma w si dira
esatta se esiste una funzione f : A — R, f € C* (A), tale che w = df.

Se w ¢ esatta e f & tale che df = w si dice che f & una primitiva di w. Ora, se f ¢ una
primitiva di w, anche f + ¢, con ¢ € R, & una primitiva di w. Sia ora A connesso e siano f e g
due primitive di w. Allora d (f — g) = 0, ma essendo A connesso, f —g = ¢, dunque f = g+c.
Percio se f & primitiva f 4+ ¢ & una primitiva, se poi A & connesso due primitive differiscono
sempre per una costante.

In questa sezione cercheremo alcune condizioni che consentano di stabilire se una forma &
esatta. Cominciamo col seguente

Sia A un aperto connesso di R™. Se xq e x1 sono due punti di A, esiste una curva @ regolare
a tratti, con sostegno contenuto in A e avente come estremi i punti Xg € X .

Fissato xg € A, indichiamo con B I'insieme dei punti di A che possono essere congiunti a xg
mediante una curva regolare a tratti avente sostegno in B. Per dimostrare il lemma bastera
vedere che B = A.

Intanto vediamo che B & aperto. Sia x € B e sia ¢ : [a,b] — A, una curva con ¢ (a) = Xxg
e p(b) =y. Poiché A & aperto esiste I y-palla tutta contenuta in A. Sia x € I. La curva
¥ [a,b+ 1] — R™ di equazioni

{ o (t),t € la,b]
Y+(t_b)(x_Y)7te]b’b+1]

ha sostegno in A e congiunge xg e x. Se ne conclude che I C B, percid B ¢ aperto. Ora,
consideriamo A\B. Preso y € A\B esiste I y-palla tutta contenuta in A. Sia x € I, ora
supponiamo per assurdo che x € B. Allora se ¢ & la curva che congiunge x( e X presa 1 come
sopra, troviamo una curva a sostegno in A che congiunge xg ey, il che é assurdo. Concludiamo
che x €A\ B, percio I C A\B e A\B ¢ aperto. Infine, abbiamo trovato una partizione di A
formata da insiemi aperti (e dunque simultaneamente chiusi). Siccome A & connesso, uno dei
due insiemi deve essere vuoto. Tuttavia essendo x¢ € B si ha che A\B = (), percio A = B.

Dunque un aperto connesso € anche connesso per archi.

Preso allora un aperto connesso A, siano x e y in A. Indichiamo con ® (x,y) l'insieme delle
curve regolari a tratti a sostegno contenuto in A e aventi estremi ordinatamente in x e y. Se
w ¢ una forma esatta, w = df, e se p € P (x,y), allora

Lw—f(y)f(X)

[== ]

Sia A un aperto connesso di R™ e sia w una forma continua in A. Condizione necessaria e
sufficiente affinché w sia esatta ¢ che comunque si prendano due punti x,y € A e due curve

e per questo se p, 1 € & (x,y) si ha

Con questo si perviene al seguente
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[== ]

Sopra abbiamo mostrato la necessarieta della condizione. Dimostriamone la sufficienza. Per
questo occorerra trovare una primitiva della forma. Se

w = Zaz ) dx;

la tesi equivale a trovare una funzione f di classe C! (A), tale che per ogni x € A risulti

Ui
5o (%) = as ()

Sia x¢ € A. Preso x €4, sia p € ® (x¢,x) e sia

f®=Lw

il che & lecito, poiché per ipotesi si € imposto

[

Vogliamo vedere che effettivamente f & una primitiva di w. Sia v un versore, poiché A &
aperto, esiste B (x,d) C A. Preso |h| < ¢, il segmento (x,x + hv) & tutto contenuto nella
palla. e percio in A.

Presa ¢ € ® (x0,x), con ¢ : [a,b] — A, definiamo v : [a,b+ 1] — A come

B (t),t € a,b]
w(t)—{ £+(t—b)hv7te}b,b+1]

si trova che ¥ € ® (xg,x + hv). Allora

b+1 1
fx+hv)= /w—/w—i—/ Zai(x—l—(t—b)hv) hv; dt
i=1

posto s = h (t — b) e ricordando la definizione di f

v, € O (x,y), risulti

f(x+hv) / Z a; (x+sv)v; ds

Percio

f(x—i—h\}/l)—f(x) _ l/héai(x—ksv)”ids

passando al limite si ottiene percio
n
= Z a; (X) v;
i=1
da cui si ottiene la tesi sostituendo a v i vettori della base standard e;.

Ricaviamo ora il seguente

Sia A un aperto connesso di R™ e sia w una forma continua in A. Condizione necessaria e
sufficiente affinché w sia esatta € che per ogni curva chiusa y regolare a tratti, con sostegno
contenuto in A, sia

/ w=0
@

Una curva ¢ chiusa se i due estremi coincidono, cosicché, se w ¢é esatta, la tesi ¢ immediata.
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/w:O
@

vogliamo vedere che w ¢ esatta. A tale scopo prendiamo due punti di A x e y. Siano

Viceversa valga su ogni curva chiusa

P15 P2 € (X,Y)
definite rispettivamente su [a,b] e su [¢, d]. Definiamo adesso ¢4 : [b,b+ 1] — R come
@3 () = g (d— (d—c) (t = b))

che e equivalente a ¢, e ne percorre il sostegno in senso inverso, percio

/ ”:*/ “
P2 ®3

Prendiamo infine la curva chiusa regolare a tratti (x —y — x) ¢ : [a,b+ 1] — R talché
— ¥1 (t)ate [avb}
eo={ B0 R

si ha, per ipotesi,
da cui

la tesi, dal teorema precedente.

I risultati ottenuti sono molto generali e percid di notevole interesse teorico (si pensi
all’introduzione dell’energia potenziale), ma difficilmente possono essere usati nella pratica
perché poco maneggevoli.

Se la forma w & di classe C* (A) si puo dire qualcosa di piit: sia f una primitiva di w, avremo

L) = ai (x)
da cui avremo che f € C? (A) e percio si potra usare il teorema di Schwarz:
o f 0% f
x) = x
(9xi6xj 895]63:2

e quindi
Baj (904
x)=—(x
Una forma per cui risulti identicamente
Baj (X _ (9(17;
6332‘ a.’I,'j
si dice chiusa. Si ¢ percio trovato che una forma esatta (di classe C!) & chiusa. La

condizione trovata & percid necessaria. Si pud vedere che non ¢ sufficiente (considerando nel
piano privato dell’origine la forma

(x),4,5 € Jy

Y T
— dx +

x? + y? x2+y
e calcolandone 'integrale sul circolo unitario).
La condizione di chiusura diventa equivalente a quella di esattezza se si fa l'ipotesi che A sia
stellato:

w(z,y) = 5dy

Un aperto A C R" si dice stellato rispetto a un suo punto xq se per ogni x € A il segmento
di estremi xg, X ¢ tutto contenuto in A.
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Sia A un aperto stellato rispetto a un suo punto xq. Ogni forma w € C! (A) e chiusa ¢ esatta

Sia x un punto di A e sia ¢ la curva di equazione
) =x0+t(x—x0),t€0,1]

Poniamo

f(x /w—/ Z:a7 (x0 +t(x—x0)) (z; — ) dt

Vediamo che f & una primitiva di w usando il teorema di derivazione sotto il segno di integrale

ﬁ(x):/o > a;(XO_;_t(x—xo))(m—x)dt—i—/o an (%o + £ (x — o)) dt

al'h

ma siccome la forma & chiusa
n
aah

Ja, (X0 +t(x=x0)) (z =) = day (xo + ¢ (x —x0)) - (x —x0) = F (¢)

avendo posto F' (t) = ap (x0 + ¢ (x — Xg)). Infine,
of 1 1 [t B -
Bﬂch( X) = /0 tF (t) dt+/0 F(t) dt—/o 7 (tF (1)) dt = F (1) = ap, (x)

percio w é esatta.

Si pud comunque dimostrare in modo del tutto generale che forme C! chiuse sono localmente
esatte.

VIIIL.3 Il teorema della divergenza

VIII.3.1 Integrali curvilinei e superficiali

Sia ¢ (t) una curva regolare a tratti e sia f (x) una funzione definita in un aperto contenente
il sostegno di ¢, si definisce integrale di f lungo ¢ la quantita

/fds—/f IR

L’integrale definito non dipende dalla parametrizzazione ma solo dal cammino.

Abbiamo introdotto la nozione di superficie al capitolo 6, data una superficie ¥ (definita
sul compatto K), parametrizzata dalla funzione dal piano nello spazio ¢ (u,v), e data la
funzione f (x,y, z), definita in un intorno della sostegno della superficie, definiamo integrale
superficiale di f su X come

/ZdeE/Kf(so Ha“" %1 4 (u,v)

Esattamente come per 'area della superficie, si dimostra che 'integrale di superficie non
dipende dalla parametrizzazione della stessa.

VII1.3.2 1l teorema della divergenza o di Gauss-Green

Poniamo immediatamente la seguente

Un aperto limitato A di R™ si dice regolare se esiste una funzione di classe C* (R") tale che
A = {x|F(x)<0}
0A = {x|F(x)=0}
VF(x) # 0,x€0dA
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Dunque, se A é regolare la sua forntiera & una superficie regolare. Il versore

v(X) = ———+ VF( )

IVE G
¢ il versore normale esterno a 0A in x.
Prendiamo ora un campo vettoriale w definito su B aperto di R™ (a valori in R™). Definiamo
divergenza del campo w la quantita

€0A

divw = Z 0z,

=1
Vale allora il teorema della divergenza o di Gauf-Green

N

Sia A un aperto regolare limitato e sia w (x) un campo vettoriale di classe C! (B), B 2

Allora risulta
/ divw (x) dx :/ (w|v) do
A oA

Avendo dato la definizione di integrale su una superficie solo nel caso n = 2 (integrali curvilinei)
o n = 3 (integrali superficiali) ci limiteremo a questi due casi, pitt precisamente al primo.

Cominciamo con il fissare il seguente risultato

Sia f (x,y) € C*(Q), ove Q = ]a,b[ x ]a,b[. con supporto contenuto strettamente in Q.

Allora
= / ﬂdmdy =0
Q9
Basta notare che

/Q%da:dy=/abdy/ab%da::/abf(b,y)—f(ayy)dyzo

essendo f (a,y) = f(b,y) =0.

Sia A un aperto regolare, dal teorema di Dini troviamo, per ogni punto Pg (xg,yo) della
frontiera, un rettangolo @ (Po,r) = {(z,y) || — zo| < 7, |y — yo| < r} per cui 0ANQ (Po,r) &
il grafico di una funzione, ad esempio y = « (x). Sono date due possibilita, o

ANQ (Po,7) ={(z,y) € Q(Po,7) |y > () }

e allora
o= ()
T Virar\ -
oppure
ANQ Po,r) ={(z,y) € Q(Po,7) [y < a(z)}
con

= (1)
V1t a? 1

(nel seguito ci porremo in quest’ultima evenienza).
Sia f € C' con supporto contenuto in Q (Pg,r). Allora
dxdy / frads

6f —dzdy = frids
A O A
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Abbiamo
af af /;ro-i-r / /xo+r
—dzxdy = —dzdy = dx d— z,a(x))de
K [ e =] smaw)
ma
1
Vg = ———
N
percio
xo+r
8fd:cdy —/ fra(z,a(x)) V14 o2dx */ frads
A 6 xo—T IANQ

Per la seconda parte,

To+T (z) 8f To+1 d a(z) xo+r
dxdy = / dm/ dy = / dx— f(z,y) dy—/ o (x) f(z,a(x))de

Yo—r To—T dx Yo—r To—T

il primo integrale & nullo, infatti, essendo le seguenti intengrande nulle,
(zo+T) a(xo—r)
/ f(zo+7y) dy—/ f(zo—ry) dy =0,
Yo—r Yo—Tr

quindi

xo+r
gfd:cdy = f/x o (z) f(z,a(x)) de = / frids.

0o—T 0A
Ci occore, infine, la seguente

Siano Q; = Q (P;,r;),1 € Jy, un numero finito di quadrati che ricoprono A, allora esistono
N funzioni 1; in C! (R2), tali che il supporto di ¢, sia contenuto in Q (P;,2r;) e tali che

N
Zwi (xay) :LV(SC,y) Ele

i=1
Consideriamo la funzione
Lt <1
gt)=1{ 1/271(4—)" (22 +1), 1<t <2 €C" (R?).
0,t>2

Preso P; (x;,y;) definiamo ¢, = g ((x — x;) /r3) g ((y — ;) /75). ®; & nulla fuori da Q (P, 2r;)
e risulta ¢; = 1 in ();. Poniamo ora

Y1 o= ¢
Y = @ (1—<Pk—1>~-~(1—<P1)
Le funzioni definite sono C! e nulle fuori da Q (P;, 2r;). Dimostriamo ora che

k
Zwi=1—(1—@1)~-~(1—wk)

L’eguaglianza & vera per k = 1. Sia vera per k, allora
k+1

Zwi=1—(1—@1)--~(1—@k)+s0k+1(1—wk)---(l—%)=1—(1—<P1)-~-(1—<pk+1)
Dunque,
Z¢i:1_(1_¢1)-~-(1_9‘71\7)

Percio, se x €A, allora esiste h tale che x € Qy percio ¢;, (x) = 1 e dunque la somma delle 9,
vale 1.
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Sia ora f € C' (B), A C B. Allora per ogni P € A sia Q (P,r) tale che

(i) P € A allora 7 sia tale che Q (P,7) C A;

(
(ii) P € 0A allora r sia tale che Q (P,2r) C B e 9ANQ (P, 2r) sia grafico di una funzione
(per esempio y = ().

Siccome A & compatto dal ricoprimento aperto si puo estrarre un ricoprimento finito, Q (P, 7).
Prese 1), come nella proposizione di partizione dell’'unita, si ha

of o (< N[0
/Aa_ydxdy_/Aa_y(;wa) dxdy—;//la_y(wif)dxdy

Se P; € A allora, dal primo lemma si ricava che

0
/A 55 (i) dody =0 = /8 wufads

essendo su A 1, nulla. Se P, € 0A, allora, dal secondo lemma

0
/A 57 wif) dody = / i frads

Infine si ricavano

ﬁd:z:dy / frads
a4 Oy A

0
—fdxdy = frids
A Oz 2A
Per ottenere la tesi del teorema della divergenza, poniamo f = ws e f = w; e sommiamo
membro a membro.

VIIl.4 Il teorema di Stokes

VIII.4.1 Alcune considerazioni preliminari

Anche in questa sezione lavoreremo nel caso geometricamente pit semplice, il piano. Nel
dimostrare il teorema della divergenza, assumendo il complesso di notazioni della sezione
precedente, abbiamo trovato

%dxdy = frads
4 0y A

8—fdxaly = frids
A Oz 9A

Ora, vediamo che succede se 0A ¢ il sostegno di una curva regolare chiusa parametrizzata da
w(t)=(z(t),y (), t € [a,b], definito il versore tangente,
el a2 + 2

La parametrizzazione ¢ determina su JA una orientazione. Definiamo positiva 'orientazione
se per ogni punto di A, Pangolo tra v e T & pari a /2. Indichiamo il cammino corrispondente

con AT, il cammino inverso con A~.

Supponiamo che ¢ induca un’orientazione positiva, allora risulta subito
(ya —.’L’)

Vi + g2

v(t) =

Dunque

b b )
/A%da:dy = /aAfulds:/a (fr1) (e @) 2]l dt:/a Flat),y(t) ——Lee /3% + g2 dt =

j/‘2+y'2
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/f )) g dt

definita la forma differenziale f (z,y)dy Pultimo integrale ¢ proprio 'integrale della forma
appena definita, con cio

of —dzdy = fdy
A Ox DA+

In maniera del tutto analoga si trova che
/ —dxdy = — fdx
DA+

Poniamo f = z allora

——dzdy = | dedy=m(A)= / xdy
OAt

poniamo f = y analogamente
of ——dxdy = | dxdy =m(A) = —/ ydx
A 0y A dA+
Infine

m(A) =3 [ (wdy—yiz)

Adesso poniamo f (z,y) = N (z,y) e successivamente f (z,y) = —M (x,y):

N
0 —dxdy = Ndy
A Oz A+
/ - —8M dedy = Mdx
A Oy DA+

definita la forma differenziale w = Mdz + Ndy troviamo, sommando membro a membro

/ w_/(@N 8M>dxdy
HA+ y

Trovata questa formula vogliamo migliorare il lemma di Poincaré. Preliminarmente fissiamo
la seguente

A aperto di R? si dice semplicemente connesso se, comunque si prenda ¢ : [a,b] — A chiusa
e regolari a tratti, il suo sostegno sia frontiera di un insieme tutto contenuto in A.

Si puod dimostrare (ma noi non lo faremo) che un insieme stellato & semplicemente connesso.
Dimostriamo, infine, il seguente

Sia A un aperto semplicemente connesso. Ogni forma differenziale chiusa, w, su A ¢é esatta.

Sia ¢ chiusa e regolare a tratti in A. Allora I'insieme B di cui il sostegno di ¢ ¢& frontiera &
contenuto in A. Poiché w = Mdx + Ndy é chiusa, risulta

ON oM
+ w-/(——)dxd =0
/83+ B\ 0z dy 4
/sz
7]

da cui, in ogni caso,

e w ¢ esatta.
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VIII1.4.2 La formula di Stokes

Sia D un compatto in (uOwv) chiusura di un aperto connesso. Sia ¢ : D — R? una superficie
regolare di equazioni parametriche

x (u,v)

y (u,v)

z (u,v)

Sia A un aperto regolare la cui chiusura sia contenuta nella parte interna di D. Chiamiamo
S Timmagine secondo ¢ di A e chiameremo 95 il bordo di S, ¢ (0A). Se 7 : [a,b] — D
parametrizza 0A e la orienta in modo positivo, la curva

I'=gpoy:[a,b —R3

T
Y
z

parametrizza 9S. Percio se v ha equazioni parametriche

{ngg € [a,0]
I" avra equazioni
z=x(u(t),v(t))
y=yu@),v() ,telab
2=z (ult),v(t)

Nell’intorno di S, sia definito il campo vettoriale

X (z,y,2)
v(z,y,2) = | Y(z,y2)
Z (x,y,2)
definiamo rotore del campo vettoriale, il campo
curlv=det | 9/0x 90/0y 0/0z | = | —Z,+ X,
X Y Z -X,+Y,

Definita, nel solito intorno di S, la forma differenziale associata a v
w=Xdr+Ydy+ Zdz
possiamo enunciare, con le notazioni fissate, il seguente

Teorema VIII.4
(di Stokes)  Gjg § una superficie di classe C2, risulta

/(curlv\n) dU:/ w
s as+

dove con n si é indicato il versore normale a S

) 1 yuzv - Zuyv
n— Pu X Py — ZuTw — TuZe
llow <@l llew > eull \ 50—y
Dimostrazione Si ha
/ (curlvin) do = —/ (Y. — Zy) (Yuzo — 2uYo) + (Z5 — X2) (2uy — Tu20)
s A

+(Xy = Y2) (Tulo — YuTy) dudv
Definiamo, in R2, la forma
w= (X.’Ifu + qu + ZZu) du + (Xl'u + qu —+ ZZU) de =M (’U,, ’U) du + N (’LL,U) dU

ricaviamo

/ (curlvin) do = 7/ (M, — N,)dudv = / @
s A A+
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I'ultimo membro & pari a

b
/ o = /[(Xxu+yyu+2zu)u+(Xxv+qu+Zzu)@}dt=
A+ a

b
= / [X (ot + 2,0) + Y (Yoo + yu0) + Z (200 + 2,0)] dt = / w
(c.v.d.) a oS+

VII1.4.3 Energia potenziale

Sia dato un campo di forze in una regione aperta:
£y (x)
F=| F(x)
Fi (x)

come abbiamo visto nella prima sezione la forma differenziale

3
w = ZEdl‘,
i=1

rappresenta il lavoro elementare della forza F, sicché sul tratto ApB, il lavoro compiuto dal
campo di forze vale
W = / w
%)

Se F induce una forma esatta, cioé se w ha integrale nullo su ogni curva chiusa tutta contenuta
nel dominio, il campo di forze si dice conservativo, e in tal caso esiste la funzione U € C! (R3),
tale che

—dU = w
tale funzione si dice energia potenziale del campo F, ed ¢ tale che
W (AyB) :/w: U(A)-U(B)
7]
che rappresenta il teorema dell’energia potenziale.

Se ora supponiamo che il dominio sia semplicemente connesso, abbiamo che w & esatta se e
solo se w & chiusa, cioé

JF;  OF;

3xj h axl
il che equivale a dire che

curl F =0

cioe il campo di forze ¢ irrotazionale.
Si conclude che un campo di forze conservativo é irrotazionale, e un campo di forze irrotazionale
su un dominio semplicemente connesso ¢ conservativo.
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